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DRUCK  UND  VERLAG  VON  B.  G.  TEUBNER. 

1878. 


Vorrede. 


Als  ich  (1858)  die  Bearbeitung  von  George  Salmon's 
schon  berühmtem  Werke  ^^ATreatise  on  Gonic  Sections'^ 
unternahm,  sah  ich  den  Grund  seines  seltenen  Erfolges  (1848 
znerst  erschienen,  folgte  1855  bereits  die  3.  Auflage)  in  der 
lichtvollen  Darstellung  derjenigen  neueren  Methoden,  durch 
welche  die  analytische  Geometrie  über  das  Coordinatensjstem 
des  Cartesius  hinausgeführt  und  dann  immer  mehr  zu  einer 
selbständigen  Wissenschaft  entwickelt  worden  ist.  Dasselbe 
erschien  mir  als  ein  erster  und  zugleich  ein  wohlgelungener' 
Versuch  zur  Losung  einer  wichtigen  und  zeitgemässen,  ja 
drängenden  Aufgabe,  nämlich  der  Aufgabe,  in  einem  Buche 
von  massigem  Umfange  von  den  Elementen  zu  dem 
gegenwärtigen  Standpunkt  der  wissenschaftlichen 
Arbeit  hinzuführen.  Nach  meiner  besonderen  Auffassung 
dieser  Aufgabe  und  des  Verhältnisses  deutscher  Studirender 
zu  ihr  wagte  ich  zugleich  mit  Billigu^g  und  unter  freund- 
scbafüicher  Förderung  des  Verfassers  eine  Reihe  von  Verän- 
derungen und  Erweiterungen,  insbesondere  die  Einführung  des 
Systems  der  trimetrischen  Liniencoordinaten  und  die  des  wich- 
tigen Instruments  der  Determinanten;  denn  nur  dadurch  schien 
mir  das  Buch  jenem  Zwecke  der  Einführung  in  die  gegenwär- 
tige wissenschaftliche  Situation  der  analytischen  Geometrie  für 
deutsche  Leser  ganz  entsprechen  zu  können.  So  erschien  das 
Buch  in  deutscher  Sprache  1860.  In  der  zweiten  Aufl^e 
(1866)  habe  ich  sodann  sehr  tiefgreifende  Umgestaltungen  vor- 
genommen, die  hier  im  Wesentlichen  festgehalten  worden  sind, 
weil  sie  bewährt  erscheinen.  Ich  entnehme  daher  ihre  kurze 
Besprechung  der  Vorrede  zur  zweiten  Auflage. 

„In  den  ersten  Kapiteln  sind  die  pädagogisch  glücklichen 
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IV  Vorrede. 

Veränderungen  in  der  Anordnung  des  StofiTes  befolgt,  welche 
die  IV.  und  V.  Auflage  des  Originals  gaben.  In  den  Kapi- 
teln V  bis  XIII  sodann  ist  der  üebergang  zu  der  Indices- 
bezeichnung  gemacht,  die  durch  die  Determinanten theorie 
geradezu  gefordert  und  deshalb  in  den  deutschen  wissenschaft- 
lichen Arbeiten  jetzt  fast  ausnahmslos  benutzt  wird. 

Die  Determinanten  erscheinen  bereits  im  FV.  Kapitel  gleich- 
zeitig mit  den  trimetrischen  Coordinatensjstemen  imd  dienen 
mit  zur  Begründung  der  das  Princip  der  Dualität  so  rein  aus- 
prägenden Systeme  der  projectiyischen  Goordinaten;  die  An- 
wendungen auf  die  Geometrie  des  Punktes  und  der  geraden 
Linie  erscheinen  an  dem  ihnen  zukommenden  Orte,  und  es 
entspricht  der  natürlichen  Beziehung  der  Determinanten  zu 
den  homogenen  und  allgemeinen  Gleichungen  und  ist  hier- 
durch genügend  vorbereitet,  wenn  sie  später  mit  den  allge- 
meinen Methoden  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  wieder  auf- 
treten. 

Das  XIY.  Kapitel  der  ersten  Ausgabe  ward  der  Vollsi&i- 
'  digkelt  und  Geschlossenheit  der  methodischen  Entwickelung 
wegen  in  vier  Kapitel  getrennt,  in  denen  der  Gebrauch  der 
abkürzenden  Symbolik  (XV)  zu  den  projectivischen  Eigenschaf- 
ten der  Kegelschnitte  (XVI),  zu  ihrer  weitem  Discussion  an 
den  speciellen  Formen  der  homogenen  Gleichung  zweiten  Gra- 
des (XVn)  und  zur  Theorie  der  Enveloppen  (XVIII)  führt. 
Durch  diese  Veränderung  ist  alles  Folgende  wesentlich  be- 
dingt. Denn  nach  dem  Kap.  XIX  von  der  allgemeinen  homo- 
genen Gleichung  zweiten  Grades  folgt  das  neue  Kap.  XX  Ton 
den  Inyarianten  und  Covarianten  der  binären  Formen  oder  die 
rein  analytische  Theorie  der  Grundgebilde  erster  Stufe,  und  hier- 
durch begründet  und  erweitert  das  Kap.  XXI  von  den  Inyarianten 
und  Covarianten  der  temären  Formen  zweiten  Grades  oder  der 
Systeme  von  Kegelschnitten ;  hier  ist  auch  der  Transformation 
zweier  Kegelschnitte  auf  das  gemeinschaftliche  System  harmo- 
nischer Pole  die  gebührende  Aufmerksamkeit  zugewendet  wor- 
den. Die  Anwendungen  der  Invariantentheorie  auf  die  Haupt- 
axentransformation,  auf  die  Charaktere  der  individuellen  Kegel- 
schnitte, die  Bestimmung  der  Brennpunkte,  etc.  sind  aber  im 
Kapitel  XXII  als  Vorbereitungen  zur  analytischen  Theorie  der 
Metrik  dargestellt  und  mit  der  Betrachtung  der  linearen  Sub- 
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Nachtrage 

zur  IV.  Auflage  der  „Kegelschnitte" 

von  Salmon- Fiedler. 


1)    Zu   Art.    152.     Die   Relation   zwischen   den   durch   vier 

Punkte  einer  Ebene  1,2,3,4  bestimmten  sechs  Distanzen  12,  13, 
etc.  in  Aufg.  1  liefert  eine  Relation  zwischen  den  Winkeln, 
unter  denen  sich  vier  Kreise  durchschneiden.  Denn  für 
zwei  Kreise  mit  den  Radien  r^,  r,  und  den  Mittelpunkten  1,  2  ist 
(mit  (12)  als  dem  Winkel  ihres  Schnittes) 

12*  =  r/  +  V  —  2r^r^  cos  (12) . 

Man  erhält  somit  ans  der  Determinante  der  Aufg.  1  die  folgende 

0,  1  ,  1  ,  l 

1,  0  ,  r/+ri»— 2r,rjC08(21),  rs*+ri«-2r,r,cos(31) 
1,  r,*+r,*— 2r,r,cos(12),  0  ,  r,*+r,*-2f,r,co8(32) 
1.  r,»-|-r,«— 2rirsCOs(13),  r,*-f»-j,*— 2r,r8C08(23),  0 
».  '',«+r/-2r,r^C08(14),  r,*+r,*-2r,r,co8(24),  r,»+r^«-2r,r,co8(34) 

Durch  Siibtraclion  der  mit  r,^,  f^*,  r^*,  r^*  respcctive  miiltipli- 
cirten  Elemente  der  er8ten  Reihe  und  Zeile  von  den  entsprechen- 
den der  folgenden  Reihen  und  Zeilen  und  mit  Ersetzung  der 
redproken  Wertlie  der  r,-  durch  die  ^,-  reducirt  man  diese  zu 


0, 

9l         7 

Qi      y 

es  7 

94. 

9i» 

1    , 

cos  (21), 

cos  (31), 

cos  (41) 

Qt> 

cos  (12), 

1   , 

cos  (32), 

cos  (42) 

Q37 

cos (13), 

cos  (23), 

1   , 

cos (43) 

RAy 

cos  (14), 

cos  (24), 

cos  (34), 

1 
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Setzt  man  darin  cos  (21)  «=  cos  (31)  »»  cos  (41)  =«  cosd,  so  ent- 
springt eine  Relation  für  die  Kreise,  welche  drei  ge- 
gebene unter  gleichen  Winkeln  schneiden;  sie  liefert  mit 


=0 


2  Tj  cos  d  <=  A  eine  quadratische  Gleichung  zur  ßestimmung  des 
k,  welches  irgend  einem  Werthe  von  $  entspricht. 

Oder  auch:   Die  Kreise  Z^^)  und  Ä^*)  mit  den  Gleichungen 

a;*  +  /  +  2a«x  +  2a«»  +  a«  =  0,     (i=l,i=2) 

schneiden  einander  unter  dem  Winkel  9;.  wenn  man  hat 

«33  "T  ^*^1^2  ^®S  ^  ~  -^«13^13   ~"  -^^23^3  +  ^3  =  ^> 

den  Ausdruck  des  Art.  142;  Aurg.  10  für  die  allgemeinen  Glei- 
chungen. Die  Elimination  von  a^^,  a^g  und  a^g  zwischen  diesen 
vier  Gleichungen  liefert  die  Gleichung  des  Kreises  1  in  der  Form 


«*  +  2/ 
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—  X. 


.(2) 


a 


«33  +2r^r2  cos  ö, 

«S +  2'-i^3<^^sö; 

«33  +  2^^4  <^ös  e ,       afg^  , 
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(2) 
13    ' 

(3) 
13    t 
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(2) 
28    f 

(») 

23    f 

(4) 

23  y 


1 
1 

1 
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=  0. 


und  mit  2r^  cos  $  ^=  k  zerlegt  man  diescihe  in 


^^+y,    —^,    —y, 
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83 
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(4) 
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13  ^ 
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(2) 


a. 


a, 


18  > 
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wo  nach  Aufg.  1  des  Art.  142  die  ei*ste  Determinante  den  Ortho- 
gonalkreis der  drei  Kreise  und  nach  Art.  147 .  die  zweite  die 
eine  Axe  der  Aehnlichkeit  derselben  bezeichnet  (Vergl.  die  Note 
auf  S.  196.)  Die  Vertauschung  der  Vorzeichen  von  r^,  r^  oder 
r^  in  der  zw^eiten  Determinante  liefert  die  andern  Aehnlichkeits- 
axen  des  Systems  der  drei  Kreise,  und  wenn  wir  in  irgend  einer 
Zeile  der  ursprunglichen  Determinante  für  $  sein  Supplement 
einfuhren  (vergl.  Art.  148),  so  ist  dies  mit  der  Zeichenänderung 
des  entsprechenden  Radius  äquivalent.  Wir  erhalten  daher  vier 
Büschel  von  Kreisen,  welche  die  gegebenen  unter  gleichen  Win- 
keln schneiden;  jedes  desselben  hat  eine  andere  ihrer  Aehn- 
lichkeitsaxen  zur  Radicalaxe.  Die  Berechnung  des  Radius  für 
den  hier  ausgedruckten  Kreis  aus  der  ersten  Determinante  giebt 
r^  als  Function  von  A,  und  2  r^  cos  9=^1  liefert  eine  quadra- 
tische Gleichung  zur  Bestimmung  von  k  aus  $  wie  oben. 

2)  In  Art.  308,  Aufg.  6  ist  gezeigt,  dass  die  Doppelpunkte 
K  zweier  durch  die  drei  Paare  il,  D;  B,  E'^  C,F  bestimmten 
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projecUvischen  Reihen  auf  einem  Kegelscbniile  in  der  Pascal- 
sehen  Linie  LMN  des  Sechsecks  ABC  DE  F  liegen.  Dies  giebt 
Gelegenheit  zum  Ausdruck  der  Gleichung  der  P a sc aT sehen 
Linie  in  Delerminantenform  mittelst  der  Parameter  der  sechs 
Punkte  nach  der  Methode  der  Art.  304  f.     Für  x^x^^^x^^  uud 

x^:  x^:  x^  =  l  :  a:  a^     ist     ada^  —  (a  -\-  d)  x^-^-  x^  =  0 
die  Sehne  AD,    Wir  fanden  in  Art.  299  als  Bedingung  der  Projec- 
liviiät  der  durch  die  Parameter  l,  l'  definirteu  Reihen  —  auf  zwei 
geraden  Linien  oder  einem  Kegelscimittc  —  die  hilineare  Relation 

aXk'  +  hl-{-  c-r  +  ei  =  0, 
und   zogen  aus  ihr  in  Art.  338  die  Relation  der  Parameter  von 
vier  Paaren  entsprechender  Elemente 


«!««> 


'1> 


a, 


iy 


1 


ßißi}     ßi>     ßif      1 
dj  d^ ,     d^  ,     dg ,      1 


=  0. 


Ist  d  der  Parameter  eines  Doppelpunktes^  so  geht  die  letzte  Zeile 
in  d',  6,  6,  1  über^  und  kann  durch  x^y  x^^  x^^  x^  ersetzt  werden; 
man  erhält  also  die  Gleichung  der  Pascarschen  Linie 


^s  >      ^2  >      ^7      ^1 


a  . 


=  0. 


ad^      a,     dy     1 
he ,     h  ,      c  ,      1 
c/",      0  ,      f,      1    1 
Wenn  man  anderseits  die  Grösse  adx^^  —  («  +  <^)  ^a  +  ^3  durch 

ad  ausdruckt^  so  ist  ab  .  cd  —  ad  .  hc^^^x^x^ — ^2*)(^  —  0(^  —  ^) 
und  wir  erhalten  wie  in  Art.  286  durch  Vergleichung  der  Formen 

ab  .  cd  —  ad  .  bc,   af .  de  —  ad  .  ef  die  Gleichung  der  Pascal- 
schen  Linie  von  ABCDEF  in  der  Form 

(a  —  c)  (i^  —  d)  .  e?  =  (a  —  c)  (/•—  eZ)  .  ftc, 
oder  in  einer  der  äquivalenten  Formen 

(a  —  e)  (6  —  /•)  .  cd  =  (c  —  «)  (6  —  d)  .  ö?, 

(c  —  a)(b  —  f).  de^  (c  —  e)  (d  —  /*)  .  ab. 

Durch  den  Punkt   6c,    ef  geben    die    drei   andern  PascaFschen 
Linien  ABCDFE,  ACBDEF  und  ACBDFE,  oder 

(a  ~  c)  (6  ~  d)  .  e7=  («  —  f)  (e  —  d)  .  bc, 
{a  —  b){c  —  d)  ,7f  =  {a  —  e)  {f  --  d)  .  bc, 
(a  —  b)  {c  —  d).e~f'^{a  —  f)  {c  —  d)  .6c. 


Die  Pascal'scheu  Geraden 

(a  —  c)  (b  —  d).  7f=(a  —  e)f/'—  d)  ,  bc  =  (b  —  f)  (c  —  e)  .7d 
schneiden  sich  in  einem  Steiner'scheu  Punkte  G\  die  drei  andern 

(a  —  c)  (6  —  d)  .  7f={a  —  e)(f—  d)  .  bc=(b  —  e){c  —  f).'äd 

in  einem  Kirkman'schen  Punkte  H, 

3)  Zu  Art.  354.  Die  Schiussgieichung  Ton  Anfg.  1  giebl 
durch  Auflösung  in  ihre  linearen  Factoren  die  Gleichungen  der 
vier  gemeinsamen  Tangenten  der  Kegelschnitte  in  der  Form 

^\V  { «11  «u'CömOss')  )  ±^V  { «»«»'(«»«iiO )  ±'3^  { «»a»'(«n  ««') }  =^>- 

Aus  der  geometrischen  Entstehung  der  Covariante  ^»»0  Tolgt, 
dass  dieser  Kegelschnitt  in  den  Fällen  der  einfachen  oder  dop- 
pelten Berührung  der  Kegelschnitte  5 «»  0  und  5^  »  0  diese 
auch  ebenda  einfach  respective  doppelt  berührt  Im  Falle  der 
Doppelberöhrung  folgt  aus 

8  =  a^x^  -{-ioy^x^x^     und     S'  =:  a^x^  +  2a^^x^ x^ , 
Fz=  2053035  a„a„'x5*  +  2a„o,/  (03301,'  +  0,3' o^)  x^x^^ 

oder  F  ist  von  der  Form  IS  +  mS\ 
Wenn  man  daher  F  in  der  Form 

»11 V  +  •  •  +  2ai,x,x,  -f  . .  =  0 

geschrieben  denkt^  so  verschwindet  im  Falle  der  doppelten  Be- 
rührung der  Kegelschnitte 

«11^1*  +  •  •  +  2a„x,ir,  +  . .  =  0,     o^V  + =  0 

jede  Determinante  des  Systems 

ff 

«117       «M»       «M>       «83  7       «13  7       «1«    '\ 

/  /  /  *  /  r 

«11  7       «« >       «83  7       «M  7        «18  7        «1«      I    • 

^17       *»7       *83  7       *t8  7       *18  7        *1»     .1 

Dass  im  Falle  der  Doppelberührung  von  S  und  S'  der  Kegel- 
schnitt F  demselben  Büschel  angehört,  folgt  auch  daraus,  dass 
für  k  als  den  der  Berührungssehne  des  Büschels  hS  •{-  S'  =  0 
entsprechenden  Parameterwerth  die  Reciprokalform  (siehe  Art. 
353)  k^Z -\- kO '\' 2f  =  0  identisch  verschwinden  muss,  der 
doppelten  Geraden  entsprechend.  Und  da  der  fragliche  Werth 
von  k  die  Doppelwurzel  der  Gleichung  ^•'^+**6  +  ifc6'  +  i^'=0 
ist,  so  giebt  die  Elimination  von  k  zwischen  der  ersten  Glei- 
chung und  den  beiden  Diflerentialen  der  letzteren  die  identische 


Relation  zwischen  £,  If  und  O  in  der  Form  (welclie  die  beige- 
setzte analoge  zwischen  Sy  S'  und  F  bedingt ,  weil  die  Recipro- 
ken  doppelt  berührender  Kegelschnitte  wieder  solche  sind) 

S'      =0, 


^, 

*, 

3J, 

26, 

», 

2e', 

3z/' 


S\    2J'e,    3^' 


=  0. 


4)  Zu  Art  360.  In  Aufg.  2  erhellt^  dass  das  System  zweier 
Kegelschnitte  ausser  seinen  vier  Invarianten  Jy  J\  S,  S' 
vier  durch  eine  identische  Relation  verbundene  Covarianten 
Sf  S'j  Fy  J  besitzt y  von  denen  die  letzte  die  Seiten  des  sich 
selbst  conjugirten  Dreiecks  oder  das  gemeinsame  Tripel  harmo- 
nischer Polaren  repräsentirt;  dazu  kommen  die  vier  durch  eine 
entsprechende  Relation  verbundenen  Contravarianten  Z^  Ify 
0  und  r,  deren  letzte  das  gemeinsame  Tripel  harmonischer  Pole 
oder  die  Ecken  des  vorigen  Dreiecks  darstellt. 

Diese  Functionen  sind  für  S,  S'  in  der  kanonischen  Form 

«1*  +  V  +  V  =  0,     «^a?i*  +  a^x/  +  03V  =  0, 

F  =  Ol  (rt,  +  0,)  a^i*  +  Oj  (o,  +  aO  x^^  +  a^  {a^  +  a^)  x^\ 
J  =  {<h  —  fH)  («s  —  «1)  («1  —  «2)  ^1^51^3 ; 

<I>  =  (o,  +  a,)  5,«  +  («3  +  0,)  {,«  +  (a^  +  «,)  &^ 
r=  (o,  —  flj)  (o,  —  aj  («1  —  a,)  SiigS,. 

Zu  ihnen  treten  gemischte  Concomitanten  oder  Zwischen- 
formen (Art.355)y  welche  beide  Reihen  der  Coordinaten  enthalten 
und  als  Covarianten  des  Systems  der  beiden  Kegelschnitte  S^  S' 

mit  der  geraden  Linie  li^i -f'^2^4'£3^s'^^  angesehen  werden 
können.     Die  Jacobi'sche  Determinante  desselben  z.  B. 

ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  für  den  Ort  der  Punkte,  deren 
PRaren  in  beiden  Kegelschnitten  sich  auf  der  geraden  Linie 
schneiden.     Für  die  kanonischen  Formen  ist 

^=  Si  («2  — a8)^a«s+  S2  («3  — «1)^3^1+  ^jK  —  «2)^1^- 
Man  erhält  die  Reciprokalform  N'^  die  die  Verbindungslinie  der 


Pole  von  I,  in  Bezug  auf  S=»0  und  ^'«=0  ausdruckt^  auf  die 
nämliche  Weise  aus  £  und  S',  nämlich  für  die  kanonischen  Formen 

-^^'=^«1^253  («2  —«3)^1  +  »aSsSl  K  — «i)i»i5+  «3S1S2  («1  --«2)^8- 

Der  geraden  Linie  £»  entsprechen  ferner  zwei  begleitende 
oder  associirte  Gerade  K=0  und  K'  =  0,  von  denen  die  erste 
die  Polare  In  Bezug  auf  /S^'  =  0  von  ihrem  Pol  für  iS  =  0  und 
die  zweite  die  Polare  in  Bezug  auf  S  =  0  von  ihrem  Pol  für 
5'  =  0  ist.     Ffn*  die  kanonischen  Formen  sind  sie 

Ä'==a,^ia'i+a2la^^+«3S8^8;  ^'=  «a^sSi ^1+^*3 «ife^a+«i^2S3^3. 
Die  Jacobi'schen  Determinanten  von  K,  S  und  Sii»?i  +  l2^4' Ss^a 
und  von  K',  S'  und  S,a?,  +  ^2^t  +  Is^s  ""*^  ''^''^  Reciprokalformen 
liefern  weitere  vier  Concomitanten^  welche  mit  den  vorigen  das 
vollständige  System  von  solchen  Formen  bilden^  durch  welche 
(vergl.  Gordan's  Darstellung  in  Giebsch-Lindemaon  ,^ Vorlesungen 
über  Geometrie"  p.  291)  mit  Hilfe  der  vorher  erwähnten  Formen 
alle  andern  gemischten  Goncomitanlen  ausgedruckt  werden  können. 
Für  die  kanonischen  Formen  sind  sie  respective 

S253  G^2  —  «3)  ^1  +  SsSl  («3  —  «1)  ^2  +  IlSj  («1  —  ^)  ^8  > 
Sa&V  («2  —  «3)  ^1  +  I3S1  V  («3  —  «1)  ^2  +  llfeös*  («l  —  «2)  ^8  ; 
Sl«l   («2  —  ^)  ^2^3  +  S2«2  («3  —  «1)  ^8^1  +  ^fi^S  («1  —  «2)  ^1^  y 

li  Oa  «3  (ag  ~  03)  ajg  T3  +  Ig  a^  a^  (rtg  —  tf i)  XaO?!  +  S3  Ol  «2  C«i — Ö2K  ^  • 

5)  Zu  Aufg.  7  des  Art.  360.  Durch  Division  mit  J3'  giebl 
die  Determinante  der  angezeigten  Elimination  die  Gleichung  der 
Cayley'schen  Curve  in  der  Form 

^l^  (ö22«88'«28")  +  •  •  +  Sl'la  {  2  (a88«12'«23")   "^  («22«33'«13'0  }  +  •  • 
+  ^1*63  {  2  (a2«^'23'«13")  --  («22  «33' «13")  >  +  •  • 

+  Si  Sils  { («ii  «2«' «33")  —  4  (cii3cr,3'  fi,a") }  =  0 . 
Die  entsprechende  Govariante  ergiebt  sich  durch  Ersetzung  der 
I«  durch  die  Xi  und  der  an,  etc.  durch  die  entsprechenden  Aik,  etc. 
Bezeichnen  wir  diese  Govariante  durch  J,  so  können  wir  die 
allgemeine,  die  Govarianten  von  drei  Kegelschnitten 
verbindende  Relation  schreiben 

sie  enthält  die  Relation  der  Aufg.  2  als  einen  speciellen  Fall. 

6)  Zu  Art.  361  mag  Einiges  über  die  Invariante  ^ 
(S.  558  unten)  und  die  Relation  der  Invariante  T  zu  den 
fundamentalen  Invarianten  aus  der  Discriminante  von 

IS+iiS'  +  vS''  oder  A*^+AVöiia  +  i*vöii3  +  ^f^v^m  +  «tc. 
hinzugefügt  werden. 


Man  kann  die  Invariante  M  direct  bilden,  weil  ihr  Ver- 
schwinden die  Bedingung  ausdruckt,  unter  welcher  in  der  Func- 
tion X8  +  fiS'  +  v8"  die  Grössen  k,  (i,  v  so  bestimmt  wdV*den 
können,  dass  dieselbe  ein  vollkommenes  Quadrat  wird,  da  dann 
ihre  Reciprokalform  identisch  verschwinden  muss.  Nun  ist  aber 
die  Reciprokalform  von  IS -}- fiS' -\- vS"  nach  Art.  353 

wenn  wir  die  Contravariante  (P  des  Art.  353  für  die  Kegel- 
schnitte S\  Ä"  durch  0,  für  S'\  S  durch  O'  und  für  S,  S' 
durch  0"  bezeichnen.  Denken  wir  ihre  CoefOcienten  respective 
als  Ä,i,  ![,•/  und  St,*"  (entsprechend  den  a/jt  des  F  im  ersten 
dieser  Nachträge),  so  können  wir  das  Resultat  der  Elimination 
der  sechs  Grössen  A^,  ^^,  v\  fiv,  vi,  X(i  zwischen  den  durch 
das  Nullsetzen  der  CoefTicienten  der  Reciprokalform  entstehenden 
sechs  Gleichungen  d.  i.  die  Invariante  M  schreiben  wie  folgt 


^u, 

-^22  , 

-^33  i 

-^23  ; 

-^18  ; 

-4j2 

^u', 

-^22   f 

-^33  7 

-^23  7 

-^13  7 

-4,2 

An", 

A     " 
-«22  i 

A     " 

-^23  f 

-^^13    7 

-^12 

«u, 

««, 

«33, 

«23^, 

*fl8  > 

«12 

«»', 

V, 

V, 

5128% 

%Z   > 

«..' 

«n", 

^^22  y 

««", 

**23   7 

**13    7 

«1»"    1 

Man  bestätigt  sofort  ihren  Grad  vier  in  den  CoefQcienten  jedes 
der  Kegelschnitte,  da  diese  in  einer  Zeile  quadratisch  und  in 
zwei  anderen  Zeilen  linear  enthalten  sind. 

Die  Discriminante  der  Reciprokalform  des  Kegelschnittbuschels 
oder  von  XZ  4~  V^^  ^^^bt  keine  neue  Invariante;  denn  sie  ist 

Wenn  wir  aber  die  Discriminante  von  XZ-^-  ^H  -f-  vS!'  bilden, 
so  ist  der  in  ihr  auftretende  Coefficient  des  Gliedes  mit  A^v  eine 
Invariante  6  vom  zweiten  Grade  in  den  CoefHcienten  jedes  Kegel- 
schnittes, welche  nicht  in  Function  der  vorigen  Ay  %xviy  ^^^*  ausge- 
drückt werden  kann.  Es  ist  die  S.  557,  Zeile  8  von  unten  durch 
<Z>  bezeichnete  Invariante  und  es  mag  die  Ableitung  der  Relation 
gegeben  werden,  die  sie  mit  T  und  den  fundamentalen  Invarian- 
ten verbindet. 

Wenn  von  den  drei  Kegelschnittsgleichungen  zwei  die  kano- 
nische Form  haben  und  die  dritte  die  allgemeine  Gleichung  ist,  also 


8 


v  + 

V  +  ^.* = 

0, 

«,'.*  + 

"»'** 

+  «,',*  = 

0, 

«11 V  +  • 

•  + 

2««'ta3 

+  .. 

=  0, 

SO 

genügen 

die  Werthe 

^.' 

=  a^ — c 

'»  — «1*,    ^' 

r 

«8        Ol  — 

«,*, 

'»*  =  «!- 

«I,^ 

^«3* 

den  beiden  ersten,  ond  ihre  Sobstitation  in  die  dritte  liefert  die 
Resultante  oder  die  Bedingung  der  Existenz  eines  gemeinsamen 
Schnittpunktes  der  Kegelschnitte  in  der  von  Wurzeln  befreiten  Form 

=64/ii*a2*/i3*(^2jai,aj5ai*+-4i3aaO,8a,*+^,2fli5rij,a5*). 

Ihre  linke  Seite  ist  ebenso  wie  in  der  durch  Benutzung  Ton 
Vierliniencoordinaten  abgeleiteten  auf  S.  558  das  Quadrat  von  T. 
Ersetzt  man  aber  hier  «i*  durch  seinen  Werth  (o,-  —  a*),  so 
kann  man  T  auf  die  Form 

reduciren  und  erkennt  in  diesem  Ausdrucke  alle  Gliedergruppen 
als  fundamentale  Invarianten  des  Systems^  ausgenommen  nur 

welche  mittelst  der  vorher  bezeichneten  Invariante  B  (dem  Analo- 
gon  der  ersten  Invariante  des  Art  361)  sich  gleich  S^n  ^sss  —  ^ 
ergiebt     So  erhält  man  die  Gleichung 

T  =  6,g,*  —  4  (0,2,  6i83  +  ®2u  ®2«s  +  ®sii  ®sm)  +  126. 
Schliesslich  kann  bemerkt  werden,  dass  die  beiden  fundamen* 
talen  invarianten  der  von  der  Discriminante  von  l8'^ii8'"\-vS'' 
gebildeten  cubischen  Function  der  drei  Parameter  A,  ^,  v  sich 
durch  M  und  T  ausdrücken.  Die  biquadratische  Invariante  (vergL 
„Höhere  Curven"  Art.  221)  ist  (T*  —  48ilf)  und  die  Invariante 
sechsten  Grades  (Art.  222  a.  a.  0.)  8T(72if— T*);  es  drücken 
sich  also  T*  — 483f  und  T(72ilf— T*)  mittelst  der  zehn  fun- 
damentalen Invarianten  in  der  Discriminante  des  Kegelschnittnetzes 
aus.  Die  Elimination  von  M  oder  T  zwischen  diesen  Gleichungen 
würde  die  Verbindung  dieser  Invarianten  mit  den  fundamentalen 
geben. 


h»^ 


Vorrede.  V 

stitutionen  unter  dem  Gesichtspunkt  der  geometrisclien  Ver- 
wandtschaften Tcrbunden  worden.  In  Kapitel  XXUI  undXXIY 
schliessen  sich  daran  die  speciellen  Methoden  der  reciproken 
Polaren  und  derProjection^  die  in  die  Geometrie  des  Raumes 
hinübergreifen;  am  Schluss  der  Darstellung  der  ersteren  ist 
aach  auf  andere  geometrische  Verwandtschaften  die  nöthige 
Rücksicht  genommen  worden.  Auf  den  Zusammenhang,  in 
welchem  die  analytische  Begründung  der  Geometrie  des  Maasses 
(Art.  366  f.)  in  diesem  Entwickelungsgange  erscheint,  glaube 
ich  besonderes  Gewicht  legen  zu  dürfen ;  denn  die  analytische 
Untersuchung  in  allgemeinster  Form  giebt  statt  der  analy- 
tischen Behandlung  gewisser  Theile  der  Geometrie  ein  voll- 
ständiges System  der  analytischen  Geometrie  erst  dadurch,  dass 
sie  auch  die  Entwickelung  dieser  durch  die  Elemente  längst 
bekannten  und  scheinbar  endgültig  erledigten  metrischen  Grund- 
begriffe als  ihre  Consequenzen  und  zugleich  als  Specialisirungen 
der  wahrhaft  allgemeinen  Anschauungen  nachweist.  Auch  die 
grossen  Principien  der  Dualität  und  Continuität  erhalten  von 
da  aus  neues  Licht*). 

So  enthalten  nun  die  Kapitel  IV,  X,  XV  bis  XXIV  die 
Ent?rickelung  der  allgemeinen  Methoden,  letztere  in  geschlos- 
sener Reihe  an  den  Kegelschnitten  im  Allgemeinen,  erstere 
beide,  als  Vorläufer,  in  den  speciellen  Fallen  der  geraden  Linie, 
des  Punktes  und  des  Kreises ;  während  die  Kapitel  I  bis  III, 
V  bis  IX ,  XI  bis  XIII  vollständig  das  geben ,  was  von  einem 
ausführlichen  elementaren  Cursus  der  analytischen  Geometrie 
gefordert  werden  kann.'^ 

Dagegen  zerlegt  sich  das  Ganze  systematisch  in  sechs  Ab- 
schnitte  von  fast  gleichem  Umfange,  nämlich:  Kap.  I  —V 
Punkt  und  Gerade,  Coordinatensysteme;  Kap.  VI  —  X  Curven- 
zweiten  Grades,  insbesondere  Kreise;  Kap.  XI  —  XIV  Elemen- 
tare Behandlung  der  drei  Kegelschnitte;  Kap.  XV  —  XVIII 
Projectivitätstheorie  der  Kegelschnitte;  Kap.  XIX  —  XXI  In- 
variantentheorie; Kap.  XXII — XXIV  Metrische  Relationen 
und  geometrische  Verwandtschaften. 

Das  Kap.  XXV  der  zweiten  Auflage  hat  bereits  bei  der 

*)  Die  BchOnen  Arbeiten  von  Beltrami  und  Klein  (186S— 72) 
haben  seitdem  diese  Hervorhebung  überall  ab  eine  vollberechtigte 
legitimirt. 


VI  Vorrede. 

dritten  (1873)  in  veränderter  Form  seinen  Platz  mehr  natur- 
gemäss  in  der  deutschen  Ausgabe  der  „höheren  ebenen  Cur- 
ven"  gefunden,  die  ich  eben  veröflFentlichte.  Dabei  glaube 
ich  anführen  zu  müssen ,  dass  die  Art.  66,  70  bis  83,  293, 
297  bis  302,  313,  318,  319,  325,  330  bis  345,  357,  362, 
366  bis  380,  397  bis  400,  407,  416,  422,  423  sowie  zahl- 
reiche Aufgaben  in  allen  Art.  (circa  160  auf  780)  im  Original 
gar  nicht  enthalten  sind.  Die  Art.  78  bis  80,  152,  153,  368,  372 
und  422,  423  sind  in  der  dritten,  und  die  Art.  82,  83  mit  der 
einfachen  Erledigung  des  allgemeinen  Problems  der  Transfor- 
mation projectivischer  Coordinaten  erst  in  dieser  neuen  Auf- 
lage hinzugekommen;  dafür  ist  für  die  Elemente  der  Deter- 
minantentheorie auf  die  Literatur  derselben  verwiesen,  was 
jetzt  nach  dem  Erscheinen  so  vieler  brauchbarer  Lehrbücher 
wohl  statthaft  sein  wird.  Vom  Schlüsse  des  IV.  Kapitels  ab- 
gesehen sind  aber  alle  Artikelnummem  unverändert  geblie- 
ben. Die  abermalige  Yei^rösserung  des  Umfanges  ist  zum 
Theil  durch  Einfügung  neuer  Beispiele  von  Wichtigkeit,  zum 
grössern  andern  Theil  durch  die  Wahl  neuer  Typen  bedingt 
worden.  Methodisch  und  systematisch  fand  ich  nichts  hinzu- 
zufügen. 

Den  Bedürfnissen  weiteren  Studiums  habe  ich  durch  die 
bis  auf  die  neueste  Zeit  fortgeführten  angehängten  Quellen- 
und  Literatur-Nachweisungen  (p.  683)  zu  entsprechen  gesucht. 

Damit  empfehle  ich  von  Neuem  diese  Arbeit  der  Beach- 
tung des  mathematischen  Publikums  und  wünsche,  dass  sie 
ihren  Theil  auch  femer  beitrage  zur  Verbreitung  und  Ent- 
wickelung  der  analytischen  Geometrie. 

Zürich  Unterstrass,  im  October  1877. 


Dr.  Wilhelm  Fiedler. 
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328.  Die  Geraden  von  einem  Pankte  nach  den  Schnittpunkten 
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einem  Punkte.  Die  Enveloppe  der  Kegelsclmitte  durch  drei 
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ein  Punkt 465 
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nische Relation  zu  den  Doppelelementen  derselben    ....    470 
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337.  Jacobi'sche  Determinante ;  Involution  von  sechs  und  fünf  Ele- 
menten. Aiifg.  Involution  der  Schnittpunkte  einer  Gera- 
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festes  System  harmonischer  Pole  und  Polaren;  Involutions- 
relationen ;  die  entsprechenden  Paare  von  zwei  involutorischen 
Reihen  in  derselben  Geraden 472 
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genten desselben  von  diesem  Punkte  aus  mit  jenen  Systeme 
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ten Kreises.  Vom  Höhendurchschnitt  ein-  und  umgeschrie- 
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Erstes  Kapitel. 
D  e  r   P  unk  t. 


1.  Die  folgende  Methode  zur  Bestimmung  der  Lage  eines 
Punktes  in  der  Ebene  ward  von  Permat  und  DesCartes') 
und  durch  die  Geometer  in  der  Folge  allgemein  gebraucht. 

Man  nimmt  an^  dass  die  Lage  von  zwei  geraden  Linien 
XZ',  YY  gegeben  sei,  welche  sich  im  Punkte  0  durch- 
schneiden. Wenn  man  dann  durch  einen  Punkt  P  ihrer 
Ebene   die    Geraden  PMy  PN  parallel  zu    YY'  und  XX' 

respective  zieht,  so  erfahrt  man 
aus  der  Lage  des  Punktes  P 

-j>         die  Längen  der  Parallelen  PJf, 

PN,  und  kann  umgekehrt  aus 
den  bekannten  Längen  von  PM 
und  PN  die  Lage  des  Punk- 

^ 3r ^^  ^  bestimmen.     Setzt  man 

z.  B.  voraus,  es  sei  PjY—  a, 
PM=^  h  gegeben,  so  hat  man 
OM  =  a  und  ON  =b  abzu- 
tragen und  die  zu  YY',  XX' 
•  respective  Parallelen  MP,  NP 

zu  ziehen,  welche  sich  alsdann  in  dem  Punkte  0  durchschnei- 
den. Es  ist  üblich,  die  Länge  der  zu  YY'  parallelen  Linie 
PM  durch  y  und  der  zu  XX'  parallelen  Linie  PN  durch 
X  zu  bezeichnen,  und  man  sagt  von  dem  Punkte  P,  dass  er 
durch  die  Gleichungen  x  ^==  a,  y  «^h  bestimmt  ist. 

2.  Die  Parallelen  MP,  NP  werden  die  Coordinaten 
des  Punktes  P  genannt;  die  Parallele  zu  YY'  insbesondere 
gewohnlicli  die  Ordinate  und  die  Parallele  zu  XX',  welche 
dem  durch  diese  bestimmten  Abschnitte  OM  gleich  ist,  die 

Salm on- Fiedler,  anal.  Geom.  d.  Kegelacbn.  4.  Aufl.  1 


2  I.  Der  Punkt.    3. 

Abscisse  des  Punktes  P.  Die  festen  geraden  Linien  XX' 
und  YT'  werden  als  die  Goordinaten-Axen  und  der 
Punkt  0,  in  welchem  sie  sich  durchschneiden ,  als  Anfangs- 
punkt bezeichnet.  Men  nennt  die  Axen  rechtwinklig  oder 
schiefwinklig,  je  nachdem  der  Winkel,  unter  welchem  sie 
sich  schneiden,  ein  rechter *ist  oder  nicht. 

Mau  sieht  leicht,   dass  die  Coordinaten  der  Punkte  Jf, 
N^  0  in  der  vorigen  Figur  respective  sind 

x  =  ay  y  =  0;  X  =  0j  y  =  6;  x  =  0,  y=0. 
3.  Damit  den  Gleichungen  x=a,  y=^b  nur  durch  einen 
Punkt  genügt  werde,  ist  es  noihig  nicht  allein  die  Grösse, 
sondern  auch  den  durch  ein  Vorzeichen  bestimmten  Sinn  der 
Coordinaten  zu  beachten.  Ohne  Rücksicht  auf  die  Vor- 
zeichen müssten  wir  OM=ay  ON=-h  zu  beiden  Seiten  des 

Anfangspunktes  in  den  Axen  ab- 
tragen, und  jeder  der  vier  Punkte 
P,  Pu  F^f  Pz  genügte  den  Glei- 
p      chungen  x=a,  y«=b, 
/;  Es  ist  aber  möglich,  zwischen 

''    /         den  Linien  OJf,  0M\  welche  der 
Ijif  ^     Grösse  nach  gleich,  dem  Sinne 
^  ^  _^-        ,  nach  entgegengesetzt  sind,  alge- 

/  braisch  zu  unterscheiden,  indem 

/  man  ihnen  verschiedene  Vorzei- 

7»,  chen  beilegt.     Wir  setzen  fest, 

dass  Längen,  die  in  einem  be- 
stimmten Sinne  gemessen  als 
positiv  betrachtet  werden,  als 
negativ  gelten,  wenn  sie  im  entgegengesetzten  gemessen  sind. 
Es  ist  dabei  willkürlich,  in  welcheriei  Sinn  wir  sie  als  posi- 
tiv ansehen;  es  ist  aber  üblich,  das  nach  rechts  gemessene 
OM  und  das  nach  oben  gemessene  ON  als  positiv  und  die 
im  respective  entgegengesetzten  Sinne  gemessenen  OM'  und 
ON'  als  negativ  zu  betrachten.  Vermittelst  dieser  Bestim- 
mungen sind  die  vier  Punkte  P,  P, ,  Pj,  P3  leicht  zu  unter- 
scheiden; ihre  Coordinaten  sind  respective 

^=  +  «;  »=  +  &;  0;=  — a,  y=  +  6;  x=  +  a,  y=  —  b] 

x=  —  a,  y=  —  6- 
Diese  Unterscheidung  kann  dem  Anfanger  keine  Schwierig- 


Entfernung  von  zwei  Punkten.   4. 
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keit  machen,  von   dem  vorausgesetzt  wird,  dass  er  mit  der 
Trigonometrie  vertraut  ist. 

Man  bezeichnet  abkürzend  Punkte  von  den  Coordinaten 
X  =  a,  y  =  b  oder  o;  =  a;',  y  =  y  als  die  Punkte  (a,  6) 
oder  x'  y.  Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  Punkte 
{^  a^  +6)  und  (— a,  —  &)  in  einer  durch  den  Anfangspunkt 
gehenden  geraden  Linie  und  von  ihm  in  entgegengesetztem 
Sinn  gleichweit  entfernt  liegen. 

4.  Die  Entfernung  d  zweier  Punkte  x  y^  x'  y" 
unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Axen  durch 
ihre  Coordinaten  auszudrücken. 

Nach  Euklid  I,  47  ist 

es  ist  aber 

PS  =  PM—QM'  =y—y'\ 

QS=OM--OM=x'—x\ 

-  /  also        d^  =  Tq'  = 

{x-xy  +  {y--yy. 
Um  die  Entfernung  irgend 
eines  Punktes  vom  Anfangs- 
punkte auszudrücken,  müssen 
'V'  wir   x'  =0,  y"  =  0  setzen 

und  erhalten  d^  »=  o;''  -f-  y'2^ 
5.  In  dem  Folgenden  werden  wir  zwar  nur  selten  Ursache 
haben,  von  schiefwinkligen  Coordinaten  Gebrauch  zu  machen, 
weil  im  Allgemeinen  die  Formeln  bei  der  Anwendung  recht- 
winkliger Coordinaten  von  grosserer  Einfachheit  sind;  da  je- 
doch schiefwinklige  Coordinaten  zuweilen  mit  Vortheil  an- 
gewendet werden,  so  wollen  wir  die  hauptsächlichsten  Formeln 
in  ihrer  allgemeinsten  Gestalt  geben. 

Setzen  wir  m  der  letzten  Figur  den  Winkel  YOX  schief 
und  =  o  voraus,  so  ist 

LPSC=  180Ö-Ö,  und  F^'=W'+QS^^2PS.QS.cobPSQ 
oder 

J^'-(y -yT+(^'-0'+2(y -y")  i^'-x")  cos  c. 

Das  Quadrat  der  Entfernung  eines  Punktes  (x,  y)  vom 

Anfangspunkt  ist 

=  x^  +  y'2  +  2xy  cos  ca. 

1* 


4  I.   Der  Punkt.    6. 

Beim  Gebrauch  dieser  Formeln  muss  auf  die  Vorzeichen 
der  Goordinaten  genau  geachtet  werden.  Wenn  der  Punkt  Q 
z.  B.  in  der  Winkelfläche  X.OY'  läge,  so  wäre  das  Vorzeichen 
von  y"  zu  wechseln,  und  die  Linie  PS  wäre  statt  der  Dif- 
ferenz von  y,  y"  die  Summe  derselben.  PS  und  QS  sind 
die  algebraischen  Differenzen  der  entsprechenden  Goordi- 
naten-Paare. 

Aufg.  1.  Die  Coordinaten  der  Ecken  eines  Dreiecks  sind  x  =^2y 
2^'  =  3;  x"  =  4,  y"  =  —  5;  x"  =  —  3,  y"  =  —  6;  man  soll 
unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Axen  die  Längen  seiner  Seiten 
berechnen. 

Aufl.  /68,  /öÖ,  /im 

Aufg.  2.  Man  soll  die  Längen  der  Seiten  eines  Dreiecks  be- 
rechnen, dessen  Ecken  dieselben  Coordinaten  haben  wie  vorher, 
unter  der  Voraussetzung  des  Axenwinkels  von  60*^. 

Aufl."l/b2,  yil,  /iöT. 

Aufg,  3.  Man  soll  ausdrtlcken,  dass  die  Entfernung  des  Punk- 
tes (af,  y)  vom  Punkte  (2,  3)  gleich  4  ist. 

Aiiß.  {x  —  2)2  +  («/  —  3)2  =  16. 

Aufg.  4.  Man  soll  ausdrücken,  dass  der  Punkt  (o;,  y)  von  den 
Punkten  (2,  3)  und  (4,  5)  gleich  weit  entfernt  sei. 

Aufl.  {x  —  2)2  +  (y  —  3)2  =  (a;  —  4)2  +  (y  —  5)2  oder 
^  +  2/ =  7. 

Aufg,  5.  Man  bestimme  den  Punkt,  welcher  von  den  Punk- 
ten (2,  4),  (4,  5)  und  (6,  1)  gleich  weit  entfernt  ist. 

Aufl,  o:  =  -;r- ,  y  =  -7.  ]  die  Entfernung  ist  -^—  • 

6.  Da  die  Entfernung  zwischen  zwei  Punkten  als  eine 
Quadratwurzel  gefunden  wird,  so  hat  sie  wesentlich  ein  dop- 
peltes Vorzeichen.  Wenn  die  Entfernung  PQ^  von  P 
nach  Q  gemessen  als  positiv  betrachtet  wird,  so  muss  die 
von  Q  nach  P  gemessene  Entfernung  QP  als  negativ  ange- 
sehen werden.  So  lange  wir  indess  nur  die  Entfernung 
zwischen  zwei  Punkten  selbst  betrachten,  iso  hat  es  keinen 
Zweck,  ihr  ein  Vorzeichen  beizulegen,  als  welches  andeutet, 
dass  diese  Entfernung  zu  einer  andern  addirt  oder  von  einer 
solchen  subtrahirt  werden  solle.  Sind  aber  drei  Punkte  P,  Q,  R 
in  gerader  Linie  gegeben,  und  kennt  man  die  Entfernungen 
PQ,  QU,  so  ist  PR  =  PQ+  QR.  Und  mit  der  nun  be- 
gründeten  Unterscheidung  bleibt  diese  Relation  wahr,  auch 
wenn   der  Punkt  jB  zwischen  den  Punkten   P  und  Q  liegt^ 


Die  Coordioateu  des  Theilpunkics.    7. 


denn  in  diesem  Falle  sind  PQ  und  QR  in  entgegengesetztem 
Sinne  gemessen,  und  PR  ist,  obwohl  ihre  arithmetische  Dif- 
ferenz, zugleich  ihre  algebraische  Summe.  Den  Fall  aus- 
genommen, in  welchem  die  Linien  zu  einer  der  Axen  parallel 
sind,  ist  keine  Festsetzung  darüber  getroffen,  in  welchem 
Sinne  die  positiven  und  negativen  Strecken  zu  messen  sind. 

7.  Aus  den  Coordinaten  zweier  Punkte  x'y\x*y" 
die  Coordinaten  desjenigen  Punktes  abzuleiten, 
der  ihre  Verbindungslinie  in  einem  gegebeneu  Yer- 
hältniss  m  :  n  theilt. 

^  Sind  x^  y  die  Coordinaten  des 

^*V'   Punktes   ü,    welchen    wir  zu 
bestimmen  suchen,  so  ist 

m:n  =  PR:RQ=MS:SN 
oder  m:n=x'—  x:x  —  .t\ 
uud  mx—'fnx"=^nx'  —  nXy 

mx   "+•  nx 

' • 


x  = 


also       ^  —  , 

und  in  derselben  Weise 


Wird  der  Theilpunkt  als  ein  äusserer  gedacht,  so  haben 


wir 


fn:n  =  X  —  x  :  x  —  x 


jt 


und  daher 


WiX  ^-  fiaj 
X  =  — r—, 


ff 


y  = 


wy   —ny 
m  ~-  n 


Wir  können  hiernach  die  Fälle  des  innern  und  äussern 
Theilpunktes  durch  die  Bestimmung  von  einander  unterschei- 
den, dass  die  Theilung  einer  Linie  in  dem  Verhältniss  mi-^n 
die  innere  Theilung  in  diesem  Verhältniss  ulid  die  Theilung 
in  dem  Verhältniss  m  :  —  n  die  äussere  Theilung  in  dem- 
selben Verhältniss  bezeichnen  soll ;  denn  die  Formeln  für  den 
äusseren  Theilpunkt  werden  aus  denen  für  den  inneren  durch 
die  Veränderung  des  Vorzeichens  von  n  erhalten.  Wir  wähl- 
ten für  den  innern  Theilpunkt  das  Theilungsverhältniss  m:-\-n 
wegen  der  Uebereinstimmung  im  Sinne,  welchen  der  üeber- 
gang  von  dem  einen  Endpunkte  zum  Theilpunkt  und  von 
diesem  zum  andern  Endpunkte  der  geradlinigen  Strecke  zeigt; 
indess  wir  für  den  äussern  Theilpunkt  das  Theilungsverhält- 


6  I.  Der  Punkt.    7. 

niss  m  :  —  n  fanden,  weil  hier  der  üebergaug  von  dem  einen 
Endpunkt  der  Strecke  zum  Theilpunkt  in  dem  entgegen- 
gesetzten Sinne  von  dem  erfolgt,  in  welchem  man  von  diesem 
letztern  zum  andern  Endpunkt  der  Strecke  gelangt.  Wenn 
man  immer  von  den  Endpunkten  der  Strecke  zum  Theilpunkt 
hin  geht,  so  kehrt  sich  dies  um. 

In  der  geraden  Linie  {x,  y'),  (x\  y")  ist  bei  jeder  dieser 

Festsetzungen  jeder  Punkt  durch  das  Verhältniss  +  —  be- 
stimmt, in  welchem  die  Strecke  zwischen  jenen  Punkten  vom 
ihm  getheilt  wird. 

Aufg,  1.  Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Linie  zu  fin- 
den, welche  die  Punkte  x   y,  x    y'  verbindet» 

A  ^  X  +  X  y  +y 

Aufl.   X  =  — y-,    y  =  —  2  -- 

Aufg,  2.  Die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  Seiten  des  Drei- 
ecks zu  finden,  welches  die  Punkte  (2,  3),  (4, — 5),  ( — 3,  —  6)  zu 
Ecken  hat. 

Aufl.    a, -V)»  (-i, -^)i  (3,-1). 

Aufg.  3.    Die  Verbindungslinie  der  Punkte  (2,  3),  (4,  — 5) 

ist  in  drei  gleiche  Theile  getheilt;  man  soll  die  Coordinaten  des 
dem  ersten  Punkte  zunächst  liegenden  Theilpunktes  finden. 
Aufl.    a;  =  |,  y  =  i-  ^    ^    .^^ 

Aufg.  4.  Die  Ecken  eines  Dreiecks  sind  die  Punkte  x  y\  x"  y\ 
x"  y" ;  man  soll  die  Coordinaten  des  Punktes  angeben ,  der  das 
erste  Drittheil  der  Verbindungslinie  einer  Ecke  mit  dem  Mittel- 
punkte der  gegentlberliegenden  Seite  angiebt. 

Aufl.  x^\{x  '\-  x'  +  ä"),  y=\hi  •\-  V  +  y"\ 

Aufg.  5.  Für  das  in  Aufg.  2  gegebene  Dreieck  sind  die  Coor- 
dinaten des  Punktes  zu  finden,  in  welchem  sich  die  Verbindungs- 
linien der  Ecken  mit  den  Mittelpunkten  der  Gegenseiten  begegnen. 

Aufl.    a?  =  1 ,  y  =  —  f . 

Aufg.  6.  In  einem  Dreieck  ist  eine  Seite  in  dem  Verhält- 
niss m  :  n  und  die  Verbindungslinie  dieses  Theilpunktes  mit  der 
gegenüberliegenden  Ecke  in  dem  Verhältniss  tn  +  n  :  Z  getheilt; 
die  Coordinaten  dieses  letzteren  Theilpunktes  sind  zu  berechnen. 

j«/i       ^_lx  +mx   -^nx                  ly  +  my   +ny 
Aufl.     x=~  -^^^j^^-,     y T^^  +  n        ' 

8.  Es  ist  oft  nothwendig,  aus  den  bekannten  Coordina- 
ten eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  Axenpaar  seine  auf  irgend 
ein  anderes  Paar  von  Axen  bezogenen  C!oordinaten  abznleiten. 
Diese  Operation  wird  die  Transformation  der  Coordina- 
ten genannt. 

Yfir  nnterscheiden  drei  Fälle  und  betrachten  sie  ge- 
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trenni.  Zuerst  setzen  wir  den  Anfangspunkt  geändert,  aber 
die  neuen  Axen  den  alten  parallel  voraus;  zweitens  setzen  wir 
Toraus,  dass  die  Richtung  der  Axen  sich  verändere,  aber  der 
Anfangspunkt  unverändert  bleibt;  und  drittens  untersuchen 
wir  den  Fall,  wo  beides,  der  Anfangspunkt  und  die  Richtung 
der  Axen,  sich  verändert. 

ErsterFall.  Die  neuen 
Axen  sind  zu  den  alten 
parallel.  In  der  Figur 
sind  die  alten  A^en  Ox, 
Oy  und  die  neuen  O'X 
^md  OY.  Die  Coor- 
dinaten des  neuen  An- 
fangspunktes 0'  in  Be- 
zug auf  die  alten  Axen 
sind  x,  y  oder  O'S^^x, 
0'B=y.  Sind  die  al- 
ten Coordinaten  durch 
z,  y,  die  neuen  durch  X,  Y  bezeichnet,  so  haben  wir 
OM=OR+  UM  und  FM  =  FN  +  NM=^  PN  +  SO, 
d.  h.  x=  X  -{-  X    und    y  =  y  +  Y. 

Diese  Formeln  sind  offenbar  gleich  richtig  für  rechtwinklige, 
wie  für  schiefwinklige  Axen. 

9.    Zweiter  Fall.    Die  Richtungen  der  Axen  sind  verän- 

dert,während  der  Anfangspunkt 
unverändert  ist. 

Seien  Ox,  Oy  die  ursprüng- 
lichen Axen,  so  dass  OQ'=^x, 
PQ  =^  y  ist;  die  neuen  Axen 
dagegen  OX,  OY  und  also 
ON=X,  PN=  Y.  Bilden 
0^0        M  Ä»        dann  die  Axen   OX,  OY  re- 

spective  mit  der  alten  Axe  der  x  die  Winkel  a,  j3  und  mit 
der  alten  Axe  der  y  die  Winkel  a,  ß>,  und  ist  der  Winkel 
xOy,  welchen  diese  ursprünglichen  Axen  mit  einander  bilden, 
gleich  o,  so  ist  wegen 

xOX-\-  XOy  =  xOy 
die  Relation  a  -}-  a  =  (d  gültig  und  ebenso  ^  +  ^'  =  o». 
Mau  erhält  nun  die  Formeln  der  Transformation,  am  ein- 
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fachsten  dadurch^  dass  man  die  Normalen  von  Pzu  den  Original- 
Axen  mittelst  der  alten  wie  der  neuen  Goordinaten  ausdrückt. 
Es  ist    PM=PQ  sin  PQM,  also  PM=y  sin  ai;    aber  auch 

PM=NR  +  PS=ONamNOB  +  PminPNS, 
und  daher  y  sin  co  =  X  sin  a  +  J/  sin  ß. 

In  gleicher  Weise  findet  man 

a;  sin  Q  =  X  sin  a'  -{'  Y  sin  /J' , 
oder  o:  sin  C7  =  X  sin  (co  —  «)  +  Y  sin  (o  —  ß). 

In  der  Figur  sind  die  Winkel  a,  ß,  to  alle  in  dem  niira- 
lichen  Sinne  der  Drehung  von  Oa;  aus  gemessen,  und  ebenso 
sind  «',  ß',  G)  alle  auf  derselben  Seite  von  Oy,  Wenn  einer 
dieser  Winkel  auf  der  entgegengesetzten  Seite  liegt,  so  muss 
man  ihn  mit  dem  negativen  Zeichen  einführen.  Wenn  0  Y 
auf  der  linken  Seite  von  Oy  liegt,  so  ist  der  Winkel  ß  grösser 
als  CO  und  /?'  =  («  —  /J),  ist  negativ,  und  daher  ist  der  Coef- 
ficient  von  Y  in  dem  Ausdruck  für  x  sin  a  negativ.  Dies 
findet  statt  in  dem  folgenden  speciellen  Falle^  zu  welchem  als 
einem  Falle  von  vielfältigster  Anwendung  wir  eine  besondere 
Figur  geben. 

Man  soll  von  einem  System  rechtwinkliger  Go- 
ordinaten zu  einem  andern  System  rechtwinkliger 
Goordinaten  transformiren,  welches  mit  jenem  den 
Winkel  9  macht. 
^  In  diesem  Falle  ist 

|\  «=90«— Ö,  iS'=  — ö; 

j  \        ^^  die  allgemeinen  Formeln 

%>■  ]^  werden 

I  y  =  X  sin  ö  +  F  cos  ö, 

'     i ,     a;  =  X  cos  ö  —  F  sin  ö, 

und  man  erkenntdie  Wahr- 
heit dieser  Formeln  direct  aus  der  Bemerkung,  dass 

y  =  PS  +  NR,    x  =  OB  —  SN 
sind,  während  man  hat 

PS=PNcoa$,  NB  =  ONBm  $, 
f  0B=^0  Neos  ö,  SN=  PN  sin  0. 

Es   giebt   einen    andern    Fall    der 
m/  \jg-    Transformation,    welcher   oft   zur   An- 
wendung kommt:    Von  schief  wink- 
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ligen  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  zu  transfor- 
mireu;  wenn  die  ursprüngliche  Axe  der  x  beibe- 
halten wird. 

Wir  können  die  allgemeinen  Formeln  anwenden,  indem 
wir  setzen  «  =  0,  /5  —  90®,  a'  =  o,  /^  =  o  —  90*.  Aber  es 
ist  einfacher ;  die  Formeln  direct  zu  untersuchen.  Sind  OQ 
und  PQ  die  ursprünglichen  Coordinaten  x  und  y,  OM  und 
PM  die  neuen ^  und  ist  PQM  =  o,  so  haben  wir 

F=ysinci,  X  =  x -{- y  cos  o. 

Wir  erhalten  aus  diesen  Gleichungen  die  Ausdrücke  für 
die  alten  Coordinaten  in  Funktion  der  neuen 

y  sin  o  =  Y,    a;  sin  cd  =  X  sin  ci  —  Y  cos  o. 

10.  Dritter  Fall.  Indem  man  die  Transformationen  der 
beiden  vorigen  Artikel  combinirt,  kann  man  die  auf  neue 
völlig  willkürlich  gelegene  Axen  bezogenen  Coordinaten  eines 
Punktes  finden.'  Man  ermittelt  zuerst  die  Coordinaten  in 
Bezug  auf  ein  F^aar  Axen,  welche  durch  den  neuen  Anfangs- 
punkt parallel  zu  den  alten  Axen  gelegt  sind  (nach  Art.  8), 
und  berechnet  sodann  aus  diesen  die  auf  die  geforderten  Axen 
bezüglichen  Coordinaten  selbst  (nach  Art.  9).  Die  allgemeinen 
Ausdrücke  werden  gefunden,  indem  n^an  zu  den  für  x  und  y 
im  letzten  Artikel  gegebenen  Werthen  respective  a;'und  y  addirt. 

Au  fg.  1.  Die  Coordinaten  eines  Punktes  genügen  der  Belation 
x'-j-y'  —  ^^  —  63^«=sl8;  in  welche  andre  verwandelt  sich  diese, 
wenn  der  Anfangspunkt  nach  dem  Punkte  (2,  3)  verlegt  wird? 

Aufl.  X'  +  r«  =  31. 

Aufg,  2.  Die  Coordinaten  eines  auf  rechtwinklige  Axen  be- 
zogenen Punktes  genügen  der  Belation  y^  —  x^  «=  6;  in  welche 
andre  Belation  geht  diese  über,  wenn  die  Halbirungslinien  der 
Winkel  zwischen  den  gegebenen  Axen  das  neue  Axensystem  bilden? 

Aufl.    XY=3. 

Aufg,  3.  Man  transfonnire  die  Gleichung  2x^  —  5  rc|^  +  2  ^' = 4 
von  Axen ,  welche  unter  dem  Winkel  von  60^  geneigt  sind,  zu  den 
Halbinmgslinien  der  Winkel  zwischen  den  alten  Axen. 

Aufl.    X^  —  27  r«  -f  12  =  0. 

Aufg.  4.  Man  transformire  dieselbe  Gleichung  zu  rechtwink- 
ligen Axen,  indem  man  die  Axe  der  x  beibehält. 

Aufl.    3X^-1- lor«  — 7Zr/3"=6. 

Aufg.  5.  Will  man  von  einem  Systeme  rechtwinkliger  Axen 
zu  einem  andern  übergehen,  ohne  den  Anfangspunkt  zu  verlegen, 
so  mu88  o:^  4"  y^  =  ^^  +  Y^  sein,  weil  beide  Grössen  das  Qua- 
drat der  Entfernung  eines  Punktes  vom  Anfangspunkte  ausdrücken. 
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Man  bestätige  dies  durch  Quadriren  und  Addiren  der  im  Artikel  9 
für  X  und  Y  gegebenen  Ausdrücke. 

Aufg,  6.    Man  bewähre  allgemein,  dass  immer 
^'  +  y^  +  ^^y  cos  xOy  =  X2  +  r2  +  2Z r cos  XOY. 

Wenn  wir  X  sin  a  +  F  sin  ^  =  X,  X  cos  a  -|-  Y  cos  ß  =  M 
setzen,  so  können  die  Ausdrücke  des  Art.  9  in  der  Form  y  sin  a)=X, 
X  sin  (0  =  M  sin  ta  —  L  cos  co  geschrieben  werden;  also  ist 
sin'(i)(ic^  -\-  y"^  -{-  2xy  cos  co)  =  (X*  +  3f^)  sin^w;        aber  auch 

L^  +  M^=X^+  y2  +  2Xrcos(a-/3)nnd«  -  ß  =  XOY. 

11.  Der  Grad  einer  Gleichung  zwischen'den  Co- 
ordinaten  wird  durch  üoordinatentransformation 
nicht  geändert. 

Die  TraDsformation  kann  den  Grad  der  Gleichung  nicht 
erhöhen;  denn  wenn  die  Glieder  der  höchsten  Potenzen  in  der 
gegebenen  Gleichung  x^y  t/"*  u.  s.  w.  sind,  so  stammen  die  in 
der  transformirten  aus  [a^'sin  o  -f-  xsin  (o  —  a)  +y  sin  (o  —  /J)]'", 
(y  sin  ö  +  a;  sin  a  +  y  ^^^  ß)"^}  u-  s.  w.,  welche  offenbar  keine 
den  m^^'*  Grad  übersteigenden  Potenxen  von  x  und  y  enthalten 
können.  Die  Transformation  kann  aber  den  Grad  der  Glei- 
chung auch  nicht  erniedrigen,  weil  man  durch  Transformation 
der  transformirten  Gleichung  zu  den  alten  Axen  nothwendig 
die  ursprüngliche  Gleichung  wieder  erhalten  muss,  und  daher, 
wenn  die  erste  Transformation  den  Grad  der  Gleichung  ver- 
mindert hätte,  die  zweite  Transformation  ihn  wieder  erhöhen 
müsste,  entgegen  dem,  was  eben  bewiesen  worden  ist. 

12.  Ausser  der  Methode  zum  Ausdruck  der  Lage  eines 
Punktes,  welche  wir  bisher  angewendet  haben,  wird  noch  eine 
andre  öfter  angewendet. 

Wenn  ein  fester  Punkt  0  und  eine  feste  gerade  Linie  0  X 

durch  ihn  gegeben  ist,  so  kennt  man  die  Lage  irgend  eines 

JT  Punktes  P,  wenn  man  die  Länge 

:  0  P  und  den  Winkel  POX  angiebt. 

!  P       Die  Linie  OP  heisst  der  Badius 

vector,   der  feste  Punkt  0  wird 
der  Pol  genannt  und  die  Bestim- 
mungsmethode die    Methode    der 
Q  ,  -^X  Polar-Coordinaten. 

Aus  den  Cartesischen  Coordinaten  x^  y  eines  Punktes  findet 
man  leicht  seine  Polar-Coordinaten  und  umgekehrt.    Wenn 
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erstens  die  feste  gerade  Linie  mit  der  Axe  der  x  zusammen- 
fallt, so  ist  OP:  MV  =  sin  OJJf  P:  sin  Jlf  OP;  indem  man  OP 
durch  9,  LMOF  durch  ö  und  L^OY  durch  a  bezeichnet, 
wird 

JlfP=y=^'°^  und  in  derselben  Weise  QJf=a:=^"°/'"~-^. 

'^       Bin  CD '  Bin  n 

Für  den  gewohnlichen  Fall  rechtwinkliger  Coordinaten  ist 
fij  =  90^  und  einfacher 

X  =  Q  cos  0  und  y  =  p  sin  G. 

Wenn  zweitens  die   feste   Linie  OB  mit  der  Axe  der  x 
nicht  zusammenfallt,  sondern  den   Winkel  a  mit  ihr  bildet, 
y  so  ist 

Z.POjB=ÖundZ.POJIf=Ö-a, 
uüd  in  den  vorigen  Formeln 
nur  ö  —  a  für  ö  zu  setzen. 

Für  rechtwinklige  Coordi- 
naten  ist 

j  ^^'  ^  X  =  p  cos  (Ö  —  a) 

I  und     2/  =  p  sin  (Ö  —  a). 

^4ti/^.  1.    Die  folgenden  Gleichungen  in  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten sind  in  solche  für  Polar-Coordinaten  zu  Übertragen: 
^*  +  y^  =  5i»j;         J^^.  Q  a—  5iii  cos  ö 
x^  —  y'  «==  a'  ^^  cos  2  ö  =  a'. 

iiu^.  2.    Die    folgenden  Gleichungen    in    Polar-Coordinaten 
sind  in  solche  zwischen  rechtwinkligen  Coordinaten  umzusetzen: 

^*  sin  2  Ö  =  2  a?    Äufl,  oby  =  a^. 

^2  „  ^2  cos  20  (a;*^  +  y'^f  =  a'  (a;^  —  y') 

^i  cos  i$  =  ai  x^  +  y'  =  (2a  —  a;)^ 

^i  =  a^  cos  iO  {2x^  +  2y'  —  ax)^  =  a^  (x^  +  y^). 

13.    Die  geradlinige  Entfernung  zweier  Punkte 
durch  ihre  Polar-Coordinaten  auszudrücken. 

Sind  Pund  Qdie  beiden  Punkte, 
.^  OP  =  q\  LPOIi^O'] 

OQ  =  Qj  LQOB  =  ^'', 
so  ist  PQ'^  = 

X^-^^                     *        ÖP^ +  (J(p'- 2  OF.OQ.  cos  POQ 
0^- jß    oder 

d^  =  ^'2+  ^"2  _  2  qY  cos  (6"-  0'). 


y 


Zweites  Kapitel. 
Die  gerade   Linie. 


14.  Wir  sahen  im  letzten  Kapitel^  dass  wir  die  Lage  eines 
Punktes  vermittelst  zweier  Gleichungen  zwischen  seinen  Co- 
ordinaten  von  der  Form  a;  =  a,  y  =  &  bestimmen  können. 
Es  ist  sicher,  dass  wir  den  Punkt  gleichfalls  bestimmen  kon- 
nen,  weun  uns  irgend  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades 
zwischen  seinen  Coordinaten  gegeben  sind  (Art.  5,  Aufg.  5), 
denn  diese  sind  zwei  Gleichungen  zwischen  zwei  unbekannten 
Grössen,  und  wir  können  sie  auflösen,  indem  wir  nach  einan- 
der y  und  X  zwischen  ihnen  eliminiren,  um  dadurch  zwei  Re- 
sultate von  der  Form  zu  erhalten 

X  =  a,  y  =  b. 

Zwei  Gleichungen  höheren  Grades  zwischen  den  Coordi- 
naten repräsentiren  nicht  einen  Punkt,  sondern  eine  bestimmte 
Anzahl  von  Punkten;  denn  indem  wir  y  zwischen  den  Glei- 
chungen eliminiren,  erhalten  wir  eine  Gleichung,  die  nur  x 
enthält;  die  Wurzeln  derselben  mögen  «(,  ctj;  ^3;  '  •  -  ^^^^• 
Wenn  wir  nun  irgend  einen  dieser  Werthe  («j)  für  x  in  die 
ursprünglichen  Gleichungen  einsetzen,  so  erhalten  wir  zwei 
Gleichungen  in  j(/ welche  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  haben 
müssen,  weil  das  Resultat  der  Elimination  zwischen  den  Glei- 
chungen durch  die  Voraussetzung  x  =  a^  gleich  Null  wird. 
Ist  diese  gemeinschaftliche  Wurzel  y  ^=  ß^  so  genügt  der 
Punkt  von  den  Coordinaten  x  =  a^,  y  =  /Ji  beiden  gegebenen 
Gleichungen  zugleich;  ebenso  der  Punkt,  dessen  Coordinaten 
a;  =  ^2 ,  y  =  /J2  sind ,  u.  s.  w. 

Äufy,  1.    Welcher  Punkt  ist  durch  die  Gloichungun 
3a;  -|-  5y  =  13,     4x  —  y  =  2  gegobon? 

Aufl.    x  »=  1 ,  y  =  2. 

Aufg.  2.  Welche  Punkte  sind  durch  die  zwei  Gleichungen 
^^  +  y^  =  5,  xy  =  2  dargestellt? 
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Aufl.    Indem  wir  y  zwischen  diesen  Gleichungen  eliminiren, 
erhalten  wir  a;*  —  5x^-{'  ^=0,    Die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
sind  x^  =  1  und  a;'  =  4  und  daher  die  vier  Werthe  von  x 
x  =  +  1,  x  =  —  1,  a:  =  +  2,  x  =  —  2, 

Indem  wir  einen  dieser  Werthe  in  die  zweite  Gleichung  ein- 
setzen, erhalten  wir  den  correspondirenden  Werth  von  y^  nämlich 
respective 

y— +  2,  y 2,y  =  +l,y  =  — 1. 

Die  zwei  gegebenen  Gleichungen  reprSsentiren  daher  die  vier 
Punkte 

(+l,  +  2),  (-1,-2),  (+2,+  l),  (-2,-1). 

Äufg.  3.    Welche  Punkte  sind  durch  die  Gleichungen 

X  —  y  a=.  1  ^  a;2  ^  yi ,_-  26  gegeben? 
Aufl.    (4,  3),  (_3,  — 4). 

Aufy.  4.    Welche  Punkte  bestimmen  die  Gleichungen 
«2  _  öz  +  y  +3  =  0,  x2  +  y»  —  5a;  —  3y  +  6  =  0? 
Aufl.    (1,  1),  (2,  3),  (3,  3),  (4,  1). 

15.  Eine  einzige  Gleichung  zwischen  denCoor- 
dinaten  bezeichnet  einen  geometrischen  Ort 

Eine  solche  Gleichung  reicht  nicht  hin,  die  zwei  unbe- 
kannten Grossen  x  und  y  zu  bestimmen;  eine  unbegrenzte 
Anzahl  von  Systemen  von  Werthen  der  x  und  y  kann  gefun- 
den werden,  welche  der  gegebenen  Gleichung  genügen.  Hin- 
gegen werden  die  Coordinaten  eines  willkürlich  angenommenen 
Punktes  sie  nicht  erfüllen.  Die  Vereinigung  aller  der  Punkte, 
deren  Coordinaten  der  Gleichung  genügen,  bildet  einen  Ort, 
welcher  als  die  geometrische  Bedeutung  der  gegebenen  Glei- 
chung anzusehen  ist. 

So  sahen  wir  im  3.  Beisp.  des  Art.  5,  dass  die  Gleichung 
{X  —  2)2  +  (y  —  Sy  =  16  ausdrückt,  die  Entfernung  des 
Punktes  xy  vom  Punkte  (2,  3)  sei  gleich  4.  Diese  Gleichung 
wird  daher  erfüllt  durch  die  Coordinaten  jedes  Punktes  in 
der  Peripherie  eines  Kreises  vom  Halbmesser  4  und  aus  dem 
Punkte  (2,  3)  als  Centrum;  und  sie  wird  nicht  erfüllt  durch 
die  Coordinaten  irgend  eines  andern  Punktes.  Dieser  Kreis 
ist  also  der  Ort,  welchen  die  Gleichung  darstellt 

Ein  noch  einfacheres  Beispiel  erläutert  gleichfalls,  dass 
eine  einzige  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  einen  Ort 
bezeichnet.  Erinnern  wir  uns  der  Construction,  durch  welche 
wir  die  Lage  eines  Punktes  aus  den  zwei  Gleichungen  x  =  a^ 
y  =  b  bestimmten ;  wir  nahmen  0M=  a,  zogen  JfJT  parallel  zu 
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0  Y  und  tragen  darauf  MP^bah]  P  war  der  geforderte  Punkt. 
Wäre  ein  andrer  Werth  von  y  gegeben  gewesen,  a:  =  o,  f  =  >\ 

so  hatten  wir  durch  das  nam- 
h'che  Verfahren  einen  Punkt  P 
gefunden,  der  noch  in  der  Linie 
31 K,  aber  in  einer  andern  Ent- 
fernung von  M  liegt.  Wenn  end- 
lich der  Werth  von  y  völlig  un- 

«    bestimmt  gelassen  ist,  und  wir 

nur  die  eine  Gleichung  z  ^=  a 
haben,  so  sehen  wir,  dass  der 
Punkt  P  irgendwo  iu  der  Linie 
MK  liegt,  dass  aber  seine  Lage  in  ihr  nicht  bestimmt  ist 
Die  Linie  MK  ist  daher  der  Ort  aller  der  durch  die  Glei- 
chung X  =*  a  dargestellten  Punkte ;  welchen  Punkt  wir  in  der 
Linie   MK  auch  wählen ,   das  x  desselben  ist  immer  ==  a. 

10.  Wenn  allgemein  eine  Gleichung  beliebigeu  Grades 
zwischen  den  Coordinaten  gegeben  ist,   so  setzen  wir  für  x 

irgend   einen    beliebigeu   Werth 
JJ-^ir  o;  =  rt  voraus,  und  die  Gleichung 

/  .    \\  erlaubt    sodann,    eine    endliche 

^     '  .'  /  Zahl  von  Werthen  von  i/  zu  be- 

^;^ff»  stimmen,  welche  diesem  speciellen 

' '  'jj  Werth    von   x  entsprechen ;   für 

j  jff  jeden   der   Punkte  Py  q,  f'  >  •  •  f 

deren  x  der  angenommene  Werth 
und  deren  y  eines  der  aus  der 
Gleichung  gefundenen  ist,  wird 
der  Gleichung  genügt.  Sodann 
nehmen  wir  für  x  irgend  einen 
andern  Werth  x  =  a  und  finden 
in  derselben  Art  eine  andre  Reihe  von  Punkten,  deren  Coor- 
dinaten die  Gleichung  befriedigen;  ebenso  wenn  wir  a:  =  a", 
X  ■=  a"  u.  s.  w.  voraussetzen. 

Wenn  wir  so  x  alle  möglichen  Werthe  nach  einander 
annehmen  lassen,  so  bildet  die  Vereinigung  der  wie  vorher 
gefundenen  Punkte  einen  Ort,  von  welchem  jeder  Punkt  den 
Bedingungen  der  Gleichung  genügt  und  welcher  daher  ihr  geo- 
metrischer Ausdruck  ist. 


0 aa  a. 
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Wir  sehen  daraus,  dass  jede  mögliche  Gleichung  zwischen 
den  Coordinaten  geometrisch  irgend. einen  Ort  darstellen  muss, 
und  dass  so  viel  Punkte  dieses  Ortes  bestimmt  werden  kön- 
nen^ als  nöthig  sind  um  ihn  vollständig  darzustellen. 

Aufg.  1.  Man  verzeichne  in  einer  Figur  eine  Reihe  von  Punkten, 
welche  der  Gleichung  y  =  2x  +  3  gentigen*). 

Für  die  Werthe  von  x  gleich  —  2,  —  1,  0,  1,  2  etc.  findet 
man  die  Werthe  von  y  respective  gleich  —  1,  1,  3,  5,  7  etc.,  und 
die  entsprechenden  Punkte  liegen  alle  in  einer  Geraden. 

Aufg.  2.    Man  verzeichne  den  durch  die  Gleichung 

y  =  x^  —  3ar  —  2 
dargestellten  Ort. 

Man  findet  für  x  gleich  —  1,  —  i,  0,  i,  1,  |,  2,  4,  3,  |,  4 
die  Werthe  von  y  respective  gleich  2,  —  ^,  —  2,  —  ^^  —  4, 
—  y,  —  4$^ —  ^,  —  2,  —  T»  ^'  Wenn  man  diese  Punkte  auf- 
trägt, so  reichen  sie  hin,  die  Form  der  Curve  anzudeuten,  welche 
dann  unbegrenzt  fortgesetzt  werden  kann,  indem  man  dem  x 
grössere  positive  oder  negative  Werthe  giebt. 

Aufg.  3.    Man  stelle  die  Curve  y  =  3  +  /(2Ö~  x  —  x'^)  dar. 

Jedem  Werthe  von  x  entsprechen  zwei  Werthe  von  y\  kein 
Theil  der  Curve  liegt  rechts  von  der  geraden  Linie  x  =  \  oder 
links  von  der  geraden  Linie  x  =  —  5,  da  für  grössere  positive 
oder  negative  Werthe  von  x  der  Werth  von  y  imaginär  wird. 

17.  Die  ganze  Wissenschaft  der  analytischen  Geometrie 
ist  auf  die  Verbindung  gegründet,  welche  eben  als  zwischen 
einer  Gleichung  und  einem  Orte  bestehend  bewiesen  worden 
ist.  Wenn  eine  Curve  durch  irgend  eine  geometrische  Eigen- 
schaft definirt  ist;  so  wird  es  unsere  Aufgabe  sein,  aus  dieser 
Eigenschaft  eine  Gleichung  abzuleiten,  welche  durch  die  Co- 
ordiuaten  jedes  Punktes  in  der  Curve  erfüllt  wird.  Wenn 
z.  B.  ein  Kreis  als  der  Ort  eines  Punktes  (a?,  y)  definirt  ist, 
dessen  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  (a,  h)  constant 
gleich  r  ist,  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises  in  rechtwink- 
ligen Coordinaten  nach  dem  Art.  4 

{x-ay  +  {y^hf  =  r\ 

Wenn  andererseits  eine  Gleichung  gegeben  ist,  so  wird 
es  unsere  Aufgabe  sein,  die  Figur  der  durch  sie  clargestellten 
Curve  zu  ermitteln  und  die  geometrischen  Eigenschaften  der- 
selben abzuleiten.    Um  dies  systematisch  auszuführen,  classi- 

*)  £b  ist  dem  Leser  die  Anwendung  von  Papier  zu  empfehlen,  das 
durch  gerade  Linien  in  kleine  Quadrate  getheilt  ist. 
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II.   Die  gerade  Linie.  18. 


ficiren  wir  die  Gleichungen  nach  Graden  und  untersuchen ,  mit 
der  einfachsten  unter  ihnen  beginnend,  die  Form  und  die  Eigen- 
schaften der  durch  sie  dargestellten  Oerter.  Der  Grad  einer 
Gleichung  wird  durch  den  höchsten  Werth  der  Summe  der 
Exponenten  der  Veränderlichen  in  irgend  einem  Gliede  der- 
selben bestimmt.  Die  Gleichung  a;y  +  2a:  +  3y  =  4  ist  bei- 
spielsweise vom  zweiten  Grade  nach  der  Exponentensumme 
des  Gliedes  xy]  ohne  dieses  Glied  wäre  sie  vom  ersten  Grade. 
Man  sagt,  eine  Curve  sei  vom  n'*"  Grade,  wenn  die  Gleichung 
vom  w'**  Grade  ist,  durch  welche  sie  dargestellt  wird. 

Wir  beginnen  mit  der  Gleichung  ersten  Grades  und 
werden  beweisen,  dass  dieselbe  stets  eine  gerade  Linie 
darstellt,  sowie  umgekehrt,  dass  die  Gleichung  einer 
geraden  Linie  stets  vom  ersten  Grade  ist. 

18.  Wir  haben  im  Artikel  15  den  einfachsten  Fall  einer 
Gleichung  ersten  Grades,  nämlich  die  Gleichung  n;  ^  a  inter- 
pretirt.  Ebenso  repräsentirt  die  Gleichung  j/  ==  6  eine  zur 
Axe  OX  parallele  Linie  PN,  welche  der  Axe  OF  in  einer 
Entfernung  NO  =  6  vom  Anfangspunkt  begegnet. 

Indem  wir  zur  Untersuchung  des  an  Einfachheit  nächsten 
Falles  übergehen,  dass  eine  gerade  Linie  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  geht,  betrachten  wir  die  Relation,  welche 
zwischen  den  Coordinaten  der  in  einer  solchen  geraden  Linie 
liegenden  Punkte  besteht. 

Wenn  wir  einen  Punkt  Pin 
einer  solchen  Linie  annehmen, 
^so  ändern  bei  der  Veränderung 
des  Punktes  zwar  beide  Coordi- 
naten PM,  OJf  ihre  Länge,  aber 
ihr  Verhältniss  PM:  MO  bleibt 
>      unverändert,  nämlich  gleich  dem 
Verhältniss  sin  POM:  sin M PO] 
demnach  wird  die  Gleichung 
_  Bin  POM 
y  ~  sinMPO'^ 
für  jeden  Punkt  der  Linie  OP 
^  erfüllt  und  ist  als  die  Gleichung 

dieser  Linie  zu  bezeichnen.  Wenn  umgekehrt  die  Bestimmung 
des  durch  die  Gleichung  y  ==  mx  dargestellten  Ortes  verlangt 


1^ — /  —  — -,t 

\       /     /! 

^         \        /       /         / 


Gleichung  der  Qeradec  aus  O.    19. 
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wird,  so  schreiben  wir  die  Gleichung  in  der  Form  a::y  =  m:l; 
die  Aufgabe  ist  dann,  den  Ort  des  Punktes  P  so  zu  finden, 
dass  immer,  wenn  wir  durch  ihn  PJf  und  TN  tm  zwei  festen 
geraden  Linien  parallel  ziehen,  das  Verhältniss  PM:  PN  con- 
stant  ist.  Dieser  Ort  ist  nothwendig  eine  durch  den  Durch- 
scfanittspunkt  jener  beiden  festen  Linien  gehende  gerade  Linie 
OPj  welche  den  von  ihnen  gebildeten  Winkel  so  theilt,  dass 

sin  POM  =  m  .  sin  PON  ist. 

Bei  rechtwinkligen  Axen  ist  sin  PON  «=  cos  POM  und 
daher  m  =  tang  POM]  die  Gleichung  y  =  mx  repräsen- 
tirt  also  eine  gerade  Linie,  die  durch  den  Anfangspunkt  geht 
und  mit  der  Axe  der  x  einen  Winkel  bildet,  dessen  Tangente 
=  m  ist. 

19.  Eine  Gleichung  in  der  Form  y  =  +  wia:  bezeichnet 
eine  gerade  Linie  OP,  welche  in  den  Winkeln  YOX,  Y'OX' 
gelegen  ist.  Eine  Gleichung  in  der  Form  y  =  —  mx  stellt 
dagegen  eine  in  den  Winkeln  YOX,  YOX'  gelegene  gerade 
Linie  dar.  Denn  aus  der  Gleichung  y  *=  -\-  mx  erhellet,  dass 
für  positive  x  auch  y  positiv  ist,  und  dass  negativen  x  auch 
negative  y  entsprechen;  die  durch  diese  Gleichung  repräsen- 
tirten  Punkte  müssen  daher  ihre  Coordinaten  entweder  beide 
positiv  oder  beide  negativ  haben,  und  solche  Punkte  liegen 
nur  in  den  Winkeln  YOX  und  Y'OX\  Dem  entgegen  muss, 
um  der  Gleichung  y  =  —  mx  zu  genügen,  y  für  alle  posi- 
tiven o;  negativ  und  für  alle  negativen  a:  positiv  sein;  Punkte, 
welche  dieser  Gleichung  genügen,  haben  daher  ihre  Coordinaten 
von  verschiedenen  Vorzeichen  und  liegen  nothwendig  in  den 
Winkeln  TOX  und  YOX\ 

20.  Um  nun  zu  unter- 
suchen, wie  eine  in  Bezug 
auf  die  Axen  völlig  willkür- 
lich gelegene  geradeLinieP(^ 
zu  repräsentiren  ist,  ziehen 
wir  durch  den  Anfangspunkt 
OB  parallel  zu  PQ  und  be- 
zeichnen den  Schnittpunkt 
der  Ordinate  MP  mit  OB 
durch  iJ.    Nun  ist  (wie  in  Art.  18)  das  Verhältniss  MB :  OM 

Bftlmon-Fi edler,  anal.  Grom.  d.  Kegelachn.    4.  Aufl.  2 


18  II.  Die  gerade  Linie.    21. 

unveränderlich  (MB  «=  m .  0M)\  aber  die  Ordinate  MF  dif- 
ferirt  von  MB  um  die  eonstante  Länge  BP  =  OQ,  welche 
wir  b  nennen  wollen.  Somit  können  wir  die  Gleichung  schreiben 

PM  =  BM  +PB  =  m.OM  +  PB, , 

d.  h.  y  =  mx  +  6. 

Diese  für  jeden  Punkt  der  Linie  PQ  erfüllte  (jleichung 
y  =  mx  -{-  b  heisst  die  Gleichung  dieser  geraden  Linie. 

Aus  dem  letzten  Art.  geht  hervor,  dass  m  positiv  oder 
negativ  ist,  jenachdem  OB,  die  durch  den  Anfangspunkt  zur 
geraden  Linie  gezogenen  Parallele ,  in  dem  Winkel  YOX  oder 
Y'OX  liegt;  und  man  sieht,  dass  b  positiv  oder  negativ  ist, 
jenachdem  der  Punkt  Q,  in  welchem  die  gerade  Linie  die  Axe 
OY  schneidet,  über  oder  .unter  dem  Anfangspunkt  liegt. 

Umgekehrt  bezeichnet  die  Gleichung  y  =  mx  -f-  b  stets 
eine  gerade  Linie;  denn  sie  kann  in  der  Form  geschrieben 
werden 

« =  m. 

X 

Wenn  wir  aber  QT  parallel  zu  OM  ziehen,  so  ist  MT=^  b 
und  daher  TP  =  y  —  6,  und  wir  haben  demnach  den  Ort 
eines  Punktes  zu  finden,  welcher  so  liegt,  dass  die  durch  ihn 
zur  Axe  OY  gezogene  Parallele  PT  die  feste  gerade  Linie 
QT  so  schneidet,  dass  das  Verhältniss  TP :  QT  constant  bleibt. 
Dieser  Ort  ist  offenbar  die  durch  Q  gehende  gerade  Linie  QP. 
Da  die  allgemeinste  Gleichung  des  ersten  Grades 

Ax  +  By  +  C  =  0 

auf  die  Form  y  =  mx  -{-  b  reducirt  werden  kann,  als  äqui- 
valent mit 

A  C 

so  repräsentirt  auch  diese  Gleichung  stets  eine  gerade  Linie. 

21.  Aus  den  letzten  Artikeln  lässt  sich  die  geometrische 
Bedeutung  der  Constanten  in  der  Gleichung  einer  geraden  Linie 
erkennen. 

Wenn  die  durch  die  Gleichung  y  =^mx  -\-b  dargestellte 
gerade  Linie  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  a  und  mit  der 

Axe  der  y  den  Winkel  ß  macht,  so  ist  (Art.  18)  m  =  ^^^; 

und  wenn  die  Axen  rechtwinklig  sind,  m  =  tan  a. 


Gleichung  der  Geraden:  Die  Constanten.    22.  19 

Im  Art.  20  sahen  wir  bereits,  dass  b  den  Abschnitt  be- 
zeichnet,  welchen  die  gerade  Linie  in  der  Axe  der  y  bestimmt. 

Ist  die  Gleichung  in  der  allgemeinen  Form  Ax  -|-  JBy + (7=  0 
gegeben^  so  rednciren  wir  sie  wie  im  letzten  Artikel  auf  die 

Form  y^^tnx+b  und  finden,  dass  —  »  =  -^  ^»  oderbeirecht- 

•^  '  '  Jtf        Bin  p' 

C 
winkligen  Axen  =  tan  a  ist;   und  dass   —  ^  die  Länge  des 

in  der  y-Axe  bestimmten  Abschnitts  angiebt. 

Zusatz.  Die  geraden  Linien  y  ■=  mx  -}-  b,  y  =  mx  -j-  V 
sind  parallel  zu  einander,  wenn  m  =  m,  weil  sie  dann  beide 
mit  der  Axe  der  x  denselben  Winkel  bilden ;  ebenso  sind  die 
geraden  Linien  Äx  + By  +  C  =Ovind  A'x  +  B'y^  C  =  0 
parallel ,  wenn  A:  B  ^^  A  iB'  ist. 

Ausser  den  Formen  Ax  +  By  -f-  C  =  0  und  y  =  mx  +  b 
giebt  es  noch  zwei  andere,  in  denen  die  Gleichung  einer  ge- 
raden Linie  oft  gebraucht  wird ;  sie  sollen  zunächst  abgeleitet 
werden. 

22.  Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  Jlf^mit- 
telst  der  Abschnitte  OM  =^  a,  ON  =^  b  auszudrücken^ 
welche  sie  in  den  Axen  bestimmt. 

Wir  leiten  die  geforderte  Gleichung  ab  aus  der  vorher  be- 
trachteten Form 

Ax  +  By-{-C  =  0  oder  ^  a;  +  |,  y  +  1  =  0. 

Denn  dieselbe  muss  durch  die  Coordinaten  jedes  Punktes  der 
Geraden  MN^  also  auch  durch  diejenigen  von  M^  d.  i.  (Art.  2) 

X  =  a,  y  =  0,  erfüllt  werden;  daraus  folgt  ^  a-f-1  =0,  oder 

T-,  = ;  ebenso  findet  man  auch  y,  =  —  -^ ,  weil  die  Gleichung 

durch  die  Coordinaten  von  N(x  =  0,  y^^b)  erfüllt  werden 
muss.   Durch  Substitution  dieser  Werthe  geht  aus  der  voraus- 

X  V 

gesetzten  Form  die  verlangte  — [-  |^  =  1     hervor,    welche 

nach  dieser  ihrer  Herkunft  ebenso  für  rechtwink- 
lige als  für  schiefwinklige  Axen  gültig  ist. 

Die  Lage  der  geraden  Linie  ändert  sich  mit  den  Vorzei- 

eben  von  a  und  b.     Wenn  z.  ß.  die  Gleichung  -'--(-  ^  =  1, 

welcher  in  beiden  Axen  positive  Abschnitte  entsprechen,  die 
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11.  Die  gerade  Linie.    23. 


Linie  MN  der  Figur  darstellt;  so  giebt  die  Gleiclmng- —  ^=1 

mit  pOHitivem    Abschnitt  in  der  Axe  x  nnd  mit  negatirem 

in  der  Axe  y  die  gerade  Linie  MN\  ^ 

Ebenso  ist  dann  —  *  -4-  |^  =  1   der 

a     '     0 

Ausdruck  von  M'N  und  —  ^  —  ?  =  1 

a         b 

der  von  M'N\ 

Jede  Gleichung  vom  ersten  Grade 
kann  durch  die  Division  mit  ihrem 
Constanten  Gliede  auf  eine  der  vier  vor- 
bezeichneten Formen  reducirt  werden. 

Aufg,  1.  Man  soll  die  Lage  der 
i'dl^i^nthm  ^oradrm  Linien  uniersuchen  und  die  von  ihnen  in  den 
Axf!»  gobilfhtion  AbMchniiie  bestimmen: 

2x    -  ay  «  7;     3a; +  42/  +  9  =  0, 

:\w  +  8y  "  ü;     4.y  —  bx  =  20. 

Auffß.  2.     Unier  der  Voraussetzung,   dass   zwei  Seiten   eines 

|)ri)M!ckH   uIh   Coordinttienaxon  genommen    werden,    soll   man  die 

VnrliimlimKHliniü   der   Punkte  ausdrücken,    welche  den  w"*  Theil 

^  von  jodur   durHolbün  abHchneiden  und  nach  Art.  21  zeigen,   dass 

hin  der  MiiHiH  dos  Dreiecks  parallel  ist. 

X    .y        1 


Au/l. 


a 


tn 


21t,  Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  durch 
dio  IJlngo  dor  auf  sie  vom  Anfangspunkt  gefällten 
Norinalo  und  durch  die  von  dieser  mit  den  Axen  ge- 
bildnion  Winkol  auszudrücken. 

Sei  0P  =  |)  die  Länge  der 

yV  Normale,   LPOM  =  a  der   von 

^  ihr  mit  der  Axe  der  a;,  L  PON  =  ß 

der  mit  der  Axe  der  y  gebildete 
O  fi     Winkel,  0M=  a,  0N=  b.  Dann 

ist  die  Gleichung  der  geraden  Linie 

MN  {Art  22)  ^+1  =  1. 

Indem  wir  diese  (jloichung  mit  p  multipliciren,  erhalten  wir 

Km  ist  aber  ''  *»  cos  a;  ^  =  cos  ß  und  daher  die  gesuchte 
Gh*ichuug  der  geraden  Linie   x  cos  «  +  y  cos  ^  =i). 


Gleichung  der  Geraden.     Die  Normalform.    24.  21 

Bei  rechtwinkligen  Coordinaten,  wie  wir  sie  zumeist  ge- 
brauchen, ist  ß  =  90®  —  a,  und  die  Gleichung  wird 

•  z  cos  a  -f"  y  sin  a  =  jp. 

Diese  Gleichung  schliesst  die  vier  Fälle  des  Art.  22  ein, 
wenn  wir  voraussetzen,  dass  a  jeden  beliebigen  Werth  zwischen 
0  und  360®  annehme;  so  ist  für  die  Liage  NM'  der  Winkel 
tt  zwischen  90®  und  180®  und  der  Coefficient  von  x  negativ; 
für  die  Lage  M'N'  ist  «  zwischen  180®  und  270®  und  sowohl 
sein  sinus  als  sein  cosinus  negativ.  Für  MN'  ist  a  zwischen 
270®  und  360®  und  hat  negativen  sinus  und  positiven  cosinus. 
In  den  beiden  letzten  Fällen  ist  es  aber  passender,  die  Formel 
iu  der  Gestalt  x  cos  a-^  y  8in  a  =  —  p  zu  schreiben  und  u 
als  den  Winkel  anzusehen,  welcher  zwischen  0  und  180®  lie- 
gend mit  der  positiven  Axe  der  x  durch  die  verlängerte 
Normale  gebildet  wird.  Im  Falle  der  Anwendung  der  Formel 
z  cos  a  +  y  sin  a  =p  setzen  wir  daher  p  als  eines  doppelten 
Zeichens  fähig  voraus  und  bezeichnen  mit  a  den  180®  nicht 
überschreitenden  Winkel^  welchen  die  Normale  oder  ihre  Ver- 
längerung mit  der  Axe  der  x  bildet. 

Wenn  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  in  der  allgemei- 
nen Form  Äx  -^  By  +  C  =^  0  gegeben  ist,  so  kann  sie 
leicht  auf  die  Form  x  cos  a  -{••  y  ain  a  =^p  reducirt  werden; 
dividiren  wir  dieselbe  nämlich  durch  K(^^  "f*  B"^)}  so  dass  sie 

^^        yi^+B*)  ^  "^  y{A^+^)  ^  +  'y(A^  +  -»')  "^  ^' 

so  können  wir    .^,  ,  ^^-  =  cos  a  und  r;^j-^^y=  sin  «setzen, 

weil  die  Summe  der  Quadrate  dieser  zwei  ächten  Brüche  =  1 

ist.  Wir  lernen  daraus,  dass  i^r^i-rrs*)  ^^^  ViA^Ä^B^  respec- 
tive  der  cosinus  und  sinus  des  Winkels  sind,  welchen  die 
vom  Anfangspunkt  auf  die  Linie  Äx  -}-  liy  -j-  C7  =  0  gefällte 

Senkrechte  mit  der  Axe  der  x  bildet,  und  dass  ,y,vi-i— x»^  die 

y{A'  -f-  js*) 

I^ge  dieser  Senkrechten  ist. 

24.  Die  auf  schiefwinklige  Goordinaten  bezo- 
gene Gleichung -4a:  +  J?y  +  6'=  0  soll  reducirt  wer- 
den auf  die  Normalform 

X'  cos  «  -f-  y  cos  ß  =p- 

Nehmen  wir  an,  dass  die  gegebene  Gleichung  durch  Mul- 


22  II.  Die  gerade  Linie.    25. 

tiplication  mit  einem  gewissen  Factor  It  auf  die  vorgeschriebeue 
Fonn  redacirt  werde,  so  ist  RA  ^^  coe  n,  RB  =>  cos  ß. 

Wenn  aber  die   Winkel  a  und  ß  die  Summe  o  haben, 
so  ist  immer 

cos^  a  -f-  cos^  ß  —  2  cos  a  cos  ß  cos  m  =  sin^  m. 

Also  ist  JFP  (Ä^  +  IP  —  2 AB  cos  ci)  =  sin'  o,  und  die 
auf  die  verlangte  Form  reducirte  Gleichung  ist  daher 

Ann  »  ,  B  sin  m • 


^(^»-f  J?»  — 2il5c08»)       '    J/(^«  +  .B'  — 2^Bc08a») 


Cnn  09 


-.  =0. 


J^(^«  +  J5«  —  2^  B  008  0») 

Wir  lernen  daraus,  dass 

^  sin  »  B  sin  » 


y{A*  +  B«  —  2u4B  cos  a>) '    ^(^«  +  -B*  —  2j1B  cos  id) 

respective  die  cosiuus  der  Winkel  sind,  welche  die  vom  Anfangs- 
punkt auf  die  Linie  jia:4-By  +  C=0  gefüllte  Senkrechte 

mit  den  Axen  der  x  und  y  bildet:  und  dass  r^i,— r— »i — ^^td-h —  \ 

^  '  y{A*  +  jd'  —  2 AB  cos  <d) 

die  Lange  dieser  Senkrechten  ist.  Diese  Länge  kann  auch 
leicht  dadurch  berechnet  werden,  dass  man  den  doppelten 
Inhalt  des  Dreiecks  NOM{ON,  OM.sin  m)  durch  die  Länge 
von  jlf ^  dividirt,  deren  Ausdruck  leicht  zu  finden  ist. 

Die  Quadratwurzel  der  Nenner  ist  übrigens  eines  doppel- 
ten Zeichens  fähig,  d.  h.  die  Gleichung  kann  auf  jede  der 
Formen 

xcosa+ycos/J— i?=0,a;cos(a+1800)+ycos(/J+1800)+p=0 
gebracht  werden. 

25.  Man  soll  den  Winkel  zweier  geraden  Linien 
bestimmen,  welche  durchihre  Gleichungen  in  recht- 
winkligen Goordinaten  ausgedrückt  sind. 

Der  von  den  beiden  geraden  Linien  gebildete  Winkel  ist 
dem  Winkel  gleich,  welchen  die  vom  Anfangspunkte  aus  auf 
sie  gefällten  Perpendikel  mit  einander  einschliessen;  wenn  wir 
die  von  diesen  mit  der  Axe  der  x  gebildeten  Winkel  a,  a 
nennen,  so  ist  nach  Artikel  23 

A  B 

cos  a  =  .-7-Ts-r-^ir :     sm  a 


y{A}  +  5«) '    "  y{A^  +  5«) ' 

COS  a  =  -/,  .r.-r  w.t;  sm  a  = 


y{A*  +  B'*) »  °*"  -  —  y^A'*  +  B'^) ' 


also  sin  (a  —  «')  = 
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AB  -  AB' 


y^A^  +  B^) .  y(Ä^  +  -B'«) ' 


f  .V  AA'  +  BB' 

cos  («  —  a  J  =  ^^^-,  _^  j5,^    ^^(4'»  +  -B'») ' 

und  daher  tan  (a — «')  ==  ^  ^,-^  ^^, . 

Zusatz  1.    Der  von  beiden  Linien  gebildete  Winkel  ver- 
schwindet, wenn  AB  —  ^5'  =  0; 
die  geraden  Linien  sind  dann  auch  nach  Artikel  21  parallel. 

Znsatz  2.    Die  zwei  geraden  Linien  sind  rechtwinklig  zu 
einander,  wenn  ÄA'  -{-  BS  ^=0^ 

weil  dann  die  Tangente  ihres  Winkels  unendlich  gross  wird. 

Wenn  die  Gleichungen  der  beiden  geraden  Linien  in  der 
Form  y  =  »i»ar  +  6,  y  =  nix  +  V  gegeben  sind,  so  ergiebt 

sich  die  Tangente  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels  =  j^ 


mm  ^ 


weil  dieser  Winkel  die  Differenz  der  Winkel  ist,  die  die  Linien 
selbst  mit  der  Axe  der  x  bilden,  und  weil  m  und  tn'  (Art.  21) 
die  Tangenten  dieser  letztem  Winkel  sind;  die  geraden  Linien 
sind  parallel,  wenn  m=^m\  und  rechtwinklig  auf  einander, 
wenn  mni  -\'  1  =  0  ist.    Speciell  genügt  w  =  w'  =  i. 

26.  Den  Winkel  zwischen  zwei  geraden  Linien 
bei  schiefwinkligen  Goordiuaten  zu  finden. 

Wir  verfahren  genau  wie  im  letzten  Artikel,  indem  wir 
die  Ausdrücke  des  Artikel  24  zu  Grunde  legen: 

A^imo  t  Ä  Bill  a» 

cos  ff  =  zn—.m  .    -^ ^r-r^ ;  •   COS  «  = 


^(^»  +  J?«  — 2^J5co8a))*  ^  ^(^•«+^''-2^'-B'co8(o) ' 

somit 

B  —  A  C08  (0  .       /  Bf  —  Ä  cos  a> 

^^^  —  p(Z«  +  i»^  2il-B  cos  Ol) ;  S^'l «  =  ^(i't^T^f  -12^-^008 ü)' 

Also* 
.    ,  ,.  _  (AB  —  AB^)  aiii  m 


y,A*  +  B'  —  2ABcoü(o)'  y\Ä^  +  -B'«  -  2  ^'IT  cos  m) ' 

,    _    .v_ BBl  +  ^^'  —  (^B'  +  AB)  008  m 

COS  ^a      a)  —  y^j^xj^i^  _  .2  jL£  cos  co)  •  ^(A'«  +  J5'«  -  2  A'lT  cos  w) ' 

Endlich 

X       M  »N {AB  —  A  B^)  sin  m 

^^^^~^^—~AA'+BB'^(ABfTABy^~^' 

Die  geraden  Linien  sind  somit  parallel  für  AB  =  AB\ 
sie  sind  rechtwinklig,  wenn  man  hat 

AA  +  BB  =  {AB  4-  AB)  cos  w. 
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27.  Eine  gerade  Liuie  kaiiu  stets  so  bestimmt 
werden,  dass  sie  zwei  Bedingungen  genügt. 

Jede  der  Formen,  in  welchen  wir  die  allgemeine  Gleichung 
der  geraden  Linie  gegeben  haben,  enthält  zwei  Constanten; 
so  die  Formen  y  =  tnx  -\-  b,  x  cos  a  +  y  sin  a  =^p  die  Con- 
stanten m  und  h  respective  p  und  a.     Nur  die  Form 

Ax  +  By  +  C^Q 
enthält  drei  Constanten,  aber  nur  scheinbar,  denn  wir  haben 
es  in  ihr  nicht  mit  den  absoluten  Werthen,  sondern  nur  mit 
den  gegenseitigen  Verhältnissen  von  A,  B,  C  zu  thun.  Denn 
die  mit  einer  beliebigen  Constanten  multiplicirte  oder  divi- 
dirte  Gleichung  stellt  noch  immer  dieselbe  Linie  dar,  wie  vor- 
her, und  wir  können  sie  also  durch  C  dividiren,  so  dass  sie 

nur  noch  die  beiden  Constanten  ^  und  .,  enthält.  Wenn  man 

daher  eine  dieser  Formen  der  Gleichung  zur  allgemeinen  Dar* 
Stellung  einer  geraden  Linie  wählt,  z.  B.  y  =  ma;  +  6,  so 
kann  man  ihre  Constanten  m,  h  als  unbekannte  Grössen  be- 
trachten, welche  zu  bestimmen  sind;  und  wenn  irgend  zwei 
Bedingungen  gegeben  sind,  so  können  aus  ihnen  die  Werthe 
von  m  und  b  bestimmt  werden,  welche  der  speciellen  Gera- 
den entsprechen,  die  diesen  Bedingungen  genügt.  Dies  wird 
durch  die  Beispiele  in  den  Art.  28,  29,  32,  33  hinreichend 
erläutert. 

28.  Man  soll  die  Gleichung  einer  geraden  Linie 
finden,  die  einen  gegebenen  Punkt  {x\  y')  enthält 
und  zu  einer  gegebenen  Geraden  parallel  ist. 

Wenn  die  Linie  y  =  mx  -\-h  einer  gegebenen  geraden 
Linie  parallel  ist,  so  ist  nach  Art.  21  Zusatz  die  Constante  m 
bekannt.  Und  wenn  sie  durch  einen  festen  Punkt  geht,  so 
muss  die  Gleichung,  als  für  jeden  Punkt  der  Linie  erfüllt, 
auch  für  ihn  wahr  sein,  und  man  erhält  y  =  mx  -\-  b  und 
damit  die  Bestimmung  von  b.  Die  verlangte  Gleichung  ist 
daher 

y  c=i  mx  +  y'  —  mx'  oder  y  —  y  =  m (x  —  x). 

Betrachten  wir  in  dieser  Gleichung  m  als  unbestimmt,  so 
ist  sie  die  allgemeine  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  (x',  y) 
gehenden  Geraden. 

29.  Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  zu  fin- 
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den,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  {x'jy)uiid 
(^";  .y")  geht. 

Nach  dem  vorigen  Artikel  ist  die  Gleichung  einer  gera- 

den  Linie  durch  {x,  y'),  y  —  y  =m(x  —  x')  oder  ^p'-K  =  m. 

Da  aber  die  verlangte  gerade  Linie  auch  durch  den  Punkt  x',  y' 
gehen  muss,  so  muss  diese  Gleichung  auch  erfüllt  bleiben, 
wenn  man  für  x,  y  die  Coordinaten  desselben  x'j  y"  einsetzt. 
Demnach  ist 


X    —X  ' 


und  durch  Substitution  für  m  daher  die  Gleichung  der  ver- 
langten  geraden  Linie     ^-'X  =  ^-X  ■ 

o  ö  X  —  X  X     —  X 

In  dieser  Form  scheint  die  Gleichung  am  leichtesten  zu 
behalten;  durch  die  Befreiung  von  Brüchen  bringen  wir  sie 
jedoch  in  eine  Form,  in  der  sie  zumeist  brauchbarer  ist,  nämlich 

(y -y")  x-^{x^x')y+xy'-x"y'=0 

oder  auch  {p^  —  x){y  —  y")  =  (^"~^")(y — tf)\  denn  auch 
dies  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  weil  die  Glieder  :i;y, 
welche  auf  ihren  beiden  Seiten  auftreten,  einander  aufheben, 
und  sie  wird  sowohl  durch  die  Werthe  x  =^  x',  y  ^=^y  als 
durch  die  Werthe  x  =  a?",  y  =  y'  erfüllt.  Ihre  Entwickelung 
giebt  auch  das  vorige  Resultat. 

Zusatz.  Die  Gleichung  der  geraden  Linie,  die  den  Punkt 
x^\f  mit  dem  Anfangspunkt  verbindet,  ist  xy'  •==  x'  y, 

Aufg.  1.  Bilde  die  Gleichungen  der  Seiten  eines  Dreiecks, 
dessen  Eckpunkte  durch  ihre  Coordinaten  gegeben  sind:  (2,  1), 
(3,-2),  (-4,-1). 

Aufi.    a;+7y  +  ll=0,  3y  — rc=l,  3aJ-J-y=7. 

Aufg.  2.  Bilde  die  Gleichungen  der  Seiten  des  aus  (2,  3), 
(4,  —  5),  ( —  3,  —  6)  bestimmten  Dreiecks,  • 

Aufl.    X—  7y  =  39,  9«  —  5y  =  3,  4a;  +  ?/  =  11. 

Aufg.  3.    Die   Gleichung  der  geraden  Verbindungslinie  der 

Punkte  X,  y   und  \ ,  — ^    \     ^  zu  bilden. 

Aufl.    (jß — y')x  —  (/  —  x")y-\'Xy* — x"y=0>    (Art,  7.) 
Aufg.  4.    Die  Gleichung  der  geraden  Linie  anzugeben,  welche 

die  Punkte  x,  y  und  ^— ,  ^-^^-  verbindet. 
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Aiiß. 

(y"+y'"—  2y)x—{x+x"—2x)y+x"y—  xy'-^x'y  —  xy"^=Q. 

Aufg.  5.  Die  Gleichungen  der  geraden  Linien  zu  bilden,  welche 
die  Ecken  dos  Dreiecks  in  Aufg.  2  mit  den  Mittelpunkten  der 
Gegenseiten  verbinden. 

Aufl.    17rc— 3y=2ö;  7rc  +  9y+ 17  =  0;  5«— 6y=21. 

Aufg,  6.    Welches  ist  die  Gleichung  der  geraden  Verbindungs- 

f.  .    j      -n     1 A    Ix-mx      ly —my         ^.Ix  —  nx      ly — my    « 
linie  der  Punkte  - , ,  -^ und  — j ,  -^-= — ^—  ? 

Aufl.  X  [l{m  —  «)y  -j-n»(«  —  0^4"  **0 — *^)y'']  — 

y  [l  {m  —  n)  a;'  -j-  w  (w  —  l)  x"  -{-  n{l  —  m)  x"\  = 
Im  {yx  — y  xj-j-mn^y  x  —  y  x  )  +  w((y  x  —  yx  ). 

30.  Die  Bedingung  anzugeben,  unter  welcher 
drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Wir  fanden  im  Artikel  29  die  Gleichung  der  Verbindungs- 
linie zweier  Punkte  und  haben  nur  auszudrücken,  dass  die  Co- 
ordinaten  des  dritten  dieser  Gleichung  genügen  müssen. 

Die  Bedingung  ist  daher  für  die  Punkte  x^y^^  ^2^2^  ^sVs 

welche  in  der  mehr  symmetrischen  Form  geschrieben  werden 
kann*) 

yi(^2  —  ^3)  +  »2(^3  —  ^1)  +  »3(^1  -  ^2)  =  0. 

31.  Aus  den  Gleichungen  zweier  geraden  Linien 
die  Coordinaten  ihres  Durchscbnittspunktes  zu  fin- 
den. 

Jede  der  Gleichungen  drückt  eine  Relation  aus,  welcher 
von  den  Coordinaten  des  geforderten  Punktes  genügt  werden 
muss;  deshalb  finden  wir  seine  Coordinaten,  indem  wir  die 
beiden  Gleichungen  für  die  unbekannten  Grössen  x  und  y 
auflösen. 

Im  Artikel  14  sahen  wir,  dass  die  Lage  eines  Punktes 

*)  Beim  Gebrauch  dieser  und  ähnlicher  Formeln,  welche  wir  bei 
Bpätem  Gelegenheiten  anwenden  werden,  iat  es  nützlich,  die  Coordi- 
naten in  einer  festen  Aufeinanderfolge  zu  denken,  z.  B. 
nimmt  im  2.  Glied  der  eben  gegebenen  Formel  y^  die 
Stelle  von  ^i ,  x^  die  von  x^  und  xx  die  von  ar,  im  ersten 
Gliede  ein  und  im  dritten  gehen  wir  von  y^  zu  y^,  von 
~^i  y^  zu  2/1,  und  Ton  x^  zu  x^  über.  Man  kann  dies  Ver- 
fahren kurz  als  eine  cyklische  Vertauschung  der  Indices  bezeichnen. 


Schnittpunkt  von  zwei  Geraden.    31.  27 

bestimmt  war  durch  zwei  Gleichaugen  zwischen  seiuen  Coor- 
dinaten.  Jede  dieser  Gleichungen  stellt  einen  Ort  dar,  wel- 
chem der  Punkt  angehören  muss,  und  er  ist  somit  der  Durch- 
schnittspunkt der  beiden  durch  die  Gleichungen  dargestellten 
Oerter.  Die  einfachsten  Gleichungen  zur  Darstellung  eines 
Punktes^  nämlich  x  =  a,  y  =  b  sind  die  Gleichungen  zweier 
Parallellinien  zu  den  Goordinatenaxen;  deren  Durchschnitts- 
ponkt  der  verlangte  Punkt  ist. 

Darum  repräsentiren  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades 
nur  einen  Punkt  und  zwei  Gleichungen  Yon  höheren  Graden 
mehr  als  einen  Punkt,  denn  in  jenem  Falle  stellt  jede  Glei- 
chung eine  gerade  Linie  dar^  und  zwei  gerade  Linien  können 
sich  nor  in  einem  Punkte  schneiden;  in  diesem  allgemeinen 
Falle  sind  die  durch  die  Gleichungen  dargestellten  Oerter 
Curven,  welche  einander  in  mehr  als  einem  Punkte  durch- 
schneiden werden. 

Äufg,  1.  Man  bestimme  die  Coordinaten  der  Ecken  des  Drei- 
ecks von  den  Seiten  a;4-y=2,  x  —  3^=4,  3jr4-53/+7s=0. 

Aufl.  (-^,  -H);  (V,  -V);  (h  -i). 

Aufg.  2.  Berechne  die  Coordinaten  der  Punkte,  in  welchen 
die  geraden  Linien  3a!: -4- 2(  —  2=0,  a?  +  2y=5,  2x  —  3^  +  ^  =  0 
sich  schneiden. 

Äuß.  (I,  V),  (-■ iV.  m  (-i.  V)- 

Aufg,  3.    Die  Coordinaten  der  Darchschnittspunkte  von 

2«  -f  3y  =  13,   6x  —  y=7,  a;  —  4y  +  10  =  0 

zu  finden. 

Aufl,    Sie  schneiden  sich  in  dem  Punkte  j(2,  3). 

Aufg.  4.  Die  Coordinaten  der  Ecken  und  die  Gleichungen  der 
Diagonalen  des  Vierecks  zu  finden,  dessen  Seiten  durch  die  Glei- 
chungen 

2y— 3a;=10,  2y-f  a;=6,  lßx—10y^33,  12x+ 14y-f  29=0 

gegeben  sind. 

Aufl. 
(-1,1),  (3,i),a,-i),  (-3,^);    6y-a;=6;  8^  +  2y+l=0. 

Aufg.  5.  Die  Durcbschnittspunkte  der  Gegenseiten  desselben 
Vierecks  und  die'  Gleichung  ihrer  Verbindungslinie  zu  berechnen. 

«3.  (?);  {-^>  ~);  162y-  199X-4462. 

Aufg.  6.  Die  Diagonalen  des  durch  x  =a,  x^=^d,  y  «^h, 
jf  SS  5'  gebildeten  Parallelogramms  auszudrücken. 
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Aufl. 
{h — h')x  —  (a—a)i/=ah  — ah\  (h  —h')X'\-{a  —  a)y=ab  —  dh\ 

Äufg,  7.  WeDn  von  einem  Dreieck  die  Basis  und  die  Ver- 
bindungslinie ihres  Mittelpunktes  mit  der  Spitze  zu  Coordinatcn- 
axen  gewählt  sind,  so  sollen  die  Gleichungen  der  Linien,  die  von 
den  Basisecken  nach  den  Mittel^^unkten  der  Seiten  gehen,  und  die 
Coordinaten  ihres  Durchschnittspunktes  berechnet  werden. 

Aufl.  Sind  die  Coordinaten  der  Spitze  0,  y\  und  die  der 
Basisecken  x\  0  und  —  x,  0,  so  sind  die  Gleichungen  der  Hal- 
biningslinien 

Sx'y  —  yx  —  x'y  =  0,  Sxy  -j-  yx  —  x'y  =  0 

und  die  Coordinaten  ihres   Schnittpunktes  [0;  —^V 

Aufg.  8.  Zwei  Gegenseiten  eines  Vierecks  sind  zu  Coordi- 
natenaxen  gewählt^  die  andern  haben  die  Gleichungen 

2a  ^  26         ^'    2a  ^  2b' ~  ^' 

Man  soll  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  Diagonalen  finden. 
Aufl.    (a,  6);  {a,  h). 

Aufg.  9.  In  demselben  Falle  sei  der  Mittelpunkt  der  gera- 
den Linie  zu  bestimmen,  welche  die  Durchschnittspunkte  der  Gegen- 
seiten verbindet. 

A   a     o^'h.a  —  ah'.a     ab  b — ab'._b 
'^'         cib  —  aV      '      ab^db* 

Nach  Art.  7  zeigt  diese  Form  der  Coordinatenwerthe ,  dass 
dieser  Punkt  die  Verbindungslinie  der  beiden  ersten  Punkte  äusser- 
lich  im  Verhältniss  a'h  :  aV  theilt. 

32.  Mau  soll  für  rechtwinklige  Axen  die  Glei- 
chung einer  geraden  Linie  bestimmen;  welchedurch 
einen  gegebenen  Punkt  geht  und  zu  einer  gegebe- 
nen Geraden  y  =  mx  -{-  h  normal  ist. 

Da  die  Bedingung  der  rechtwinkligen  Lage  zweier  Geraden 
nach  Art.  25  ist  mm'  =  —  1;  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

der  fraglichen  Normalen  in  der  Form  y  —  y=  —  —  (x — x'). 

Ebenso  erkennt  man,  dass  die  Gleichung  der  Normalen  vom 
Punkt  (a;',y')  auf  die  Linie  Ax-\-By-\-  C=0  gegeben  ist  durch 
-^1  (y  —  tf)  =^  B{x  —  x'),  d.  h.  sie  wird  erhalten  durch  Ver- 
tauschung der  Goefficienten  von  x  und  y  und  Veränderung  des 
Vorzeichens  von  einem  derselben. 

Aufg,  1.    Die  Gleichungen  der  Perpendikel  zu  finden,  die  von 
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den  Ecken  des  Dreiecks  (2,  1),  (3,  — 2),  ( —  4,  —  1)  auf  die  gegen- 
flberliegenden  Seiten  gef&llt  werden. 

Aufl,    Die  Gleichungen  der  Seiten  sind  (Art.  29,  Aufg.  1): 
^  +  7y  +  11  =  0,  3y  —  rc  =  1,  3ap  +  y  =  7 
und  die  Gleichungen  der  Perpendikel 

7a?  — y=13,  3ap-|-y=7,  3y~rr  =  l. 
Das  Dreieck  ist  demnach  rechtwinklig. 

Aufg.  2.  Die  Gleichungen  der  auf  den  Seiten  desselben  Drei- 
ecks in  ihren  Mittelpunkten  errichteten  Senkrechten  zu  finden. 

Aufl.  Die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  sind  ( — \^  —  J)  > 
(—  1,  0),  (^,  — .  ^);  die  Perpendikel 

7x  — y  +  2  =  0,   3a;  +  y+3  =  0,   3y  —  ar  +  4  =  0; 

sie  durchschneiden  sich  im  Punkte  ( —  ^,  —  |). 

Aufg.  3.  Welches  sind  die  Gleichungen  der  von  den  Ecken 
des  Dreiecks  (2,  3),  (4,-5),  (—3,  —6)  (Art.  29,  Aufg.  2) 
auf  die  Gegenseiten  getollten  Perpendikel? 

^u/7.  7ic  +  y=  17,  6a;+  9y  +  25  =  0,  x  —  ^y  =  21; 
sie  durchschneiden  sich  im  Punkte  (5^^,  — ^rfV^)* 

Aufg,  4.  Die  Gleichungen  der  in  den  Mittelpunkten  der  Sei- 
ten desselben  Dreiecks  errichteten  Perpendikel  anzugeben. 

Auß.  7ii?  +  y  +  2  =0,  5a:  +  9y-j-lG  =  0,  rc  — 4y==7; 
ihr  Schnittpunkt  ist  ( —  ^ ,  —  W), 

Aufg,  5.  Aus  den  Coordinaten  der  Ecken  eines  Dreiecks  die 
allgemeinen  Gleichungen  der  von  ihnen  auf  die  Gegenseiten  ge- 
fällten Perpendikel  abzuleiten. 

Aufl. 

\x  ^x  )x  +  {y  —y  )y  +  {x  x  +y  V  )  —  {px  -{■  yy)=^0, 
(x  —a:)  a:+(y  — y)y  +  (rr  x -^-y  y)  —  (x  x  -f-y  y  )  =  0, 
(''  —  x')  x+  (y  —  y)y  +  {x''x' +y"y')-'{x"x+y"y)  =  0. 

Aufg.  G.  Die  Gleichungen  der  Senkrechten  in  den  Mittel- 
punkten der  Seiten  eines  Dreiecks  auf  denselben  auszudrücken. 

{^"  _  /")  X  +  (jf"  -  y'")  y  =  i  {x'-'  -  x'"^)  +  i  (/»  -  y"'0. 

fx'"  -  x')  a;  +  (»'"  -  y')  »  =  i  (^"'*  -  ^'*)  +  k  (»'"'  -  y ')» 
(/  _  ^")  x-\-{y'- y")  y  =  i  (x ^  -  x"»)  +  i  (y^  -  y"»). 

ilu^.  7.  Die  Basis  eines  Dreiecks  und  die  von  der  Spitze  auf 
dieselbe  gefUUte  Senkrechte  sind  als  Coordinatenaxen  gewählt;  man 
soll  die  Gleichung  der  von  den  Basisecken  auf  die  Gegenseiten  ge- 
ßlHten  Perpendikel  und  die  Coordinaten  ihres  Durchschniitspunktes 
angeben. 
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Äufl,  Sind  die  Coordinaton  der  Spitze  (0,  y)  und  die  der 
Basisecken  (a?",  0),  (ar'",  0),  so  sind  die  Gleichungen  der  Perpen- 
dikel 

x"  {x  —  x)  +  yy  =  0,     X    (x  +  x")  —  y  y  =  0 

(x"x"\ 
0, -r—  j' 

Aufg,  8.  Für  dieselben  Axen  soll  man  die  Oleichnngen  der 
in  den  Mittelpunkten  der  Seiten  errichteten  Perpendikel  und  die 
Coordinaten  ihres  Durchschnittspunktes  ausdrücken. 

Aufl. 

x    —  oc_    y^  —  x  X  \ 
2  - '  2^^        / 

Aufg,  9.  Man  bilde  die  Gleichung  der  Normale  von  {x\  y) 
auf  die  Linie  x  cos  a  -{-  y  sin  a  =s  p  und  finde  die  Coordinaten 
ihres  Durchschnittspunktes  mit  derselben. 

Diese  Coordinaten  sind 

/ir'+cosa(p  —  aj'cos« — y  sincr),  y +  sina(p  —  a''cosa — y  sinorl  - 

Aufg,  10.  Man  bestimme  die  Entfernung  dieses  Schnitt- 
punktes vom  Punkte  {x\  y), 

Aufl.    Sie  ist  +  (p  —  x'  cos  a  —  y'  sin  er). 

33.  Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  zu  fin- 
den, Vielehe  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht 
und  mit  einer  gegebenen  geraden  Linie  y  =  fnx-{-b 
einen  vorgeschriebenen  Winkel  q)  bildet. 

Setzen  wir  rechtwinklige  Coordinatenaxen  voraus ,  so 
kann  die  Gleichung  der  geforderten  Linie  geschrieben  werden 

y  —  y  =m  (x  —  x), 

und  die  Formel  des  Artikel  25  tan  w  =  ^r^  — ,  erlaubt  uns 

^        l-f-mm 

I      . .  ,         m  —  tan  cp 

zu  bestimmen  m  =----— ~^. 

1  -f-fiitan^ 

34.  Die  Länge  der  Senkrechten  von  einem 
Punkte  {x\  y)  auf  die  gerade  Linie  von  der  Glei- 
chung 

X  CQS  a  -^  y  co%  ß  —  P  =  0 

zu  bestimmen. 

Wir  haben  in  den  Aufgaben  9  und  10  des  Art.  32  einen 
Weg  angegeben ;   der  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  fuhrt  und 
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wollen  Dun  zeigen,  wie  dasselbe -Ergebniss  geometrisch  erhal- 
ten werden  kann. 

Wir  ziehen  QB  von  dem  gege- 
\j^  /^.^  ß  benen  Punkte  Q  parallel  zu  der  ge- 

\^^'     /]  gebenen  geradenLinie  undQfi^senk- 

/^\^y  \  recht  dazu;  dann  ist 


/J- y       !  V,  OK^x'  und  OT^x  cos  a. 

h         ""'^JÄ-^X^  Wegen  Z.iSö-K^=/J  xm^QK^y 

•  ^^    ist  ferner  BT^QS  =  y'  cos/J; 

also  x'  cos  a  +  y'  cos  ß  =  OB. 
Indem  wir  davon  die  Senkrechte  vom  Anfangspunkt  OF 
snbtrahiren,  erhalten  wir  (vergl.  Aufg.  10  Art.  32) 

X  cos  «  +  y'  cos  ß  — 1>  =  PB 

als  den  Aasdruck  der  Senkrechten  Q  F. 

Wäre  in  der  Figur  der  Punkt  Q  auf  der  Seite  der  ge- 
raden Linie  gewählt  worden,  auf  welcher  auch  der  Anfangs- 
punkt Hegt,  so  hätten  wir  für  die  Senkrechte  den  Ausdruck 
p  —  x'  cos  a  —  y'  cos  ß  erhalten,  und  sehen  daraus^  dass 
die  Seukrechte  ihr  Vorzeichen  wechselt,  wenn  wir  von  einer 
Seite  der  geraden  Linie  auf  die  andere  übergehen.  So  lange 
wir  nur  eine  unter  den  Normalen  einer  Geraden  betrachten, 
so  ist  es  unnothig,  ihr  ein  Vorzeichen  zu  geben,  es  handelt 
sich  allein  um  ihre  absolute  Grosse.  Wenn  wir  aber  die  Nor- 
malen von  zwei  verschiedenen  Punkten  wie  Q  und  S  mit 
einander  vergleichen,  so  ist  nach  Art.  6  offenbar,  dass  die 
Distanzen  QV,  SV  als  in  entgegengesetztem  Sinne  gemessen 
en^egengesetzte  Vorzeichen  erhalten  müssen.  Wir  können 
daher  für  den  Ausdruck  der  Länge  des  Perpendikels 

+  (jp  —  a?'  cos  a  —  y  cos  ß) 

gleichmässig  wählen.  Wählen  wir  insbesondere  diejenige  von 
beiden  Formen,  für  welche  das  absolute  Glied  der  Gleichung 
der  Geraden  positiv  ist,  so  ist  dies  mit  der  Festsetzung  gleich- 
bedeutend, dass  diejenigen  Normalen  als  positiv  gelten  sollen, 
welche  von  Punkten  ausgehen,  die  mit  dem  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  auf  derselben  Seite  der  Geraden  liegen;  als  nega- 
tiv aber  die  von  Punkten  auf  der  entgegengesetzten  Seite.  Und 
umgekehrt   bei  der  entgegengesetzten  Wahl. 

Reduciren  wir  die  in  der  Form  Ax  -{-  By  +  C  =  0  ge- 
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gebene  Gleichung  der  geraden  Linie  auf  die  Form 

X  cos  cc  -{-  y  cos  ß  —  p  '=  0, 

so  erhalten  wir  die  Länge  des  von  einem  Punkte  x,  y  auf  sie 
gefällten  Perpendikels 

_  Ax  +B_y  +C      y {^^i±  gy  +  C)  sin  m 

.~     y^A^+'B^)'^  ^^^^  ~  yi,A*  +  B^ ~2AB  cosfoy 

je  nachdem  die  Axen  rechtwinklig  oder  schiefwinklig  sind. 
Durch  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  für  die  Senkrechte  von 
x\  y*  mit  dem  für  die  Senkrechte  vom  Anfangspunkt  sehen 
wir,  dass  x^  y'  mit  dem  Anfangspunkt  auf  derselben  Seite  der 
geraden  Linie  liegt,  wenn  Äx  +  By  +  C  mit  C  dasselbe 
Vorzeichen  hat,  und  umgekehrt. 

Die  Bedingung,  dass  irgend  ein  Punkt  x  ^  y  in  der  ge- 
raden Linie  Äx  -\-  By  +  C  =  0  liege,  besteht  darin,  dass 
seine  Coordinaten  x\  y  der  gegebenen  Gleichung  genügen 
müssen,  oder  dass  Ax'  -\- By  +0  =  0  sei.  Der  gegen- 
wärtige Artikel  zeigt,  dass  diese  Bedingung  nur  der  alge- 
braische Ausdruck  der  geometrischen  Wahrheit  ist,  dass  die 
Senkreclitc  von  einem  Punkte  x\  y  in  einer  geraden  Linie 
auf  dieselbe  gleich  Null  ist. 

Aufg.  1.  Die  L^inge  der  Senkrechten  vom  Anfangspunkt  auf 
die  Linie  3  a:  +  4i/  +  20  =  0  bei  rechtwinkligen  Axen  zu  finden. 

Aufl.   ^  =  4. 

Aufg,  2.     Finde   die   Länge    der    Senkrechten    vom   Punkte 

(2,  3)  auf  die  gerade  Linie  2x  +  y  —  4  =  0. 

3 
Aufl*    P  =  Y/   \  der  gegebene  Punkt  liegt  auf  der  dem  An- 

fangspimkt  entgegengesetzten  Seite  der  geraden  Linie. 

Aufg,  3.  Man  bestimme  die  Liinge  der  Senkrechten  von  den 
Eckpunkten  des  Dreiecks  (2,  1),  (3,  —  2),  ( —  4,  —  1)  auf  die 
Gegenseiten. 

Aufl.  2^2,  yiÖ,  2/10;  der  Anfangspunkt  liegt  innerhalb 
des  Dreiecks. 

Aufg.  4.  Finde  die  Länge  der  Senkrechten  vom  Punkte  (3,  —  4) 
auf  die  gerade  Linie  ^X'\-2y  —  7=0  unter  Voraussetzung  eines 
Axenwinkels  von  60". 

Aufl.  p  =  i'^  der  Punkt  liegt  auf  der  Seite  des  Anfangs- 
punktes. 

Aufg.  5.  Die  Länge  der  vom  Anfangspunkt  auf  die  gerade 
Linie  a(x  —  ö)  +  &  (y  —  h)  =  0  gefällten  Senkrechten  anzugeben. 

Aufl,   p  =  y{a^  H-  h^). 
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35.  Die  Gleichung  der'Halbiruugslinie  des  Win- 
kels zu  finden^  welchen  die  geraden  Linien 

arcos «1  -j- y  sin a,  — jp^  =  0,  x cos  a^  -{- y  sin  €C2  —  P2^^^ 
einschliessen. 

Wir  finden  die  Gleichung  dieser  geraden  Linie  am  eiu- 
fachsteU;  indem  wir  algebraisch  ausdrücken^  dass  die  von  irgend 
einem  Punkte  x^yia  ihr  auf  die  beiden  geraden  Linien  gefäll- 
ten Perpendikel  gleich  sind;  dies  giebt  unmittelbar  die  Glei- 
chung 

X  cos  «1  +  y  sin  a^  —  JPi  =  +  (^  ^^  "^2  +  y  ^^^  «2  "~  A)» 
weil  jede  Seite  derselben  die  Länge  einer  von  diesen  Senkrech- 
ten bezeichnet  (Art  34),  die  Gleichungen  beider  Halbirendeo. 
Wenn  die  Gleichungen  in  der  Form 

Ax  +  By+C-^O,    Ax  +  S'y  +  C^O 
g^eben  sind,  so  ist  die  Gleichung  des  Paares  der  Winkelhal- 
birungslinien 

Ax  +  By+C ,    A'x  +  B'y  +  C 

Y(A^  +  B^)     ~±     y{Ä'^  +  B'*) 

Durch  das  doppelte  Vorzeichen  ist  die  Existenz  Yon  zwei 
Winkelhalbirungslinien  ausgesprochen ,  von  denen  die  eine  so 
liegt,  dass  die  Normale  von  ihr  auf  die  eine  der  beiden  Ge- 
raden nach  dem  Vorigen  als  positiv  und  die  auf  die  andere 
als  negativ  zu  betrachten  ist;  die  andere  dagegen  so,  dass 
die  Normalen  von  ihr  auf  beide  Gerade  gleichzeitig  positiv 
oder  negativ  sind. 

Wenn  wir  das  Vorzeichen  wählen,  welches  den  beiden 
Constanten  Gliedern  einerlei  Vorzeichen  giebt,  so  folgt  aus 
Art.  34,  dass  wir  die  Halbirungslinie  des  Winkels  durch  die 
Gleichung  ausdrücken,  in  welchem  der  Anfangspunkt  liegt; 
und  wenn  wir  den  constanten  Gliedern  entgegengesetzte  Zeichen 
geben;-  so  haben  wir  die  Gleichung  der  Halbirungslinie  des 
Supplementwinkels. 

Aufg.  1.  Die  Gleichung  der  Halbirungslinien  des  Winkels 
zwischen  zwei  geraden  Linien  auf  die  Form  x  cos  oi^-^  yzmut^^sap^ 
zu  redudren. 

Aufl.  ^ 

«ooBllK +«,)  +  90«]+y8m[i(«, +«,)  +  9(y>]-=j^j;t^;^^ 
X  cos  iCi  +  «j)  +  »  sin  i  («,  +  «,)  -=  i^^fl—,  • 

SftlmoD-Fi edler,  anftl.  Oeom.  d.  Kegeltchn.    4.  Aufl.  3 
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Aufg.  2.  Weldies  sind  die  Gleichungen  der  Winkelhalbirongs- 
linien  für 

3a;  +  4y  — 9  =  0,     12x  +  5y  —  3  =  0? 

Aufl.    7x— 9y  +  34==:0,     9jr  +  7y  =  12. 

36.  Den  Inhalt  des  durch  drei  Punkte  gebildeten 
Dreiecks  zu  berechnen. 

Wir  erhalten  den  doppelten  Inhalt,  indem  wir  die  Länge 
der  Verbindungslinie  zweier  Eckpunkte  mit  der  Lange  der 
vom  dritten  Eckpunkt  auf  dieselbe  gefällten  Senkrechten  mul- 
tipUciren. 

Unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Axen  ist  die  Länge 
der  von  x^y^  auf  die  Verbindungslinie  von  a:,y,  und  x^y^  ge- 
fällten Senkrechten  (Art.  29,  34) 

(Vi  —  Vi)  gj  —  (xt  —  gl)  ya  +  giyi  —  ^Vt . 
yHyt  -  yt)'  +  {«I  -  ^'J  ' 

in  diesem  Bruche  stellt  der  Nenner  die  Länge  der  Verbindungs- 
linie von  x,yt  ^i^  ^iVi  dar  und 

Vi  (^2  —  ^z)  +  Vi  (^3  —  ^i)  +  Vz  (a?i  —  a^j) 
bezeichnet  daher  den  doppelten  Inhalt  des  von  den  drei  Punk- 
ten gebildeten  Dreiecks. 

Für  schiefwinklige  Axen  findet  man  durch  Wiederholung 
der  Untersuchung  mit  den  auf  sie  bezüglichen  Formeln,  dass 
die  einzige  Veränderung  des  Resultats  in  dem  Hinzutreten 
des  Factors  sin  o  zu  dem  oben  erhaltenen  Ausdruck  besteht. 
Genau  gesprochen  haben  wir  überdies  diesen  Ausdrücken  das 
doppelte  Zeichen  vorzusetzen,  welches  aus  der  Quadratwurzel 
entspringt,  die  in  der  Entwickelung  gebraucht  wird.  So  lange 
wir  es  jedoch  nur  mit  einer  Dreiecksfläche  zu  thun  haben, 
so  lange  handelt  es  sich  nur  um  die  absolute  Grösse  ohne 
Rücksicht  auf  das  Vorzeichen.  Wenn  aber  z.  B.  die  Inhalte 
zweier  Dreiecke  verglichen  werden,  deren  Spitzen  x^y^^  x^y^ 
auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Verbindungslinie  der  Basis- 
ecken x^yxy  X'iy^  liegen,  so  müssen  ihnen  entgegengesetzte 
Vorzeichen  gegeben  werden.  Die  von  den  vier  Punkten  und 
ihren  geraden  Verbindungslinien  begrenzte  vierseitige  Fläche 
ist  nun  die  Summe  statt  die  Differenz  der  beiden  Dreiecke. 

Zusatz  1.  Der  doppelte  Inhalt  des  von  den  Punkten  x^  yi 
und  x.^y^  mit  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gebildeten 
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Dreiecks  ist  y^X2  —  ^2^1'  ^^^  ^^^  ^^™  allgemeinen  Ausdruck 
folgt 9  indem  man  darin  0:3  =  0,  y^  =  0  setzt. 

Zusatz  2.  Die  Bedingung ^  unter  welcher  drei  Punkte  in 
einer  geraden  Linie  liegen  (Art.  30) ,  drückt  aus,  dass  der 
Inhalt  des  durch  die  drei  Punkte  gebildeten  Dreiecks  gleich 
Nall  ist. 

37.  Den  Inhalt  eines  Polygons  durch  die  üoor- 
dinaten  seiner  Eckpunkte  auszudrücken. 

Wenn  wir  innerhalb  des  Polygons  einen  Punkt  xy  wählen 
and  ihn  mit  allen  Eckpunkten  desselben  x^y^,  x^y^,  .  .  >  x^yn 
durch  gerade  Linien  verbinden,  so  ist  der  Inhalt  des  Polygons 
die  Summe  der  Inhalte  aller  der  Dreiecke,  in  welche  dasselbe 
in  dieser  Weise  getheilt  worden  ist.  Diese  doppelten  Inhalte 
sind  nach  dem  letzten  Artikel  respective: 

^  (j/i  —  ^2)  —  y(^i  —  ^2)  +  ^1^2  —  ^2yi> 

^  (»2  —  Vz)  -  y(^2  —  ^3)  +  ^2^3  —  ^3^2; 


x(yn^l—yn)  —  y{Xn^l  —  Xn)  +  Xn-iyn  —  Xnyn-l, 

^{vn  —  yx)  —  yixn  —  x^)  +  Xny^  —  x^yn . 
Durch  Addition  derselben  verschwinden  alle  die  Glieder^ 
welche  x  und  y  als  Factoren  enthalten ,  wie  auch  nöthig,  weil 
der  Werth  des  Totalinhalts  von  der  Art  unabhängig  sein  muss, 
in  welcher  das  Polygon  in  Dreiecke  zerlegt  wird ;  wir  erhalten 
fQr  den  doppelten  Inhalt  den  Ausdruck: 

(x^y^  —  x^y^)  +  (x^y^  —  x^y^)  +  .  .  .  +  (a;»j/,  -  x^yn). 
Derselbe  kann  auch  geschrieben  werden: 

^i(y2— y«) +^2  ivz-yi)  +^(»4-^2)+  •  •  •  +  ^»(yi— y-O 

oder 

^1(^1.— ^2)+y2(^i— «3)+y3(^2— ^4)+  •  •  •  +  y»(^»»-i— ^i)- 

Äufg.  1.    Berechne  den  Inhalt  des  Dreiecks  (2,  1)^  (3,  —  2), 
(-4,-1). 

At^.    =  10. 

Äufg.  2.    Berechne  den  Inhalt  des  Dreiecks  (2,  3),  (4,  —  5), 
(-3,-6). 

Aufl.    =  29. 

Äufg.  3.    Berechne  den  Inhalt   des  Vierecks  (1,  1),  (2,  3), 
(3,  3),  (4,  1). 

Aufl.    =4. 

3* 
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38.  Die  Bedingung  za  finden,  unter  welcher 
drei  gerade  Linien  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Sind 
Ax+By  +  C^O,    Ax+By+C^O,    ^"x+^B^'y+Cr— 0 

die  Gleichungen  derselben ,  so  heisst  die  verlangte  Bedingung 

A^iBC  -  B'C)  +  B\CÄ  —  CA)  +  C  {AB  -  AB)  =  0; 

denn  wenn  sie  sich  in  einem  Punkte  schneiden  sollen^  so  müs- 
sen die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  die  zwei  ersten 

Sich  schneiden,    d.  i.  -jw'zrTB}  A^  —  AB '  Gleichung 

der  dritten  Genüge  leisten. 

Die  gefundene  Bedingung  kann  auch  in  einer  der  folgen- 
den Formen  geschrieben  werden 

A{BC'  —  B'C)  +  B{aA"  -  G'Ä)+C{ÄB'—A"B)=0, 

A{BC'  —  B'C)  +  Ä  {B'C  —  BC)  +  Ä'  {BC  '-BC)=0. 

39.  Den  Inhalt  des  durch  die  drei  geraden  Linien 

Ax+By'\-C=0,    Äx+By  +  C=0,    A^x+By  +  C'^O 

gebildeten  Dreiecks  zu  finden. 

Wenn  wir  die  Coordinaten  der  Ecken  berechnen  und  ihre 
Werthe  in  die  Formel  des  Art.  36  einsetzen,  so  erhalten  wir 
für  den  doppelten  Inhalt  den  Ausdruck 

BC^B'C  /ACT'  ^Ä'C       Äy  ~  ^  C"\    , 

B^a'  ^  B" a  {Ä'G'-  AG'       A(f  ^ÄC\    , 
ÄB'~^^:S'B'  \AB"  -  AB  ~  Ä'B^ÄB')  "T" 


B"C  ^BC'  /ACT-  ÄG       ÄC  ~  A:'a\ 


AB  ^AW  \AB  -  AB       AB 

Wir  reduciren  diesen  Ausdruck  auf  einen  gemeinsamen 
Nenner  und  bemerken,  dass  der  Zähler  des  zwischen  den  ersten 
Klammem  enthaltenen  Theils  die  mit  Ä'  multiplicirte  Grosse 

Ä\BG  —  BC)  +  A{BC'  -  B'C)  +  Ä  {B'C  -  BC) 

ist,  und  dass  die  in  den  beiden  folgenden  Klammem  enthal- 
tenen Theile  des  Ausdrucks  die  Producte  derselben  Grösse  mit 
A^  Ä  respective  sind;  dadurch  erhalten  wir  für  den  doppel- 
ten Inhalt  des  Dreiecks  den  Werth 

[  A  (BC  —  B"  G)  +  A  (B'C  -  5  CT')  +  A'^jß^  -  BC)]* 
{AB'  —  AB)  (AB'  '—  AB)  {A'B  —  AB") 
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Wenn  die  drei  geraden  Linien  aich  in  einem  Punkte  schnei- 
den,  so  wird  dieser  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  Null  (Art. 
38);  wenn  irgend  zwei  von  ihnen  parallel  sind;  so  wird  er 
unendlich  gross.    (Art.  25.) 

40.  Aus  den  Gleichungen  zweier  geraden  Linien 
die  einer  dritten  durch  ihren  Durchschnittspunkt 
gehenden  zu  finden. 

Die  zunächstliegende  Methode  zur  Losung  dieser  Auf- 
gabe besteht  darin,  nach  Art.  31  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnittspunktes  der  zwei  geraden  Linien  zu  berechnen  und  ihre 
Werthe  in  die  Gleichung  des  Art.  28,  y  — y  =«m(a? — x')  ein- 
zusetzen. 

Eine  leichtere  Auflösung  nimmt  aber  die  Aufgabe  auf 
Grund  des  folgenden  wichtigen  Princips  an:  Wenn  5«=  0, 
£^  B=  0  die  Gleichungen  irgend  zweier  Oerter  sind» 
so  enthält  der  durch  die  Gleichung  S  -|-  JcS' »«  ü  (wo 
i  eine  beliebige  Constante  ist)  dargestellte  Ort  alle  die 
den  beiden  gegebenen  Oertern  gemeinsamenPunkte* 
Denn  es  ist  offenbar,  dass  Coordinaten ^  welche  der  Gleichung 
iS  as  0  und  zugleich  der  Gleichung  /ST  —  0  genügen,  auch  die 
Gleichung  S  -{-JcS"  =^0  befriedigen. 

Daher  bezeichnet  die  Gleichung 

(Ax  +  By  +  C)  +  k  (Ä'x  -f  B'y +  Cr)-0, 

welche  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist,  eine  solche 
gerade  Linie,  welche  durch  den  Durchschnittspunkt  der  ge- 
raden Linien 

^rc  +  JBy  +  C— 0,    A'x  +  By  +  C  —  O 

gezogen  ist;  denn  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  dieser 
beiden  geraden  Linien  müssen,  in  die  Gleichung 

{Äx  +  By+C)  +  h  (Äx  ^By^G)^Q 

eingesetzt,  diese  identisch  machen,  weil  sie  jeden  ihrer  Theile 
getrennt  »>  0  machen.  ^ 

Aufg,  1.     Die  Gleichung  der  geraden  Linie  zu  finden,  welche 
den  Anfangspunkt  mit  dem  Durchschnittspunkt  der  Linien 

^x  +  -By-fC— 0,    ^'a^+ J^y  +  C  — 0 

verbindet. 

ii«/i.    Indem  wir  die  erste  Gleichung  mit  C/,  die  zweite  mit 
(7  mnltipliciren  und  die  Produote  von  einander  abziehen,  erhalten 
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wir  die  Gleichung  der  geforderten  Linie 

{ÄC  —  Ä'C)  X  +  (JBC  —  jB^C)  y  =  0; 
denn  diese  geht  nach  Art.  18  durch  den  Anfangspunkt  und  nach 
dem  Gegenwärtigen  durch  den  Durchschnittspunkt  gegebenen  ge- 
raden Linien. 

Äufg.  2.  Die  Gleichung  der  durch  den  Schnittpunkt  dersel- 
ben gei^aden  Linien  gezogenen  Parallelen  zur  Aze  der  x  soll  ge- 
funden werden. 

Aufl.     {AB  —  ÄB')y  -^^  A'C  —  AC  ^  0. 

Aufg,  2.  Es  ist  die  Gleichung  der  geraden  Linie  auszudrücken, 
welche  den  Durchschnittspunkt  derselben  Linien  mit  dem  Punkte 
xy'  verbindet. 

Aufl.  Wir  bestimmen  in  der  allgemeinen  Gleichung  einer  ge- 
raden Linie^  welche  durch  den  Durchschnittapunkt  der  beiden  ge- 
gebenen geraden  Linien  geht,  die  Constante  k  durch  die  Bemer- 
kung, dass  dieser  Gleichung  durch  die  Coordinaten  x'y  genügt  worden 
muss,  und  finden  als  die  verlangte  Gleichung 

{Ax  +By+a)  {A'x+B^y'+  C) = (^'+  By  +  C)  {Äx + B  y+C). 

Aufg,  4.  Welches  ist  die  Gleichung  der  geraden  Linie,  die 
den  Punkt  (2, 3)  mit  dem  Durchschnittspunkt  von  2ir  +  3y+^=ö 
und  Zx  —  4y  =  5  verbindet? 

Aufl. 
ll(2a;  +  3y  +  l)  +  14(3a;— 43^— 5)  =  0  oder  64x— 23j(=59. 

41.  Das  im  letzten  Artikel  begründete  Prineip  liefert  für 
drei  sich  in  demselben  Punkt  durchschneidende  gerade  Linien 
ein  Kennzeichen^  welches  häufig  bequemer  ist;  als  das  im  Art. 
38  angegebene.  Drei  gerade  Linien  gehen  durch 
denselben  Punkt,  wenn  ihre  Gleichungen,  indem 
man  jede  mit  einer  constanten  Grösse  multiplicirt, 
Null  identisch  zur  Summe  geben*,  d.  h.  wenn  für  alle 
X  und  y  die  Relation  besteht 

Denn  in  diesem  Falle  müssen  die  Werthe  der  Coordinaten, 
welche  die  beiden  ersten  Theile  der  Gleichung  einzeln  mit  Null 
identisch  machen ,  auch  den  dritten  Theil  gleich  Null  machen. 

Aufg,  1.  Die  *drei  geraden  Linien,  welche  die  Ecken  eines 
Dreiecks  mit  den  Mittelpunkten  der  Gegenseiten  verbinden,  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte. 

Aufl.  Die  Gleichungen  dieser  Linien  sind  nach  Art.  29,  Aufg.  4 

(y"+  y"—  2y )  X — (a;"+  a;'"—  'Ix)  y  •\'x'y—xy'+  x'y—  xy" = 0» 
(y'"+  y—  2y")  X  —  {x"+  X'—2x)y-\'x"y''-  xy"'^xy"'—xy=^  0, 
(y+y — 2f/   )a;— («-f-x  — 2«  )y-\'^y  —xy+xy—xy  — 0. 
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Da  die  Samme  dieser  drei  Gleichungen  identisch  Null  ist,  so  gehen 
die  durch  sie  dargestellten  geraden  Linien  durch  einen  Punkt. 
Nach  Art.  31  findet  man  seine  Coordinaten 

i{x'  +  x"  +  x"),  i(y'  +  y"  +  y'"). 

Aufg.  2.  Derselbe  Satz  ist  unter  der  Voraussetzung  zu  be- 
weisen, dass  zwei  Seiten  des  Dreiecks* von  den  Längen  a  und  b 
zu  den  Axen  genommen  sind. 

Aufl.    ?f?  +  |._l  =  o,^+¥-l  =  0,*-f  =  0 

sind  die  Gleichungen  der  drei  Halbirungslinien;  ihre  blosse  An- 
sicht liefert  den  Beweis. 

Aufy.  3',  Die  drei  Höhenperpendikel  eines  Dreiecks  und  die 
drei  Perpendikel  zu  den  Seiten  in  ihren  Halbirungspunkten  schnei- 
den sich  je  in  einem  Punkte.  Denn  die  Gleichungen  der  Aufg.  5 
und  6  im  Art.  32  geben  Null  identisch  zur  Summe. 

Aufg,  4.  Die  drei  Halbirungslinien  der  Winkel  eines  Drei- 
ecks schneiden  sich  in  einem  Punkte.    Denn  ihre  Gleichungen  sind 

(x  cos  «  -f-  y  sin  a  —  p)  —  {x  cos  /3  -|-  y  sin  /3  —  p')  =  0 , 
{x  cos  ß-^-  y  sm  ß  —  p)  —  {x  co8  y  -\-  y  sin  y  —  p")  =  0 , 
(a?  cos  y  +  y  sin  y  —p")  —  {x  cos  «-f-ysina  —  |?)  =  0. 

Von  den  Halbirungslinien  je  zweier  äusseren  Winkel  mit  der 
des  dritten  innern  gilt  ein  analoge^  Satz. 

42.  Die  Coordinaten  des  Punktes  zu  finden,  iu 
welchem  die  gerade  Verbindungslinie  der  Punkte 
xy,  x'y"  von  der  Linie  J.a;+JBy+C=0  geschnitten 
wird. 

Wir  erklären  hierbei  eine  Methode,  die  wir  oft  anwenden 
werden y  um  den  Punkt  zu  bestimmen,  in  welchem  die  gerade 
Verbindungslinie  zweier  gegebeneu  Punkte  durch  einen  ge- 
gebenen Ort  geschnitten  wird. 

Nach  Art.  7  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes  in  der 
geraden  Linie,  welche  die  gegebenen  Punkte  x'y,  x  y"  ver- 

bindet,  immer  durch  x^^^^  T ^">  y  =^y  y^^   darstell- 

bar,* und  wir  können  das  Verhältniss  min,  in  welchem  die 
Verbindungslinie  dieser  Punkte  durch  den  gegebenen  Ort  ge- 
theilt  wird,  als  eine  unbekannte  Grösse  ansehen,  welche  sich 
aus  der  Bedingung  bestimmt,  dass  die  eben  geschriebenen 
Coordinaten  der  Gleichung  des  Ortes  genügen  müssen. 

So  haben  wir  im  gegenwärtigen  Falle 
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m 

n 


X  = 


y 


4^'  •\-^y'  ±_o 

Aäf'+By  +  C' 

Demnach  sind  die  Goordinaten  des  gesachten  Punktes 

{Ax  +  By'  +  €)x'  -  (Äx"  +  By"  +  G)x 
{Ax'  +  Brf+G)      ^{Ax"  +  By''  +  C)     ' 

{Ax'  +  By'  +  G)y"  -  [Ax"  +  By"  +  C)y 
(Ax'  +  By'  +  C)      --(Ä^'  +  By"  +  Cy     ' 

Der  Werth  für  das  Yerhältniss  m  :  n  konnte  aach  geo- 
metrisch aus  der  Bemerkung  abgeleitet  werden ,  dass  das  Yer- 
hältniss, in  welchem  die  Verbindungslinie  von  xy'  und  af'y' 
geschnitten  wird ,  dem  Yerhältniss  der  Senkrechten  gleich  ist, 
die  man  von  diesen  Punkten  auf  die  gegebene  gerade  Linie 
fallen  kann;  denn  nach  Art.  34  sind  diese  Senkrechten 

Ax'  +  By'+G        ,  Ax"  +  By''^G 
y{A^  +  B*)       ^^^       y(A*  +  B^) 

Das  negative  Zeichen  in  dem  vorher  gefundenen  Werthe 
entspringt  daraus,  dass  in  dem  Falle  des  innern  Schnittes,  wel- 
chem nach  Art.  7  das  posi'tive  Zeichen  von  m :  n  entspricht, 
die  Normalen  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  gegebenen 
Linie  liegen  und  daher  nach  Art.  34  als  von  entgegenge- 
setzten Zeichen  angesehen  werden  müssen. 

Wenn  eine  gerade 

LiniedieSeiten  eines 

Dreiecks  BC;C^,^jB 

in  den  Punkten  L,Jlf,^ 

durchschneidet,  so  ist 

BL.GM,AN      _ . 
LC.MA,NB~       ^" 

Sind    die   Goordinaten 

derEckena^y,  aj'y^'Y". 
so  haben  wir  * 

Ax"+Bt/''+C^ 
Ax'  +By  +C7' 

AN  _  _  Ax+By'+  G 
NB~       Aa^'+By"+G^ 

und  die  Wahrheit  des  Satzes  ist  offenbar. 


BL Ax"  +  By'  -f  0      GM 

LG~        Ax^^^+Bi/'T^'^   MA 


Polargleicbung  der  Geraden.    44. 


43.  Man  bestimme  das  Verhältniss,  nach  wel- 
chem die  Verbindangslinie  zweier  Punkte  a;,y|,  ^jV? 
darch  die  Verbindungslinie  zweier  andern  Punkte 
^Vzf  ^aVa  geschnitten  wird. 

Die  Gleichung  der  letztem  geraden  Linie  ist  (Art.  29) 

(y»  —  »4)  ^  -  (^3  —  ^4)  »  +  ^3^4  —  «4^3  =  0; 
daher  nach  dem  letzten  Artikel 

w  "^        (ys  —  y4)  «,  —  (x,  —  X4)  y,  +  a;,y4  —  aj4y,  * 

Aus  Art.  36  erhellt,  dass  dies  das  Verhältniss  der  Flächen- 
inhalte der  beiden  Dreiecke  ist,  deren  Ecken  sind  x^y^y  x^y^, 

x^y^  und  x^y^j  ^3^3;  ^aVaj  ^^^  ^^^^  with  geometrisch  evi- 
dent ist. 

Wenn  die  geraden  V  erbin  dun  gs  linien  eines 
Punktes  mit  den  Ecken  eines  Dreiecks  die  Gegen- 
seiten BCj  CA,  AB  respective  in  Punkten  D,  E^  F 

schneiden,  so  ist 

BD.  CE.AF         ,    - 

dö.ea.fb"'^  ^• 

Sind  die  Ecken  x^y^,  x^y^i  ^ztfz)  ^^^  ^^^  ^^^  angenom- 
mene Ponkt  x^y^,  so  folgt 

BD  _  xt  fy,  —  y4^  +  gf  (y4  —  yi)  +  ^4  (yi  —  yi) 

DC       xi  (y4  —  y»)  +  X4  (y,  —  y,)  +  a:,(yi  —  y4)' 

CE  ^Xf  (y»  —  y4)  +  fl?t  (y4  —  yi)  +  Xj  (y,  —  y,) 
EA  ~  «4  (y,  —  y4)  +  «f  (y4  —  yi)  +  ^^4  (yi  -  yt) ' 

^  J"  ^  gj  (y4  ~  y$)  +  X4  (yt  —  yt)  4-  og«  (yi  —  yQ 
FB      «t  (ys  -  y4)  +  «i  (y4  -  «•)  +  «4  (yt  —  y4) ' 

ond  die  Wahrheit  des  Satzes  ist  offenbar. 

44.  Die  Polargleichung  einer  geraden  Linie  zu 
finden.    (Art  12.) 

Wenn  wir  das  Perpendikel  OP 
auf  die  gegebene  gerade  Linie  als  feste 
Axe  voraussetzen,  und  012  irgend  ein 
durch  den  Pol  nach  einem  ihrer  Punkte 
gezogener  Radius  vector  ist,  so  folgt  für 

OB  — p,  LROF^O 
OiJ .  cos  ö  1=  OP,  d.  h.  die  gesuchte 


:2r\ 


GleichuDg  ist  q  cos  0  «*  |>. 
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Bildet  die  feste  Axe  mit  dem  Perpendikel  den  Winkel  a, 
so  ist  die  Gleichung 

Q  cos  (ö  —  a)  =  p. 

Diese  Gleichung  kann  auch  durch  Transformation  der  Glei- 
chung für  rechtwinklige  Coordinaten  x  cos  a  -|-  y  sin  er  =  jp 
erhalten  werden;  denn  indem  man  für  x  und  y  respective 
Q  cos  0  und  Q  sin  0  (Ari  12)  substituirt,  wird  diese  Gleichung 

Q  (cos  ö  cos  a  +  ßin  ö  sin  a)  =»jp  5  oder  wie  vorher  q  cos  (ö  —  a)  =p. 

Eine  Gleichung  von  der  Form  q  {ä  cos  ö  -|-  JB  sin  ö)  =  C 
kann  wie  im  Art.  23  auf  die  Form  q  cos  (ö  —  «)  s=  ^j  redu- 
cirt  werden,  indem  man  sie  durch  y{A^  +  B^)  dividirt;  wir 
haben  dann 

cos  a  =  ,7r^,-r-^,  sin  a  =  -— — ^-,  2)  = 


y{A*  +  B*) '  " —      y{Ä*  +  B*)'  ^      y{A*  +  B^) 

Aufg.  1.    Die  Gleichung  ^  ==  2  a  sec  (  ö  -f-  —  j  in  eine  solche 

zwischen  rechtwinkligen  Coordinaten  umzuwandeln. 

Aufg.  2.  Die  Polar -Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der 
folgenden  geraden  Linien  und  den  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel 
zu  bestimmen: 

q  cos  h  —  -^  J  =  2a,  q  cos  U  —  -^|  =  a. 

^M^.    ^  =  2a,  ö  =  ~;  der  Winkel  =  ^  - 

Aufg,  3.  Welches  ist  die  Polargleichung  der  geraden  Linie, 
die  die  Punkte  q\  ö';  q\  ö"  verbindet? 

Aufl, 

qq"  sin  {f  —  T)  +  9'>  sin  (^  —  Ö)  +  ^^'  sin  (Ö  —  Ö')  =  0. 


Drittes  Kapitel. 

Aufgaben  über  die  gerade  Linie. 


45.  Nachdem  wir  im  vorigen  Kapitel  die  Principien  dar- 
gelegt haben,  auf  welche  gestützt  wir  die  Lage  eines  Punktes 
oder  einer  geraden  Linie  algebraisch  auszudrücken  im  Stande 
sind,  wollen  wir  einige  weitere  Beispiele  von  der  Anwendung 
dieser  Methode  zur  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  hinzu- 
fügen. Der  Anfanger  muss  sich  in  der  Anwendung  der  Me- 
thode zur  Losung  solcher  Aufgaben  üben,  bis  er  Sicherheit 
und  Schnelligkeit  in  ihrem  Gebrauche  erlangt  hat. 

Bei  den  Auflösungen  geometrischer  Aufgaben  können 
im  Allgemeinen  die  Gleichungen  durch  eine  geschickte  Wahl 
der  Coordinatenaxen  vereinfacht  werden ;  indem  man  zwei  der 
vrichtigsten  Linien  der  Figur  zu  Coordinatenaxen  wählt,  wer- 
den die  analytischen  Ausdrücke  wesentlich  verkürzt.  Andrer- 
seits geschieht  es  freilich  oft,  dass  durch  die  Annahme  von 
Coordinatenaxen,  welche  mit  der  Figur  nicht  in  einer  solchen 
besondem  Verbindung  stehen,  die  Gleichungen  an  Symmetrie 
das  gewinnen,  was  ihnen  a^  Einfachheit  abgeht.  Der  Leser 
kann  dies  aus  den  zwei  in  Aufgabe  1  und  2  des  Art.  41  ge- 
gebenen Auflösuhgen  derselben  Aufgabe  erkennen,  wo  die 
erste  Auflösung,  obgleich  die  längere,  den  Vorzug  hat,  dass 
man  ans  der  entwickelten  Gleichung  der  einen  Seitenhal- 
bimngslinie  sogleich  die  der  beiden  andern  ohne  Rechnung 
ableiten  kann. 

Weil  Ausdrücke,  welche  Winkel  enthalten,  durch  die  An- 
wendung schiefwinkliger  Coordinaten  complicirter  werden,  ist 
es  im  Allgemeinen  rathsam,  für  solche  Aufgaben  rechtwink- 
lige Axen  vorauszusetzen. 

46.  Geometrische  Oerter.  Die  analytische  Geometrie 
eignet  sich  mit  vorzüglicher  Leichtigkeit  zur  Untersuchung 
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der  Oerter.   Wir  haben  nur  die  Relation  aufzusuchen^  welche 

die  Bedingungen  der  Aufgabe  zwischen  den  Coordinaten  des 

Punktes  fordern,  dessen  Ort  gesucht  wird;  der  algebraische 

Ausdruck  dieser  Relation  liefert  uns  sofort  die  Gleichung 

des  verlangten  Ortes. 

Aufg.  1.  Welches  ist  der  Ort  der  Spitze  eines  Dreiecks,  von 
dem  die  Basis  und  die  Differenz  der  Quadrate  der  Seiten  gegeben 
sind? 

Aufl.    Wir  nehmen  die  Basis  und  die  rechtwinklige  Halbi- 

rungslinie  derselben  zu  Coordinatenaxen,  be- 
zeichnen die  Hälfte  der  Basis  durch  c  und 
die  Coordinaten  des  Scheitels  durch  o;,  y. 
Dann  ist 

AC^  —  BG^  =  Ux, 

and  die  Gleichung  des  fraglichen  Ortes  ist 
also  4  cj;  «=  m^ ;  derselbe  ist  somit  eine  zur  Basis  normale  Gerade 

«•nt 

in  einer  Entfernung  o? «»  j-  vom  Mittelpunkte.   Man  sieht  auch, 

dass  die  Differenz  der  Quadrate  der  Basissegmente  der  Differenz  der 
Quadrate  der  Seiten  gleich  ist. 

Aufg,  2.  Man  soll  den  Ort  des  Scheitels  aus  der  Basis  und 
der  gegebenen  constanten  Summe  cot  A'\-m  cot  B  =p  bestimmen. 

Aufl.  Aus  der  Figur  folgt  cot  -4  «=»  ^  =  ^^^ ,  cot  J? = -^ ; 

die  Gleichung  des  Ortes  ist  also  c  +  ic  +  w  (c  —  «)  =s|>y,   die 
Gleichung  einer  geraden  Linie. 

Aufg,  3.  Von  einem  Dreieck  ist  die  Basis  und  die  Summe 
der  Seiten  gegeben ;  welches  ist  der  Ort  des  Punktes  m  dem  von 
seinj  Spitze  auf  die  Basis  gefällten  Perpendikel,  welcher  jenseits 
der  Spitze  um  die  Länge  der  einen  ^eite  von  der  Basis  entfernt  ist? 

Aufl,  Wir  nehmen  dieselben  Axen,  um  zu  untersuchen,  welche 
Relation  z¥nsohen  den  Coordinaten  des  Punktes  besteht,  dessen  Ort 


*]  An^ger  schliessen  zuweilen,  dasa  die  Länge  der  Linie  AB,  als 
auB  den  Theilen  AM  =»  —  c  und  MB^'X  zasammengesetzt,  gleich 
.—  c  +  aj  sei,  statt  gleich  C'\-  x  und  daher  J. C*  =  y  +  (a;  —  c)*.  Dazu 
ist  zu  bemerken,  dass  das  einer  Linie  gegebene  Zeichen  nicht  von  der 
Seite  des  Anfangspunktes  abhängt,  auf  der  sie  Uegt,  sondem  von  der 
Richtung,  in  der  sie  gemessen  wird.  Wir  gehen  von  A  nach  B  in  dem 
positiven  Sinne  AM'^c  und  gehen  in  demselben  Sinne  weiter  um 
MB^^x^  und  deshalb  ist  die  Länge  AB=»c-\-x,  Gehen  wir  aber 
von  B  nach  B,  indem  wir  zuerst  im  negativen  Sinne  gehen  um  BM 
^"-  X  und  darnach  im  positiven  um  MB  »■  c,  so  ist  die  Länge  BB 

^=^0  —  X. 


Oerter  aus  Längen-  und  Flachen  -  Relationen.   46.  45 

wir  zu  bestimmen  haben.  Die  Abscisse  desselben  ist  ME  und 
seine  Ordinate  nach  der  Voraussetzung  ^^  AC\  wenn  m  die  ge- 
gebene Summe  der  Seiten  ist,  so  ist 

J?Cf— m  —  y. 

Auch  gut    BC^=AB^  +ÄC^  —  ^AB.AB, 
d.  h.  (m  —  yf  —  4c*  -^  y2  _  4^  (^  ^  ar), 

woraus  wir  durch  Beduction  erhalten  2my  —  4ca;  aa  m^  die  Glei- 
chung einer  geraden  Linie. 

Aufg.  4.  Wenn  zwei  feste  gerade  Linien  OA  und  OB  ge- 
geben sind  und  durch  eine  dritte  von  gegebener  Bichtung  A  B  ge- 
schnitten werden,  so  soll  der  Ort  des  Punk- 
tes P  gefunden  werden,  der  die  Strecke  AB 
in  einem  gegebenen  Verhältniss  theilt,  näm- 
lich PA-^n.AB. 

Wir  können  hier  schiefwinklige  Axen 
anwenden,  weil  die  Aufgabe  die  Betrach- 
tung von  Winkeln  nicht  erfordert:  Nehmen 
wir  also  die  feste  Linie  OA  zur  Axe  der 
Xj  OC  zur  Axe  der  y,  so  dass  die  Gleichung  von  OB  von  der  Form 
ff  =s  mx  ist.  Da  nun  der  Punkt  B  in  der  letztem  Linie  liegt,  so 
ist  seine  Ordinate  das  m fache  seiner  Abscisse  oder  AB  »s  m .  OA; 
somit  PA  Bsfnn.  OA^  und  da  PA  und  OA  die  Coordinaten  des 
Punktes  P  sind ,  der  gesuchte  Ort  eine  gerade  Linie  aus  dem  An- 
fangspunkt Yon  der  Gleichung  y  ^^  mnx. 

Aufg,  5.  Man  denke  wie  yorher  PA  parallel  00  gezogen 
und  durch  eine  Anzahl  von  Geraden  in  Punkten  B^  B\  B"  etc. 
geschnitten,  PA  aber  als  proportional  der  Summe  aller  Ordinaten 
BA^  B^A  etc.  bestimmt,  und  den  Ort  von  P  gesucht. 

Aufl.  Für  y  «=»  mx,  y  —  mx  -f-  n,  y  «=»  ni'x  +  n",  etc.  als 
die  Gleichungen  der  festen  Geraden  ist  die  Gleichung  des  Ortes 

ky  ■=»  mx  +  (w'a;  +  n  )  +  (^"^  +  O  H"  ö^- 

Aufg.  6.  Von  einer  beliebigen  Anzahl  von  Dreiecken  mit  ge- 
meinschaftlicher Spitze  sind  die  Grundlinien  und  die  Summe  ihrer 
Flächen  gegeben;  man  soll  den  Ort  ihrer  Spitze  finden. 

Aufl.   Sind  die  Gleichungen  der  Grundlinien 

xco%a  -\-  y  2Üna  —  j>  «=«  0,  a:  cos  /3  +  y  sin  /?  —  jpj  6=  0, 

a?  cos  y  -f-  y  sin  y  — 1^2'*^^»  ®^'i 
ihre  Längen  a^h^  c  etc.  und  die  gegebene  Summe  der  Inhalte 
«=  m',  so  ist  a  (x  cos  a  4~  ^  siii  «  —  P)y  weil  nach  Art.  34 
X  cos  a  -f-  y  sin  a  —  p  die  Senkrechte  vom  Punkt  x ,  y  auf  die 
erste  Linie  bezeichnet,  der  doppelte  Inhalt  des  ersten  Dreiecks, 
und  die  Gleichung  des  Ortes  muss  daher  sein 

a  (x  cos  a  -|-  y  sin  a  —  p)  +  ^  («  cos  /J  +  y  sin  /5  —  jp,) 
+  c  (ä  cos  y  +  y  sin  y  —  p^  -{-....■■  2m*. 
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Diese  ist  aber,  da  sie  x  und  y  nur  im  ersten  Grade  enthält,  die 
Gleichung  einer  geraden  Linie. 

Äufg,  7.  Aus  gegebenem  Winkel  an  der  Spitze  und  der  Summe 

der  ihn  einschliessenden  Seiten  den  Ort 
des  Punktes  zu  finden,  der  die  Basis  in 
gegebenem  Verhältniss  tbeilt. 

Aufl.    Wir  denken  jene  Seiten  des 
Dreiecks  als  Coordinatenaxen  und  das  Ver- 

hältniss  PK :  PL  =  n :  m.    Dann  ist  aas 

(m-\-n)  X 


ähnlichen  Dreiecken   OK 


m 


OL  = — -  und  der  Ort  eine  gerade  Linie  von  der  Gleichung 

Aufg.  8.  Man  bestimme  den  Ort  eines 
Punktes  P,  wenn  die  Summe  der  Abschnitte 
OJlf  4-  OJV  gegeben  ist,  welche  die  von  ihm 
auf  zwei  feste  Gerade  gefällten  Perpendikel 
PMy  PN  in  diesen  bestimmen. 

Äufl,    Indem  man  die  festen  Linien  zu 
M  Axen  wählt,  findet  man 

OJlf  =a;  +  yco8a),  0^«=y  +  a?cos» 
und  daher  die  Gleichung  des  Ortes  x  -{-y  ^=^  const. 

Aufg,  9.  Man  soll  den  Ort  bestimmen  unter  der  Voraussetzung, 
dass  MN  einer  festen  Geraden  parallel  sei. 

Aufl,   y  -{-  X  cos  a  =  m  (x  -{-  y  cos  (o), 

Aufg,  10.  Ebenso,  wenn  MN  durch  eine  gegebene  Gerade 
y  =  mx  -j;-  n  halbirt  (oder  allgemeiner  in  gegebenem  Verhältniss 
getheilt)  werden  soll. 

Aufl.  Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  ergeben  sich  mittelst 
der  Coordinaten  von  P  gleich  ^  (a;  +  ^  ^os  w)  und  ^  (y  +  ^r  cos  a>), 
und  da  sie  der  Gleichung  der  gegebenen  Geraden  genügen  mttssen, 
so  ist  der  Ort  von  P  durch  y  -{-  x  cos  <o  ^=  m  {x  -\-  y  cos  ta)  -i-  2  n 
dargestellt. 

Aufg.  11.  Man  soll  den  Ort  des  Mittelpunktes  von  Jf^  fin- 
den, wenn  P  die  gerade  Linie  y  =  mx  -{-  n  durchläuft. 

Aufl.  Sind  a,  ß  die  Coordinaten  von  P  und  a;,  y  die  des 
Mittelpunktes,  so  ward  in  der  vorigen  Aufgabe  bewiesen,  dass 

2a;  s=  a  +  /3  cos  o,  2y  =  /J  +  a  cos  w 

sei;  die  Aufläsung  dieser  Gleichungen  für  or,  /3  liefert 

a  sin^  00  =  2a;  —  2y  cos  <0y  ß  sin*  cd  =  2y  —  2x  cos  «, 

und  nach  der  Relation  /3  «s  fnor  -|-  n,  welche  a  und  ß  verbindet,  ist 

2y  —  2a;  cos  a>  B=s  m  (2x  —  2y  cos  w)  +  n  sin*  co 

die  Gleichung  des  Ortes. 
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47.  Es  ist  üblich  und  zweckmassig,  die  Coordioaten  des 
yeranderlichen  Punktes,  welcher  einen  Ort  beschreibt,  darch 
X  und  y  und  dagegen  die  Goordinaten  fester  Punkte  durch 
Buchstaben  mit  Accenten  zu  bezeichnen;  dem  entsprechend 
sind  in  den  vorigen  Aufgaben  die  Buchstaben  x  und  y  überall 
für  die  Goordinaten  des  Punktes  gewählt  worden,  nach  dessen 
Ort  gefragt  ward.  Oft  ist  es  aber  zur  Bestimmung  des  Ortes 
nothwendig,  die  Gleichungen  von  Linien  zu  bilden,  welche 
mit  der  Figur  in  Verbindung  stehen,  und  dann  entsteht  die 
Gefahr  der  Verwirrung  zwischen  den  laufenden  Goordinaten 
X  und  y  eines  Punktes  in  einer  solchen  Geraden  und  den  Go- 
ordinaten X  und  y  des  Punktes,  welcher  den  gesuchten  Ort 
beschreibt.  In  solchen  Fällen  ist  es  zweckmässig,  die  Goor- 
dinaten des  letzten  Punktes  zuerst  durch  andere  Buchstaben, 
etwa  a  und  /3,  zu  bezeichnen  und  die  Betrachtung  bis  zur 
Aufstellung  einer  sie  verbindenden  Relation  zu  fähren.  Diese 
ist  bereits  die  Gleichung  des  Ortes  und  wird  in  der  gewohn- 
lichen Form  erhalten,  indem  man  a  und  ß  durch  x  und  y 
ersetzt,  da  dann  diese  letzteren  die  Goordinaten  des  den  Ort 
beschreibenden  Punktes  bezeichnen. 

Aufg.  1.  Man  soll  den  Ort  der  Spitze  P  eines  Dreiecks  fin- 
den, von  welchem  die  Basis  CD  und  das  Verhältniss  AM:  NB 

der  Theile  gegeben  ist,  welche  die  Seiten 
in  einer  festen  der  Basis  parallelen  Geraden 
AB  abschneiden. 

Aufl.  Wir  nehmen  AB  nnd  die  zu 
ihr  normale  Gerade  durch  A  zu  Axen  und 
haben  AMy  NB  mittelst  der  Goordinaten 
~^  5  '^on  P  auszudrücken.  Sind  a  und  ß  diese 
letzteren,  sind  xy\  x"y  die  Goordinaten 
Ton  C  und  D  —  sie  haben  gleiche  Ordinate  in  Folge  des  Paral- 
lelismns  von  AB  und  CD  —  so  ist  die  Gleichung  der  Geraden 
PC  als  der  Verbindungslinie  von  aß  und  x'y   nach  Art.  29 

iß  —  y)  X  —  {a  —  x)  y  =  ßx—  ay. 

Dieser  Gleichung  genügt  wie  jeder  Punkt  von  PC  auch  der  in 
der  Abscissenaxe  gelegene  Punkt  Jf,  dessen  Ordinate  y  -»  0,  und 
dessen  Abscisse  x^^s^AMisi;  wir  erhalten  also  aus  ihr  für  y  =^  0 

A  -mm        ßx  —  ay 

In  .derselben  Weise  bestimmt  sich 


ß-y 
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und  wenn  AB^^c  ist,  so  giebt  die  Relation  AM'=^k  .  .fi.^ 

eine  Gleichung,  in  welcher  die  Bedingungen  des  Problems  mittelst 
der  Coordinaten  des  Punktes  P  ausgedrückt  sind.  Nunmehr  können 
ohne  verwirrende  Folge  die  Grössen  a,  ß  durch  x,  y  ersetzt  wer- 
den, und  es  ergiebt  sich  durch  Beseitigung  der  Brüche  die  Glei- 
chung des  Ortes  in  der  Form 

yx  —  y «  —  Ä  {c  {y  —  y)  —  {yx"—  yx)}. 

Aufg,  2.  Zwei  Ecken  eines  Dreiecks  AJ3G^  bewegen  sich  in 
festen  geraden  Linien  XJtf,  LN  und  die  drei  Seiten  desselben 
drehen  sich  um  feste  Punkte  0,  P,  Q,  die  in  einer  geraden  Linie 
liegen;  welches  ist  der  Ort  der  dritten  Ecke? 

Aufl,  Wir  nehmen  die  gerade  Linie  OP^  welche  die  drei 
festen  Punkte  enthält,  zur  Axe  der  x  und  die  gerade  Linie  OX, 

welche  den  Durchschnittspunkt  der 
beiden  festen  geraden  Linien  mit  dem 
Punkte  0  verbindet,  zur  Axe  der  y. 
Unter  den  Voraussetzungen 

OL  =  h,  OM=a,  0N=  a,  OP^c, 
sind  die  Gleichungen  von  L  M  und  L  N 


X   .y 


lund|  +  |«l, 


und  wenn  ABC  eine  durch  die  Coordinaten  er,  ß  von  (/bestimmte 
Lage  des  beweglichen  Dreiecks  ist,  so  ist  die  Gleichung  von  CP, 
als  der  Verbindungslinie  des  Punktes  a,  ß  mit  dem  Punkte 

P  (a;  =  c,  y  —  0) 
(a  —  c)  y  —  /3ä  +  /Sc  =  0. 

Daraus  folgen  die  Coordinaten  von  A ,  als  dem  Durchschnitts- 

X  fi 

punkt  dieser  Linie  mit   — |-  ^  aca  1 , 

ab(a  —  c)  +  ggP  b  (a  ^  c)  ß 

*l  ~     b{a  —  c)  -f  a(J  '  ^<  ™  6"(a  —  c)  -f  a(J' 

Die  Coordinaten  von  B  werden  aus  den  vorigen  gefunden, 
indem  man  statt  a  und  c  respective  a  und  c  einfährt: 

a'b  (a  —  c)  -f  aVp  b[a'-c)ß 

%~     6  («  -  </)  4- a'/J   '   ya  =  6(a  — c')  +  a'/J- 
Damit  aber  diese  beiden  Punkte  x^yx  tmd  x^y^  in  einer  durch 
den  Coordinatenanfang  gehenden  geraden  Linie  liegen,  muss 


«I 


«t 


die  Relation  gelten  (Art.  30)     ^*  =  ~  . 
Danach  haben  wir 


b{a^eiß 


b  (a  -  c')  ß 


a6  («  —  c)  -f  acp        a'b  (a  —  c')  +  a'cß ' 
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*  Da  diese  Belation  von  den  Coordinaten  des  Punktes  aß  stets 
erfilllt  werden  muss,  so  wird  die  Gleichung  des  Ortes  einfach  da- 
durch erhalten,  dass  man  die  Buchstaben  er,  ß  mit  denen  der  Ver- 
änderlichen X,  y  vertauscht;  durch  Befreiung  von  Brüchen  ergiebt 
sich  dann 

(a  -—  c)  {ah  (x  —  c)  +  acy]  «=  (a  —  c')  [ah  (x  —  r)  +  «^yl 

,  (ae'  —  a'c)  x  i    V        < 

oder  -,7 — ^—,.        -r-, TZ  -4-  f  =«  1. 

ec  {a  —  a)  —  aa  {c  —  e)    •    h 

» 

Der  Ort  ist  demnach  eine  durch  den  Punkt  L  gehende  gerade  Linie. 
Äufg.  3.    In  der  letzten  Aufgabe  den  Ort  der  Ecke  C  unter . 
der  Voraussetzung  zu  finden,  dass  die  Punkte  P,  Q  in  einer  statt* 

durch  0  durch  L  gehenden  geraden  Linie 
liegen. 

Aufl.  Wir  lösen  zuerst  das  allge- 
meine Problem,  in  welchem  die  Punkte 
P,  Q  eine  Yollkommen  unbestimmte  Lage 
haben,  und  wählen  dazu  die  Linien 
LM^  LNzn  Coordinatenaxen.  Sind  dann 
die  Coordinaten  von  P,  Q^  0,  C  respec- 
tive  x'y\  xy\  x"y'\  aj3,  so  ist  die  Be- 
dingung, welche  wir  auszudrücken  wünschen,  die,  dass  die  Ver- 
bindungslinie der  Punkte  AyB^  in  welchen  die  Geraden  CP,  CQ 
die  Axen  schneiden,  stets  durch  0  gehe.  Nun  ist  die  Gleichung 
von  CP:  {p  —  y'^x  —  (a  —  a;')  y  =  ßx  —  cry,  und  der  von  ihr 

Art»   .^  ffV 

m  der  Axe  der  x  bestimmte  Abschnitt  daher  LA^^  ßZIT^  " 
In  derselben  Weise  ist  der  von  CO  in  der  Axe  der  y  gebildete 
Abschnitt  LB  =  -^  "^  ^yf   ,  und  daher  die  Gleichung  von   AB 


a  —  x 


*    ^J'    «1    oder    -^Jf-^+y;«^*:),«!. 
LA    '    LB  ßaf  —  ay    '    ay  —  ßx 

Dass  diese  Gleichung  durch  die  Coordinaten  x'\  y"  erfüllt  werde, 
ist  die  Bedingung  des  Problems,  d.  h.  die  Coordinaten  a,  ß  des 
Punktes  C  sind  durch  die  Belation  verbunden 


ß^r=^T  "^  ~^'~=^ß^ 


Die  Befreiung  von  den  Brüchen  zeigt,  dass  diese  Gleichung  in 
den  a,  /3  im  Allgemeinen  vom  zweiten  Grade  ist.  Wenn  wir 
aber  voraussetzen,  dass  die  Punkte  xy\xy'  in  derselben  durch 
den  Anfangspunkt  gehenden  Geraden  y  ^s»  mx  liegen,  so  dass 
Jf' ==  mXy  y"  =  mx"  ist,   so  kann  die  Gleichung  in   der  Form 

j IQ—  ■  \  +    ^//"-— ^  «=»  1  geschrieben  werden,  und  die  Be- 

«  (p  —  am)    *   X  {«»  —  ß)  ^ 

freiong  von  Brüchen  und  Ersistzung  von  a,  ß  durch  x^  y  giebt 
die  Gleichung  des  Ortes  als  einer  Geraden 

*  «   (y^y)— y'*  \x  —  x)^^xx    \mx  —  y). 

Sftlmon-Fiedler,  %n%\.  ßeom.  d.  Kegelsebn.  4.  Aufl.  4 
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48.  Anstatt  die  Bedingungen  der  Aufgabe  direct  in  Func- 
tion der  Coordinaten  des  Punktes  auszudrücken ,  dessen  Ort 
gesucht  wird^  ist  es  oft  zweckmässig,  sie  zunächst  vermittelst 
anderer  Linien  der  Figur  zu  bestimmeu;  dann  ist  es  nothig, 
so  viele  Relationen  aufzustellen ,  als  zur  Elimination  der  so  ein- 
geführten unbekannten  Grossen  hinreichend  sind,  um  durch 
diese  eine  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes  zu 
finden  ,  dessen  Ort  gesucht  wird.  Die  folgenden  Beispiele  wer- 
den zur  Erläuterung  dieser  Methode  hinreichen. 

Au  fg.  1.  Den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Rechtecke  zu  finden, 
die  in  ein  gegebenes  Dreieck  eingescbrieben  sind. 

Äufl,  Wir  nehmen  CB  und  AB  zu  Coordinatenaxen  und  setzen 
CB  =  2?,  BB  =  s  und  ^22  =  «':  dann  sind  die  Gleichungen  von 


1  und   ^ 


P     '      8 


1. 


Gleichung 


Wenn  wir  nun  in  der  Entfernung 
FK  =^h  eine  zur  Basis  parallele  Linie 
F8  ziehen ,  deren  Gleichung  y  =  A;  ist, 
so  finden  wir  die  Abscissen  der  Punkte 
F  und  8^  in  denen  diese  den  Linien  A  C 
und  BC  begegnet,  durch  Substitution 
von  y  =  h  m  die  Gleichungen  von  A  C 
und  B  C,   So  erhalten  wir  aus  der  ersten 


aus  der  zweiten 

Daraus  ergiebt  sich  die  Abscisse  des  Mittelpunktes  von  FS  nach 

g g'  /  '      j^\ 

Art.  7 :  a;  =     ^      (1  —  —  j ,  welche  auch  für  den  Mittelpunkt  des 

Rechtecks  die  Abscisse  ist.  Seine  Ordinate  ist  y  :=  |A;.  Sollen 
wir  eine  Relation  finden,  welche  zwischen  dieser  Ordinate  und  Ab- 
scisse für  jeden  Werth  von  k  bestehen  muss,  so  haben  wir  nur 
zwischen  diesen  Gleichungen  k  zu  eliminiren;  dann  erhaltefl  wir  für 
die  Gleichung  des  verlangten  Ortes 

2»  =  (5-5')fl-^)  oder -1^+^  =  1. 

Der  gesuchte  Ort  ist  also  eine  gerade  Linie,  und  die  Abschnitte, 
welche  dieselbe  in  den  Axen  bildet,  zeigen,  dass  es  die  Verbin- 
dungslinie des  Mittelpunktes  der  Basis  AB  mit  dem  Mittelpunkte 
der  Höhe  CB  ist. 

Aufg.   2.     Parallel  zur  Basis  eines  Dreiecks  ist  eine  gerade 
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Linie  gezogen,  und  die  Pankte,  in  denen  sie  die  Seiten  desselben 
schneidet,  sind  mit  zwei  festen  Punkten  in  der  Basis  durch  gerade 
Linien  verbunden.  Welches  ist  der  Ort  dds  Durchschnittspunktes 
dieser  letzteren? 

Aufl,  Wir  behalten  die  Axen  und  die  übrigen  Bestimmungen 
der  Aufgabe  1  und  lassen  die  Coordinaten  der  festen  Punkte  T 
und  Fin  der  Basis  sein  für  T(m,  0)  und  für  F(«,  0).  Alsdann 
ist  die  Gleichung  von 

FT       U'  ( 1 )  +  w    y  +  *^  —  hm,^=  0/und  die  von 

SV       \s  (l  —  -\  —  n^y  —  hx  +  lcn  =0. 

Da  nun  der  Punkt,  dessen  Ort  wir  suchen,  in  jeder  der  beiden 
Geraden  FT  und  SV  liegt,  so  drücken  die  eben  geschriebenen 
Gleichungen  Relationen  aus ,  die  seine  Coordinaten  erfüllen  müssen ; 
da  sie  aber  die  Grösse  Ic  enthalten,  so  entsprechen  die  Relationen 
der  speciellen  Lage  des  Punktes  allein ,  für  welche  die  Parallele 
FS  in  der  Höhe  k  über  der  Basis  gezogen  ist.  Eliminiren  wir 
aber  die  unbestimmte  Grösse  Ic  zwischen  diesen  Gleichungen,  so 
erhalten  wir  eine  Relation,  welche  neben  den  Coordinaten  des  be- 
trachteten Punktes  nur  bekannte  Grössen  enthält,  und  die  als  wahr 
für  jede  beliebige  Lage  der  Parallelen  F8  die  geforderte  Gleichung 
des  Ortes  sein  wird. 

Indem  wir  diese  Gleichungen  in  die  Form 

(5  +  w)  y  —  Ä;  ^1  y  —  a;  +  m^  =0 

(*  —  n)  y  —  Ä;  Q  y  +  a;  —  n^  =  0 

bringen  und  die  Grösse  k  eliminiren,  erhalten  wir  also  für  die 
Gleichung  des  Ortes 

{s  —  n)  (^  y  --  X  +  m\=  {s  -{-  m)  (^  y  +  X  —  nV 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie ,  weil  x  und  y  nur 
im  ersten  Grade  darin  enthalten  sind. 

Aufg.  3.  In  einem  Dreiecke  sind  die  Schnittpunkte  einer  Par- 
allelen zur  Basis  mit  den  Seiten  mit  den  gegenüberliegenden  Basis- 
ecken verbunden ;  man  soll  den  Ort  des  Dnrchschnittspunktes  der 
Verbindungslinien  angeben. 

Aufl,  Die  Aufgabe  ist  zwar  ein  specieller  Fall  der  vorigen, 
nimmt  aber  eine  einfachere  Auflösung  an,  indem  man  die  Seiten 
ui  C  und  CJ?  des  Dreiecks  zu  Axen  wählt;  sind  dann  ihre  Längen 
a  und  &,  so  können  die  proportionalen  Abschnitte,  welche  die  Par- 
allele in  ihnen  macht,  durch  fia  und  ^h  ausgedrückt  werden. 
Dann  sind  die  Gleichungen  der  Transversalen 

4* 
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^  +  4  =  1  und  ^+|-=1, 
und  indem  man  die  eine  von  der  andern  snbtrahirt  und  den  Beat 
durch  die  Constante  1 dividirt,  erhält  man  für  die  Gleichung 

des  Ortes  ^—^^0,  die  wir  früher  (Art.  41,  Aufg.  2)  als  Glei- 
chung dec  geraden  Linie  gefunden  haben,  welche  die  Spitze  des 
Dreiecks  mit  dem  Mittelpunkt  der  Basis  verbindet. 

Äufg,  4.  Es  sind  zwei  feste  Punkte  Ä  und  B^  je  einer  in 
jeder  Axe,  gegeben  und  zwei  veränderliche  Ä'  und  B'  in  denselben 
Axen  so  bestimmt,  dass  OÄ  +  Ö-^'  =  ^^  +  OB  ist;  man  soll 
den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der  Geraden  AB'  und  A'B  be- 
stimmen. 

Aufl.  Sei  OA  =»  a,  OB  »^  6,  OA'  =  a  +  ^»  so  ist  nach  den 
Bedingungen  des  Problems  OB^  =»6  —  ä;  die  Gleichungen  von 
AB^,  A'B  sind  respective 

hx-^-ay —  ah-^-k  {a  —  rr)  =  0,  6rc  +  öy  —  a2>+^(y  —  &)  =  0. 
Wir  eliminiren  k  durch  Subtraction  und  erhalten  für  die  Glei- 
chung des  Ortes  x  +  y  =  a  +  6. 

Aufg,  5.  In  der  Basis  eines  Dreiecks  sei  ein  Stück  A  T  und 
am  andern  Ende  ein  Stück  BS  genommen,  welches  zu  ^T  in 
einem  festen  Yerhältniss  steht;  werden  sodann  ET  xm^  FS  üxnev 
festen  geraden  Linie  CB  parallel  gezogen ,  so  ist  der  Ort  des  Punk- 
tes 0  zu  finden,  in  welchem  sich  die  Linien  EB  und  FA  durch- 
schneiden. 

Aufl,  Wir  nehmen  AB  zur  Axe 
der  Xy  CB  zur  Axe  der  ^,  setzen 
AT=^k,  BB  =  s,  AB'-^s,  CR^p 
und  das  feste  Verh&ltniss  m,  so  dass 
BS=mk  ist.  Alsdann  sind  die  Co- 
ordinaten  von  S  fs — mk,0\  und  die 

vonT  {—(5'—  k),  0}. 

Wir  finden  alsdann  die  Coordinaten  von  E  und  F^  indem 
wir  diese  Werthe  von  x  in  die  Gleichungen  von  A  C  und  B  C  sub- 
stituiren;  also  für 

für  F       0!  -=  s  —  mk,      y  =  ^^  . 

Wir  bilden  nun  die  Gleichungen  der  geraden  Linien  EB  and 
FA,  nämlich      EB    («  +  «'  —  jfc)  y  -f  ?}  a;  —  ?*-  m=  0, 


FA    (.  +  .'_^)y_!^^_»-?^=0. 


8  S 

\pk       mpl 

8  8 


TransversalenbÜBohel  des  Winkels.   48.  63 

aad  elirainireii  endlich  k^  indem  wir  die  eine  Gleichung  yon  der 
andern  abziehen  und  den  liest  mit  k  dividiren;   so   erhalten  wir 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie. 

Äufy.  6.  PP'  und  QQ'  sind  ein  Paar  beliebige  Parallelen  zu 
den  Seiten  eines  Parallelogramms;  welches  ist  der  Ort  des  Durch- 
schnittspunktes der  Linien  PQ  und  P'Q'? 

Aufl.  Wir  nehmen  zwei  der  Seiten  des  Parallelogramms  zu 
Axen  und  setzen  ihre  Längen  a  und  h ,  bezeichnen  Ä  Q  durch  m 
und  AP  durch  n.  Dann  ist  die  Gleichung  von  PQ,  als  der  ge- 
raden Verbindungslinie  von  P  (0,  n)  mit  Q  (fn^h) 

{b  —  n)  X  —  my  -j-  mn  «=»  0, 

und  die  Gleichung  von  P'Q\  der  Verbindungslinie  von  P'  (o,  n) 
mit  (jf  (w,  0):nx  —  (a  —  m)  y  —  mn  «=«  0.   Da  hier  zwei  unbe- 

stimmte  Grössen  m  und  n  vorhanden 
sind,  so  kann  man  vermuthen,  dass 
es  nicht  mOglich  sein  werde,  sie 
beide  aus  diesen  zwei  Gleichungen 
zu  eliminiren;  wenn  man  jedoch  die 
beiden  Gleichungen  durch  Addition 
J     p'  J  vereinigt,  so  verschwinden  b^ide  Un- 

bestimmte und  man  erhält  den  Ort 
bx  —  a|(  =3  0,  die  Gleichung  der  Diagonale  des  Parallelogramms. 
Aufg.  7.  Ein  Punkt  und  zwei  feste  gerade  Linien  sind  ge- 
geben ;  man  zieht  durch  jenen  irgend  zwei  gerade  Linien  und  ver- 
bindet die  Punkte ,  wo  diese  den  festen  geraden  Linien  begegnen, 
kreuzweis;  welches  ist  der  Ort  des  Durchschnittspunktes  dieser 
Verbindungslinien? 

Aufl.  Wir  nehmen  die  festen  geraden  Linien  zu  Coordinaten- 
axen  und  lassen  die  Gleichungen  der  durch  den  festen  Punkt  will- 
kürlich gezogenen  Geraden  sein 

m    ^    n  m     ^   n 

Weil  diese  Linien  durch  den  festen  Punkt  xy  gehen  mtlssen, 

sind  — |-  ?^  =  1   und   ^  +  ^  «=  1  oder  durch 


mm  vn        m 


Subtraction 


'a-i)+^(i-i.)-»- 

Die  Gleichungen  der  Transversalen  sind  darnach 
-  +  ^  =  1  und  -^  +  ^  =  1 ;  und  liefern  durch  Subtraction 

\m       m  j       ^  \n       n ) 
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Ans  dieser  Gleichung  und  der  vorher  gefundenen  lassen  sich 

>  I  und  I >  1  eliminiren,  und  wir  erhalten  dadurch  mit 

1»        I»  /  y  ti        fi  J 

xy-^yX'^^Oj  die  Oleichung  einer  durch  den  Ajifangspunkt  gehen- 
den geraden  Linie. 

Äufg,  8.  Durch  irgend  einen  Punkt  in  der  Basis  eines  Drei- 
ecks wird  in  gegebener  Richtung  eine  gerade  Linie  von  gegebener 
L2f nge  so  gezogen ,  dass  sie  in  jenem  Punkte  halbirt  (allgemeiner 
Ton  der  Basis  in  einem  gegebenen  Verhältniss  getheilt)  ist ;  wel- 
ches ist  der  Ort  der  Durchschnittspunkte  der  Linien,  die  ihre  Enden 
mit  denen  der  Basis  verbinden? 

49.  Der  Grundgedanke  der  analytischen  Geometrie  liegt 
darin ;  dass  jede  durch  einen  Punkt  zu  erfüllende  geometrische 
Bedingung  zu  einer  Gleichung  führte  die  durch  seine  Goor- 
dinaten  befriedigt  werden  muss.  Darum  ist  es  sehr  wichtig, 
dass  der  Anfänger  in  dieser  Wissenschaft  in  der  Anwendung 
jener  Idee  sich  übe,  um  so  möglichst  jede  geometrische  Be- 
dingung durch  eine  Gleichung  ausdrücken  zu  lernen.  Wir  fügen 
deshalb  zur  weitern  Uebung  eine  Anzahl  von  Aufgaben  über 
Oerter  bei,  welche  auf  Gleichungen  führen,  deren  Grad  den 
ersten  übersteigt.  Obwohl  die  Interpretation  solcher  Gleichungen 
erst  Gegenstand  der  spätem  Kapitel  und  des  weitern  Ausbaues 
der  Wissenschaft  ist,  so  ist  doch  die  Methode  ^  durch  welche 
man  zu  diesen  Gleichungen  gelangt  —  und  damit  haben  wir 
es  hier  allein  zu  thun  —  dieselbe,  wie  in  dem  Falle  des  ge- 
radlinigen Ortes;  in  der  That  erfahrt  man  ja  erst  durch  die 
Aufstellung  der  Gleichung  des  Ortes  den  Grad  derselben  und  des 
Problems.  Die  folgenden  Beispiele  sind  so  gewählt,  dass  sie 
nach  der  Reihenfolge  ihrer  Aufzählung  eine  analoge  Behand- 
lung gestatten,  wie  die  Aufgaben  der  vorhergehenden  Artikel. 
In  den  bei  ihnen  gegebenen  Auflösungen  ist  vorausgesetzt,  dass 
die  Axen  eben  so  gewählt  sind,  wie  in  diesen  correspondiren- 
den  Beispielen  des  Früheren. 

Aufg,  1.  Man  bestinmie  den  Ort  der  Spitze  eines  Dreiecks, 
wenn  die  Basis  und  die  Quadratsumme  der  Seiten  gegeben  ist. 

Äufl,   a?^  +  y^  ■=  ^m*  —  c'^. 

Äufg,  2.  Ebenso,  wenn  die  Basis  und  die  Summe  oder  Diffe- 
renz der  m-  und  n  fachen  Seitenquadrate  bekannt  sind. 

Äufl.  (m  +  n)  (x^  +y2)  +  2  (m  +  n)  CX  +  (m  +  n)  c'  =p\ 

Äufg.  3.   Aus  der  Basis  imd  dem  Verhttltniss  der  Seiten. 

Äufg.  4.  Aus  der  Basis  und  dem  Product  der  Tangenten  der 
an  ihr  anliegenden  Winkel. 
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In  diesem  Beispiel  und  dem  folgenden' sind  die  Werthe  der 
Tangenten  der  Basiswinkel  zu  benutzen;  welche  im  Art.  46,  Aufg.  2 
gegeben  sind. 

Auß.  y'  +  m'o?^  — «i'c^ 

Aufg.  5.  Aus  der  Basis  und  dem  Winkel  an  der  Spitze,  oder 
der  Summe  der  Basiswinkel. 

Aufl.    x^  +  y^  '-2cy  cot  C  =  c\ 

Aufg,  6.    Aus  der  Basis  und  der  Differenz  der  Basiswinkel. 

Aufl.    x^  — y^+2xy  cot  D  =  c\ 

Aufg.  7.  Aus  der  Basis  und  fUr  das  Yerhttltniss  der  Basiswin- 
kel gleich  1  :  2. 

Aufl.    Sx'^  —  y^+2cx  =  c^. 

Aufg.  8.  Aus  der  Basis  und  dem  Yerhältniss  der  Tangenten 
der  Winkel  tan  C  «==  m  tan  B. 

Aufl.  fn(x^  +  y'  —  c')  =  2c  (c  —  x). 

Aufg.  9.  Wie  in  Aufg.  4,  Art.  46  ist  PA  parallel  zu  00  ge- 
zogen ,  so  dass  sie  zwei  Linien  in  Punkten  B ,  B'  schneidet ,  und 
es  ist  der  Punkt  P  so  bestimmt,  dass  PA^  =  PB  .  PB'  ist.  Wel- 
ches ist  der  Ort  von  P? 

Aufl.  mx{mx  +  n )  =» y  (mx  +  mx  +  n). 

Aufg.  10.  PA  ist  als  das  harmonische  Mittel  zwischen  AB 
ond  AB^  bestimmt. 

Aufl.    2mx(inx  +  n)  =  y{mx  +  mx  +  n). 

Aufg.  11.  Aus  dem  gegebenen  Winkel  an  der  Spitze  eines 
Dreiecks  von  constanter  Fläche  den  Ort  des  Punktes  zu  bestimmen, 
der  die  Basis  in  gegebenen  Verhältnissen  theilt. 

Aufl.   xy  "»  const. 

Aufg.  12.   Bei  gegebener  Basis. 

J../I     f^  -1-  ?!  _  2a?yco8ai  _        6» 

Aufg.  13.   Wenn  die  Basis  durch  einen  festen  Punkt  geht. 

.   ^     mx'   ,    ny  , 

Aufl.    ~-  +  -^  =  m  +  n. 

Aufg.  14.   Man  soll  nach  der  8.  Aufg.  Art.  46  den  Ort  von 
P  bestimmen,  wenn  MN  constant  ist. 
Aufl.  a;^  +  y'  +  2jcy  cos  co  =  const. 
Aufg.  15.   Wenn  MN  durch  einen  festen  Punkt  geht. 

A^        ^      -1- yl- =  1 

Ä  +  y  COB  m    ■"  y  +  «  cos  » 
Aufg.  16.   Wenn  If^  durch  einen  festen  Punkt  geht,  so  soll 
der  Ort  des  Durchschnitts  der  Parallelen  zu  den  Azen  aus  If  und 
^  bestimmt  werden. 

Aufl.    ?-'-f?^'— 1. 
'      X    ^    y 

Aufg.  17.  Man  soll  in  der  1.  Aufg.  Art.  47  den  Ort  von  P 
bestimmen,  wenn  die  Linie  CD  nicht  zu  ^^  parallel  ist. 

Aufg.  18.   Wenn  die  Basis  CI>  eines  Dreiecks  gegeben  ist^ 
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80  soll  der  Ort  seinet  Spitze  so  bestimmt  werden,  dass  der  Ab- 
schnitt AB  zwischen  den  Seiten  in  einer  gegebenen  Geraden  coo- 
stant  ist. 
Aufl. 
(xy  —  xy)  (y  —  y")  —  (ä  y  —  xy")  (y  —  y )  —  c  (y — y  )  (y  —  y  > 

50.  Aufgaben^  in  welchen  zu  beweisen  ist,  dass 
eine  bewegliche  gerade  Linie  durch  einen  festen 
Punkt  geht. 

Wir  haben  im  Art.  40  gesehen,  dass  die  gerade  Linie 
Ax  +  By  +  C  +  hiAx  +  By  +  C)  =  0, 
oder,  was  dasselbe  ist, 

{A  +  lcA')x  +  {B  +  TcB)y*+  C  +  hC  =  0, 
wo  %  eine  unbestimmte  Grösse  ist,  immer  durch  einen  festen 
Punkt  geht,  nämlich  durch  den  Punkt,  wo  die  beiden  gera- 
den Linien 

Ax  +  By  +  C^Q  und  Ax  +  By  +  C'  ^0 

sich  schneiden.  Wir  entnehmen  diuraus  den  Satz:  Wenn  die 
Gleichung  einer  geraden  Linie  eine  unbestimmte 
Grösse  im  ersten  Grade  enthält,  so  geht  die  gerade 
Linie  immer  durch  einen  festen  Punkt. 

Aufg.  1.  Wenn  in  einem  Dreieck  der  Winkel  an  der  Spitze 
und  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Seiten  gegeben  sind, 
so  gebt  die  Basis  immer  durch  einen  festen  Punkt. 

Aufl.  Wenn  wir  die  Seiten  als  Axen  wählen,  so  ist  die  Glei- 
chung der  Basis 

X   i    y        1       jl.i        1,       1        1        1 
-  +  |-  «  1  und   -  +  i:  —  -  oder  i:  ■=-  -  —  - 

die  zu  erfüllende  Bedingung;  daher  ist  die  Gleichung  der  Basis 
— 1-  —  —  ^e=sl    in  welcher  m  constant  und  a  unbestimmt  ist ; 

schreiben   wir   dies  —  (x  —  y)  +  —  —  1  =*  0,  so  erkennen  wir, 

dass  die  Basis   stets  durch  den  Durchschnittspunkt   der  geraden 

liinien  x  —  y  ««  0  und  y  =  m  geht. 

Aufg,  2.   Die  Ecken  eines   Dreiecks   bewegen  sich   auf  drei 

durch  denselben  Punkt  gehenden  festen 
geraden  Linien  OA^OB,  OCund  zwei 
seiner  Seiten  gehen  durch  feste  Punkte ; 
es  ist  zu  beweisen,  dass  auch  die  dritte 
Seite  durch  einen  festen  Punkt  geht. 
Aufl.  Wir  wählen  die  festen  ge- 
raden Linien  OA^  OB^  in  denen  die 
Basisecken  A^  B  sich  bewegen,  zu 
Axen,  .80  dass  die  Linie  OC,  welche 
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die  Spitxe  des  Dreiecks  dnrchlänft,  eine  Gleichong  von  der  Form 
y^^mx  hat,  und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  festen  Dreh- 
punkte von  ÄC  und  BO  durch  xy\  x"y\  Sind  dann  in  irgend 
ein«:  Lage  die  Coordinaten  der  Spitze  x^=^a  und  folglich  y^^^ma^ 
80  ist  die  Gleichung  von  AO 

{x  —  a)y  ^  {y  ~r-  mti)  x  +  a  (y'  —  mx')  «=»  0. 

Ebenso  ist  die  Gleichung  von  BC 

{x"  —  a)y  —  (y"  —  ma)  X  +  a  {y"  —  mx")  =  0. 

Die  Länge  des  von  der  Linie  AC  bestimmten  Abschnittes  OA 
wird  hiernach  durch  Substitution  von  x  «=  0  in  die  Gleichung  der- 
selben gefunden,  nämlich 

a(y  — mx') 
^  X  —  a      ^ 

ebenso  die  Länge  des  Abschnitts  OB  für  y  «»  0  aus  der  Gleichung 

▼on  BC  ^       g  iy"  —  mx') 

X  «=    79 • 

y  —ma 

Daraus  ergiebt  sich  die  Gleichung  von  AB 

^' —  ma  X  —  a 

y   —  mx         ^  y  -  mx 

Da  hierin  a  unbestimmt  ist  und  nur  im  ersten  Grade  vor- 
kommt, so  geht  diese  gerade  Linie  immer  durch  einen  festen  Punkt. 
Derselbe  kcrnn  gefunden  werden,  indem  man  die  Gleichung  in  der 
Form 

y"  x'  (     mx  y         ,    -\       ^ 

-w-^ — i?  X j ,  y  —  a{  -n « ,  V.  «  +  11=0 

y —mx  y— ««^  y^y  — ««         y—mx    *      j 

schreibt;  er  ist  der  Durchschnittspunkt  der  zwei  geraden  Linien 


y  ^  /\ 

imd  —5^?.^  _-^-IL_,  +  1  «.  0. 

y  — mx         y  —  mx    ' 

Aufg.  3.  Man  soll  untersuchen,  ob  in  der  vorigen  Aufgabe 
unter  gewissen  Bedingungen  die  Basis  auch  dann  noch  durch  einen 
festen  Punkt  geht,  wenn  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  Spitze 
C  sich  bewegt,  den  Punkt  0  nicht  enthält. 

Aufl'  Wir  behalten  die  Axen  und  die  Bezeichnung  bei,  mit 
der  einen  nothwendigen  Abweichung,  dass  die  Gleichung  der  von 
der  Spitze  durchlaufenen  geraden  Linie  durch  y  «»  mx  -{-  n  und 
daher  die  Coordinaten  der  Spitze  in  irgend  einer  Lage  durch  a 
und  ma  -{-  f»  ausgedrückt  werden.    Dann  ist  die  Gleichung  von  ^C 

{x  —  a)y  —  (y'  —  ma  —  »)  x  +  ö  (y'  —  mx')  —  nx  =  0. 

Die  Gleichung  von  ßC  ist 

(x*  —  ajy^ijy'  —  ma  —  n)  x  +  a  (y"  —  mx")  —  nx'  «»=  0. 
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Daraas 

sc  ^  a  '  "^        y'  —  ma  —  n 

Daher  ist  die  Gleichung  von  AB 

y"  —  wa  —  n        x'  —  a - 

^  a(y"-»ia;")^^nSr«'        '^  a  (y' -  mx')  -  na?'  ""  *' 

Wenn  diese  Gleichung  von  Brüchen  befreit  wird,  so  enthftlt 
sie  im  Allgemeinen  a  im  zweiten  Grade,  und  die  Basis  geht  daher 
im  Allgemeinen  nicht  durch  einen  festen  Punkt.  Wenn  aber  die 
Punkte  X  y\  x"  y"  in  einer  durch  0  gehenden  geraden  Linie 
y  zs=s]cx  liegen,  so  dass  wir  y'  «=»  kx"  und  y  ^^kx  snbstitoiren 
können ,  so  wird  die  Gleichung 

y"  —  ma  —  n  x^a  .,  v 

X  ^ -^^ y  —^T-  ^a(^  —  m)  —  n, 

welche  a  nur  im  ersten  Grade  enthält  und  somit  eine  durch  einen 
festen  Punkt  gehende  gerade  Linie  bezeichnet. 

Aafg.  4.  Wenn  eine  gerade  Linie  so  bestimmt  wird ,  dass  die 
Producte  der  auf  sie  von  einer  Anzahl  fester  Punkte  gefällten  Per- 
pendikel mit  bestimmten  Constanten  die  Summe  Null  geben,  so 
geht  dieselbe  durch  einen  festen  Punkt. 

Aufi.   Ist  die  Gleichung  der  geraden  Linie 

X  cos  u  '\'  y  Wia  —  i?  =  0, 

so  ist  die  von  x  y   auf  sie  geföllte  Senkrechte  von  der  Länge 

a;'  cos  of  +  y'  sin  a  —  j?, 

und  die  Bedingungen  der  Aufgabe  liefern  die  Gleichung 

w'  (a;'  cos  a  +  /  m  «  —  !>)  +  w»"  {x   cos  u  +  y'  sin  a  —  |)) 
+  m'  {x"  cos  «  4-  y"  sin  a  — \p)  +  ....  =  0. 

Unter  Benutzung  der  Bezeichnung  E{mx) für  die  algebraische 
Summe  der  wa?,  d.  h.  für  mx  +  «i'V  +  .  •  .  .  und  in  gleicher 

Art  Z{my)  für  my  +  m"/  + ,  E{m)  für  m  +m+ 

können  wir  diese  Gleichung  schreiben 

Z{jinx)  cos  of  +  Z{my)  sin  er  —  jp2?(m)  =  0. 

Und  indem  wir  in  die  Originalgleichung  den  hieraus  erhal- 
tenen Werth  von  p  substituiren ,  erhalten  wir  für  die  Gleichung 
der  beweglichen  geraden  Linie 

X  £(m)  cos  a  +  3/  E{fn)  sin  a  —  £{mx)  cos  a  —  2(my)  sin  a  »»  0 
oder    X  £(m)  —  i:{mx)  +  0  £(m)  —  £{fny)]  tan  a  =  0. 

Da  diese  Gleichung  die  unbestimmte  Grösse  tan  or  im  ersten 
Grade  enthält,  so  geht  die  durch  sie  ausgedrückte  gerade  Linie 
durch  den  festen  Punkt,  welchen  die  Gleichungen 

•   .  xZ{m)  —  £{mx)  ^  0,      y£(fn)  —  £{fny)  —  0 
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bestiiiimen,  d.  h.  durch  den  Pnnkt 

mx  -j-m  X  +  '  ■  '  my  -f-m  y  +  . .  . 

^ m+m"  +  ..       '     y m'  +  m'  +  . . .     ' 

Dieser  Punkt  wird  oft   als  das  Centrum    der    mittlem 
Entfernungen  der  gegebenen  Punkte  bezeichnet*. 

51.  Wenn  die  Gleichong  einer  geraden  Linie  die  Coor- 
dmaten  irgend  eines  Punktes  im  ersten  Grade  enthält,  so  wie 

{A  x'+By+Ox+ {Ax+By'+Cr}y  +  (A'W+By+C) = 0, 

80  geht  diese  gerade  Linie  immer  durch  einen  festen  Punkt, 
wenn  der  Punkt  zy  sich  auf  einer  geraden  Linie  bewegt.  Denn 
wenn  der  Punkt  z'y  stets  in  einer  geraden  Linie 

Lx  +My'  +  N=0 
liegt,  so  kann  mit  Hülfe  dieser  Relation  x  aus  der  gegebenen 
Gleichung  eliminirt  werden,  und  die  unbestimmte  Grosse  y 
Terbleibt  im  ersten  Grade  in  derselben,  die  Linie  geht  also 
durch  einen  festen  Punkt.  Daraus  entspringt  der  Satz:  Wenn 
die  Coefficienten  in  der  Gleichung  J.a;4-^y+C=0 
durch. die  Relation  aA  +  bB  +  cC  — 0  verbunden 
sind,  in  welcher  a,  b,  c  Constanten  sind,  indess  A, 
£,  (/Veränderlich  gedacht  werden,  so  geht  die  durch 
diese  Gleichung  dargestellte  gerade  Linie  immer 
durch  einen  festen  Punkt. 

Denn  durch  Elimination  von  (7  zwischen  beiden  Gleichungen 
erhalten  wir    (ex  —  a)  -4  +  {cy  —  6)  JB  =  0, 

die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  a;  =  — ,  y  «=  —  gehen- 

c  c 

den  geraden  Linie. 

52.  Polar-Üoordinaten.  Es  ist  im  Allgemeinen  nütz- 
lich, diese  Methode  anzuwenden,  wenn  die  Aufgabe  verlsmgt,  den 
Ort  der  Endpunkte  von  geraden  Linien  zu  finden,  welche  nach 
einem  gegebenen  Gesetz  durch  einen  festen  Punkt  gezogen  sind. 

Aufg.  1.    A  und  B  sind  zwei  feste  Punkte;   durch  B  wird 
eine  gerade  Linie  gezogen ,  und  von  A  ein  Perpendikel  AP  dar- 
auf gefällt  und  dasselbe  so  verlängert,  dass 
das  Rechteck  AP.  AQ  constant  bleibt.  Wel- 
ches ist  der  Ort  des  Punktes  Q? 

Aufl.    Wir  nehmen  A    zum  Pol    und 

AB  zur  festen  Aze ,  so  dass  AQ  der  durch 

^^  Q  zu  bezeichnende  Radius  vector  und   der 

Winkel  QAP  «=  9  -ist;  die  Aufgabe  fordert, 

die  zwischen  ^  und  $  bestehende  Relation  zu  finden.    Wir  setzen 
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AB  =  c  und  haben  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AJPB 

AP  B»  c  .  cos  9;  wegen  ÄF  .  ÄQ  «*=  const.  «=  k^  ist  sodann 

QC  cos  Ö=»Ä*,  oder  ^  cos  9  ■=  — ; 

wir  haben  im  ^rt.  44  gesehen,  dass  dieses   die  Gleichung  einer 

zn  AB  senkrechten  geraden  Linie  ist,  die  in  der  Entfernung  =  — 

c 

vom  Pol  vorbeigeht. 

Aufg.  2.  Von  einem  Dreieck ,  dessen  Winkel  gegeben  sind, 
ist  eine  der  Ecken  A  fixirt,  die  zweite  B  bewegt  sich  längs  einer 
festen  geraden  Linie,  man  soll  den  Ort  der  dritten  finden. 

Aufl.    Wir  nehmen  die  feste  Ecke  A  zum 
Pol  und  das  von  ihm  zur  festen  Linie  geflUlte 
Perpendikel   AP  zur  Axe,   so  dass  AC  =  q^ 
Jfi  L  CAP  —  $  ist. 

Da  die  Winkel  des  Dreiecks  ABC  gegeben 
sind,  so  ist  il^  in  einem  festen  Yerhältniss 
zu  AC,  d.  h. 

-\p  m  .  AC  und  L  BAP  =  ö  —  a; 

aber  man  hat 

AP'^AB.  cos  BAP, 
d.  h.  indem  man  AP  durch  a  bezeichnet, 

m^  cos  ($  —  a)  =  a, 

welches  nach  Art.  44  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist,  die 

mit  der  gegebenen  einen  Winkel  «  bildet  und  die  Entfernung  — 

vom  Pol  A  besitzt. 

Aufg,  3.  In  einem  Dreieck  ist  die  Basis  und  die  Summe  der 
Seiten  gegeben;  in  einem  Endpunkt  der  Basis  B  errichtet  man 
auf  der  anliegenden  Seite  B  C  ein  Perpendikel  und  verlangt,  den 
Ort  des  Pui^tes  P  zu  finden,  wo  dieser  von  der  äusseren  Hal- 
birungslinie  CP  des  Winkels  an  der  Spitze  getroffen  wird. 

Aufl.  Indem  wir  den  Punkt  B  zum  Pol  wählen,  wird  BP 
der  Radius  vector  q  und  durch  Wahl  der  verlängerten  Basis  zur 

festen  Axe  wird  der  Winkel 
PBD^^Of  und  die  Angabe  ver- 
langt, Q  durch  0  auszudrücken. 
Wir  bezeichnen  die  Seiten  und 
die  Gegenwinkel  des  Dreiecks 
durch  Ut  hy  c^  A,  B,C\  dann  ist 
offenbar  L  BCP  =  90^  -- ^C 
und  aus  dem  Dreiecke  PCB  a  «»  p  tan  ^C.  Wenn  wir  a  und 
tan  ^  C  durch  d  ausdrücken  können ,  so  ist  die  Aufgabe  gelöst. 
Aus  dem  Dreieck  ABQ  ist  b^  >»  a^  -)-  c^  _  2ac  cos  £;  hier 


und 
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kann   f&r  &,  m  —  a  eingesetzt  werden,    wenn  m  die  gegebene 
Summe  der  Seiten  bezeichnet,  und  cos  B  ist  «»  sin  9;  daher 

w'  —  2 am  -j-  a*  =  a*  +  c' ' —  2ac  sin  ^, 

III«  — c« 
2  (nt  —  c  sin  $) 

Hiemach  bleibt  nur  übrig;  einen  Ausdruck  fQr  tan^Czu  finden. 

Es  ist  ^^0  =  .,^^"^ ^^. 

*  6  (1  +  008  C) 

Aber  5  sint7=csin^as(;cos9;  6co8C=a  —  ccofiB^=»u  —  csind; 
also  tan4C=-^-?^t-.. 

-•  Hl  —  C  BIB  9 

Damach  können  wir  q  durch  9  ausdrücken;  denn  indem  wir 
die  eben  für  a  und  tan  ^ö  erhaltenen  Werthe  in  die  Gleichung 
n  =3  ^  tan  ^C  einsetzen,  erhalten  wir 

— .    ^.  =  —^ —. — i,  oder  A  cos  9  SB  — . 

2(m  — csmd)       ifi  — CF:n$'  ^  2c 

Der  Ort  ist  demnach  eine  zur  Basis  des  Dreiecks  senkrechte 

m'  ■—  c« 
Linie,   in  dem  Abstände  — x —  vom  Punkte  B. 

'  2c 

Der  Leser  kann  zu  weiterer  Uebung  den  Ort  untersuchen,  wel- 
cher bei  gegebener  Differenz  der  Seiten  durch  die  innere  Halbirungs- 
linie  des  Winkels  an  der  Spitze  bestimmt  wird. 

Aufg.  4.  Gegeben  sind  n  feste  gerade  Linien  und  ein .  fester 
Punkt  0;  wenn  man  durch  diesen  irgend  einen  Radius  yector 
zieht ,  der  diese  geraden  Linien  in  Punkten  Jß| ,  Jßj  *  -^3  9  •  *  •  -^w 
schneidet,  und  in  ihm  einen  Punkt  B  so  bestimmt,  dass 

•*         V--i-J->  +  _L--L.       4.    ^ 


OB       OBtT  OB^^  OB^^ ^  OBn 

ist,  so  soll  man  den  Ort  von  B  bestimmen. 

Aufl.    Wenn  die  Gleichungen  der  geraden  Linien  durch 
ecoa(ö — a)=Piy  9  cos  (9 — ^)=l>2i  ^cos(ö  —  y)  =i>3,  u.s.w. 
dargestellt  werden,  so  ist  die  Gleichung  des  Ortes  offenbar 

n  cos  ($  —  tt)  j^  coB  (9  —  ß)    ,   co8  {9  —  y)  _,    * 

nach  Art.  44  die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  Der  hierin  ent- 
haltene Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  eines  weit  allgemeinem, 
welchen  wir  spftter  beweisen  weisen. 

Wie  in  Art.  49  fügen  wir  eine  Reihe  von  Aufgaben  hinzu, 

welche  zu  Gleichungen  von  höheren  Graden  führen. 

Aufg.  ö.    Eine  feste  Gerade  BP  hat  die  Gleichung  qcoaO^=sfn, 
und  in  jedem  Radius  vector  wird  eine  constante  Länge  PQ  ab- 
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getragen;   man   soll   den  Ort  des  Punktes  Q  finden.     (Fig.  der 
Aufg.  1.) 

Nach  derVoraussetzung  istilP=  — ^ ;  al8oist^Q^=^  =  — ä+<^; 

in  rechtwinklige  Coordinaten  übertragen,  giebt  dies 

(a:  _  my  {x^  +  y»)  =  d^x\ 

Aufg.  6.  Man  soll  den  Ort  von  Q  finden,  wenn  P  irgend 
einen  durch  seine  Polargleichung  Q'=(p(^)  gegebenen  Ort  durchlftufb. 

Da  nach  der  Voraussetzung  ^P  in  Function  von  9  bestimmt 
ist  und  AP  das  um  d  verminderte  q  des  Ortes  ist,  so  haben  wir 
in  die  gegebene  Gleichung  nur  q  —  d  für  g  zu  substituiren. 

Aufl.    Q  —  d  «=  9  (ö). 

Aufg.  7.  Wenn  AQ  so  weit  verlängert  «rird,  dass  AQ==^2.AP 
ist,  so  ist  AP  die  Hälfte  von  dem  q  des  Ortes,  und  man  hat 
an  Stelle  von  g  in  die  gegebene  Gleichung  ^p  zu  substituiren. 

Aufg,  8.  Wenn  der  Winkel  PAB  halbirt  und  in  der  Hal- 
birungslinio  eine  Strecke  AP'  abgetragen  wird,  so  dB^AP'^=m.AP 
ist,  so  soll  der  Ort  von  P'  gefunden  werden  unter  der  Voraus- 
si'tiiung«  dass  P  eine  gerade  Linie  beschreibt.     Da  nun  PAB  das 

Di>p))elte  vom  9  de^s  Ortes  ist,  so  hat  man  AP=  — ~.^  und  die 

Gleichung  de^  Ortes  ist  9*  cos  2$  =^m\ 


Viertes  Kapitel. 

Von  der  Anwendung  einer  abgekürzten 
Bezeichnung  für  die  Gleichung  der  geraden 
Linie  und  den  trimetrischen  und  projecti- 

vischen  Coordinaten. 


53.    Im  Art.  40  ist  gezeigt  worden,  dass  die  Gleichung 
(x  cos  ifr  +  y  sin  a  —  p)  —  k{x  cos  «j  +  y  sin  a,  —  j),)  =  0 
eine  gerade  Linie   darstellt,   welche  durch  den  Schnittpunkt 
der  beiden  geraden  Linien 

apcosa  +  ysina  —  jp  =  0,  x  cos  «j  +  y  sin  a,  —  Pi  =  0 
gezogen  ist.  Es  ist  zweckmässig,  für  die  Grossen ,  welche  mit 
Null  verglichen  diese  Gleichungen  liefern,  Abkürzungen  an- 
zuwenden, wie  Plücker  dies  zuerst  gezeigt  hat.^)  Indem  wir 
a:cosa-|~y^^  —  P  d'irch  a  und  o;  cos  a,  -|-  y  sin  a,  —  p^ 
durch  et,  bezeichnen,  wird  der  eben  ausgesprochene  Satz  kürzer 
ausdrückbar;  es  bezeichnet  a  —  Jca^  =»  0  eine  gerade  Linie, 
welche  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  geraden  Linien 
ff  SS  0,  a,  s=  0  gezogen  ist.  Abkürzend  sprechen  wir  von  den 
Geraden  a,  etc.  und  vom  Punkte  et,  a, . 

Ebenso  bietet  sich  Gelegenheit  für  Gleichungen  von  ge- 
raden Linien  in  der  Form  Ax  -\'  By  -{-  C  «»  0  Abkürzungen 
zu  gebrauchen;  zur  Unterscheidung  sollen  in  diesen  Fällen 
lateinische  Buchstaben  angewendet  und  die  Buchstaben  des 
griechischen  Alphabets  immer  in  dem  Sinne  gebraucht  werden, 
dass  die  Gleichung  in  der  Form  x  cos  a  '\'  y  An  a  —  p^sO 
gedacht  werde. 

Ö4.  Wir  untersuchen  hiernach  die  Bedeutung  des  Coef- 
fidenten  h  in  der  Gleichung  a  —  %a,  r=3  0.  Aus  Art.  34  ist 
erinnerlich,  dass  die  Grosse  a,  d.  h.  {x  cos  a  -^  y  fon  a  —  p) 
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die  Länge  des  Perpendikels  bezeichnet ,  welches  man  von 
irgend  einem  Punkte  x,  y  auf  die  durch  a  <»  0  reprasentirte 
Linie  OA  föllen  kann;  und  dass  ebenso  'a^  die  Länge  des 
vom  Punkte  Xy  y  auf  die  durch  a^  =  0  dargestellte  Linie  OB 
gefällten  Perpendikels  ausdrückt.  Demnach  sagt  die  Gleichung 
a  —  A;a,  =  0  oder  a^^^ka^  aus,  dass  das  Verhältniss  der  Per- 
pendikel, die  man  von  irgend  einem  Punkte  des  durch  sie 
dargestellten  Ortes  auf  die  geraden  Linien  OA  und  OB  fallen 
kann,  constant  und  ^=^  h  sei.  Der  durch  a  —  ia,  «a  0  dar- 
gestellte Ort  ist  eine   durch  0  gehende   gerade   Linie   und 

k  =  p^  =»  "°TPö5  •  Nach  den  über  die  Vorzeichen  festgesetz- 
ten Bestimmungen  (Art.  34)  ergibt  sich,  dass  et  -|-  A;a,  ==0 
eine  gerade  Linie  bezeichnet,  welche  den  Winkel  AOB  äusser- 
lich  so  theilt,  dass  sin  POA  «»  k  sin  POB  ist.  Insofern  die 
gerade  Linie  (oder  der  Strahl)  OP  den  Winkel  zwischen  den 
Strahlen  OA^  OB  nach  diesem  Sinusverhältniss  theilt,  be- 
zeichnen wir  sie  als  einen  Th eilstrahl.  Im  Vorigen  ist  an- 
genommen, dass  die  Perpendikel  PA,  PB  diejenigen  sind, 
die  wir  als  positiv  zu  betrachten  übereinkamen,  indess  die- 
jenigen, welche  von  den  entgegengesetzten  Seiten  von  cc,  a^ 
gefällt  werden,  negativ  heissen. 

Bezeichnen  wir  ebenso  durch  das  Symbol  A  «=  0  die  durch 
Ax  -j-  By  -f-  (7  =  0  dargestellte  Gerade,  so  ist  A  —  Ä  A,  =  0 
eine  durch  den  Schnittpunkt  der  geraden  Linien  A  «=»  0  und 
Aj  =Ooder  u4a:-f  JBy-f  C  — 0  und  A^x  +  B^y^  C^^O 
gehende  gerade  Linie,  und  wenn  x,  y  die  Coordinaten  eines 
ihrer  Punkte  P  bezeichnen ,  so  hat  man  für  die  Abstände  des- 
selben von  den  beiden  Geraden  Werthe  p,  p^  (Art.  34),  mit 

welchen  sich  ergiebt  p  j/A^  +  B^  ««  A,  i),  j/A^^  +  B^^  —  A, , 

somit  durch  Substitution  p/Ä^  +  B^  —  kp^yZ^lS^—O 

oder  h  ««=  PtV  A*4-B*'^  ^'  ^'  *  unterscheidet  sich  von  dem 
Verhältniss  der  Abstände  nur  durch  einen  constanten  Factor 
oder  ist  diesem  Verhältniss  proportional.  Wenn  also  k  alle 
Werthe  von + cx>  bis  —  cx>  durchläuft,  so  stellt  ebenso  a — Jfca,^  0 
wie  A  —  X;A,  «»  0  alle  durch  den  Punkt  0  gehenden  und  in 
der  Ebene  von  OA  und  OB  gelegenen  Strahlen  dar,  oder  das 
Strahlbüschel  aus  dem  Punkte  0. 
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Äufg,  1.  Man  soll  mit  Hilfe  dieser  Bezeichnung  den  Beweis 
führen,  dass  die  drei  Halbirongslinien  der  Winkel  eines  Dreiecks 
sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Die  Gleichungen  der  Halbirungslinien  sind  nach  Art.  35,  54 

flfj  —  «2  =  0,     «2  —  «3  =  0,     «3  —  er,  =  0, 

wenn  die  Gleichungen  der  Seiten  durch  a,  «»  0,  <y.,  =  0,  1x3  «=  0 
ausgedrückt  sind.  Da  die  drei  Gleichungen  der  Halbirungslinien 
die  Identität  0  <=  0  ^ur  Summe  geben,  so  haben  die  Linien  selbst 
einen  gemeinsamen  Durchschnittspnnkt; 

Aufg.  2.  Die  Halbirungslinien  von  zwei  Susseren  Winkeln 
eines  Dreiecks  schneiden  sich  auf  der  Halbirungslinie  des  dritten 
innem  Winkels. 

Indem  man  sich  der  üebereinkunft  hinsichtlich  der  Zeichen 
erinnert,  erkennt  man  leicht,  dass  die  Gleichungen  der  beiden 
ersten  Halbirungslinien  durch  «j  -|-  otj  «=  0,  er,  +  ''^a  =  0  ge- 
geben sind ;  ihre  Subtraction  liefert  ctj  —  1x3  =  0 ,  die  Gleichung 
der  Halbirungslinie  des  dritten  innem  Winkels. 

Aufg.  3.  Die  drei  Höhenperpendikel  in  einem  Dreieck  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte. 

Wenn  man  die  den  Seiten  or|  s=  0,  »2  =  0,  er,  =a  0  respec- 
tive  gegenüberliegenden  Winkel  durch  j.^ ,  .Aj ,  ^^3  bezeichnet,  so 
ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Höhenperpendikel  nach  Art.  54  als 

«I  cos  A^  —  «2  cos  A2  =0,     «2  <^s  A2  —  «3  cos  -^3  =  0, 

«3  cos  .A3  —  Äj  cos  .4,  =  0 , 

weil  jedes  derselben  den  Winkel,  von  dessen  Scheitel  es  ausgeht, 
in  Theile  zerlegt,  die  die  Coroplemente  der  benachbarten  Winkel 
sind;  der  Anblick  dieser  Gleichungen  lehrt,  dass  sie  drei  gerade 
Linien  darstellen,  die  sich  in  demselben  Punkte  schneiden. 

Aufg.  4.  In  jedem  Dreieck  gehen  die  geraden  Verbindungs- 
linien der  Ecken  mit  den  Mittelpunkten  der  Gegenseiten  durch 
einen  Punkt. 

Die  Perpendikel ,  welche  man  von  dem  Mittelpunkte  der  Seite 
er,  SS  0  auf  die  benachbarten  Seiten  fallen  kann ,  stehen  in  dem 
Yerhältniss  sin  A^  :  sin  ii,  >  ^^^  ^^  ^^^^  somit  die  Gleichungen  der 
bezeichneten  Halbirungslinien 

a,  sin  Ai  —  «2  sixi  -^2  =«  0,     «j  sin  A2  —  «3  sin  ^13  =«=  0, 

«3  sin  A^  —  Uy  sin  A^  «=  0. 

Aufg.  5.  Die  Längen  der  Seiten  eines  Vierecks  sind  2,,  Z^i 
{3^  2^;  man  soll  die  Gleichung  der  geraden  Linie  finden,  welche 
d^e  Mittelpunkte  der  Diagonalen  verbindet. 

Aufl.  Sie  ist  2,«| —  l^ci^  "^h^z —  ^4^4  =*  ^5  denn  die  durch 
sie  dargestellte  gerade  Linie  geht  durch  den  Schnittpunkt  der 
Linien  l^u^  —  l^a^^ssaQ^  J^a^  —  i^cr^  a«  0,  welche  nach  der  letz- 

Sftlnon- Fiedler,  untX.  Oeom.  d.  Kegelichn.   4.  Aufl.  5 
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ten  Aufgabe  in  zwei  Dreiecken,  die  eine  Diagonale  als  gemein- 
schaftliche Basis  haben,  den  Mittelpunkt  derselben  mit  der  respec- 
tiven  Gegenecke  verbinden.  Ebenso  durchschneiden  sich  die  durch 
?i  a^  —  /^  cf^  e=s  0  und  Ijcr^  —  J^a^  =  0  dargestellten  geraden  Linien 
im  Mittelpunkt  der  andern  Diagonale.    . 

Äufg,  6.  Welches  ist  die  Gleichung  der  auf  der  Basis  eines 
Dreiecks  in  ihrem  Endpunkte  errichteten  Senkrechten? 

Aufl.  «j  +  «3  cos  Ä2  =  0. 

Au  fg.  7.  Wenn  zwei  Dreiecke  so  gelegen  sind,  dass  die  Senk- 
rechten von  den  Ecken  des  ersten  auf  die  Seiten  des  zweiten  sich 
in  einem  Punkte  schneiden,  so  gehen  auch  die  Senkrechten  von 
den  Ecken  des  zweiten  Dreiecks  auf  die  Seiten  des  ersten  durch 
einen  Punkt. 

Man  bezeichne  durch  ofj  =  0,  «2  *=  ö,  cr^  =  0;  er,'  =s  0, 
cc^'  =  0,  «3'  »=  0  die  Gleichungen  der  Seiten  der  beiden  Drei- 
ecke ,  durch  (cvj  »2)  den  Winkel  zwischen  cr|  :^  0  und  cc^  sss  0  und 
in  derselben  Weise  alle  andern ,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  der 
von  der  Ecke  a, ,  aj  auf  die  Seite  «3'=  0  gefWten  Senkrechten 

in  der  Form  «j  cos  («2 ''^3')  —  ^^2  ^^^  (^'i  ''s')  "^^  ^5  ^^^  ^^®  ^^^  beiden 
Senkrechten  von  den  Ecken  «2,  0^3  und  «3,  a^  auf  die  Seiten 
cf,'  =  0  und  «2'  =  0  respective  in  den  Formen 

Ofj  cos  («3«/)  —  «3  cos  («2  o{)  =0,    «3  COS  («^  Ofj)  —  **1  ^^^  («g  Of,')  =  0. 

Indem  man  zwischen  den  beiden  ersten  Gleichungen  a^  eli- 
minirt  und  die  erhaltene  Gleichung  mit  der  dritten  verbindet,  er- 
hält man  die  Bedingung,  dass  diese  drei  geraden  Linien  durch 
einen  Punkt  gehen ,  in  der  Form 

cos(a,a2')  cos  (a2'*3')  ^^^  ("a^i)  *=  ^^^  (''^i'''^2)  ^^^  (a2'^3)  ^9  {'"'z^i)^ 

und  die  vollständige  Symmetrie  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  sie 
ebensowohl  die  Bedingung  ausdrückt,  unter  welcher  die  von  den 
Ecken  des  zweiten  Dreiecks  auf  die  Seiten  des  ersten  gefällten  Per-  ^ 
pendikel  durch  einen  Punkt  gehen. 

55.  Die  geraden  Linien  a^  —  ftaj  =  0  und  ka^  —  a^^^O 
bilden  mit  der  geraden  Linie  a^  —  a^^^^O,  welche  den  von 
den  Linien  a^  =-0^  «2  =  0  gebildeten  Winkel  halbirt,  gleiche 
Winkel ,  weil  die  eine  von  ihnen  mit  der  Linie  a,  =  0  den- 
selben Winkel  bildet;  wie  die  andere  mit  der  Linie  et,  «s  0. 

Aufg.  Wenn  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  drei  gerade  Linien 
durch  denselben  Punkt  gezogen  werden,  so  schneiden  sich  auch 
die  drei  geraden  Linien  in  einem  Punkte ,  welche  von  denselben 
Ecken  und  unter  derselben  Neigung  gegen  die  resp.  Winkelhal- 
birungslinien  gezogen  werden,  wie  die  vorigen. 

Sind  a,  =0,  a2  =  0,  «3  =  0  die  Seiten  des  Dreiecks  und 
la^  —  ma2  =«  0,  tnofj  —  na^  -=  0,  wofj  —  /a|  «=»  0  die  drei  von 
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den  Ecken  des  Dreiecks  aoBgefaenden  geraden  LinicB,  als  weldie 
nach  dem  Princip  des  Art.  40  sidi  in  einem  Ponkte  dorchselinei- 
den  müssen;  dann  sind  nach  dem  gegenwärtigen  Art.  die  Glei- 
chungen der  drei  geraden  Linien,  die  mit  jenen  nnter  gleicheft 
Winkeln  gegen  die  betreffende  Winkellialbinmgslinie  des  Dreiecks 
von  denselben  Ecken  ans  gezogen  sind. 

Im  ^    m         n  '    n         l  ' 

und  diese  Linien  schneiden  sich  auch  in  einem  Punkte. 

56.  Wenn  a^  —  J:  er,  es  0,  a,  —  k'a^  =^  0  die  Gleichongen 
Ton  zwei  geraden  Linien  sind,  so  druckt  i  :  k'  das  Verhaltniss 
der  beiden  Verhältnisse  ans,  nach  welchen  die  Tbeilstrahlen 
a,  —  ka2^=^0,a^  — ^'«2=0  den  von  den  Strahlen  a,  «=0,  ffj=0 
gebildeten  Winkel  theilen;  sind  die  letzteren  OÄ  und  OB,  die 

ersteren  aber  OP  und  0P\  so  ist  t  =  ^'i?,^,  i  =  ^^n^ 

'  sm  BOP'  sm  BOV 

und  somit  i :  i'  =  ^^ttä  :  - — «7^«^ .    Man  nennt  diesen  Aus- 

sm  jBOP    8m  BOF" 

druck  deshalb  nach  Mobius  das  Doppel- 
verhaltniss  des  Buscheis  der  vier  gera- 
den Linien').  Wenn  ä:  :  i'  =»  —  1  ist,  so 
dass  der  Winkel  AOB  innerlich  und  ausser- 
lieh  so  getheilt  ist,  dass  die  Sinus  derTheil- 
winkel  einerlei  Verhaltniss  besitzen,  so  nennt 
mandasBüschelnnddasDoppelyerhältniss  ein  harmoni- 
sches. Die  beiden  durch  a,  —  ka^  =  0,  «i  -|-  ka^  =  0 
dargestellten  geraden  Linien  bilden  also  mit  den 
durch  a,  =0,  iKj"^^  dargestellten  ein  harmonisches 
Büschel.*)  (Vergl.  Art.  48,  7.)  Die  Winkelhalbirung  ist  ein 
specieller  Fall  (Ä:=  1)  der  harmonischen  Theilung. 

57.  Die  grosse  Wichtigkeit  des  Doppelverhältnisses  be- 
ruht auf  einem  schon  den  Alten  bekannten  Satze ^):  Wenn 
Tier  Ton  demselben  Punkte  O  ausgehende  gerade 
Linien  Ton  einer  beliebigen  geraden  Linie  in  den 
Punkten  Ay  P,  V\  B  geschnitten  werden,   so  ist  das 

Doppelverhaltniss  jp  :  g-p>  der  vier  Schnittpunkte 

unabhängig  von  der  L^ge  der  Transversale,  und  dem 
Doppelverhältniss  des  Büschels  der  vier  geraden 
Linien  gleich.  Man  beweist  denselben,  indem  man  den  senk- 
rechten Abstand  p  jenes  Punktes  0  von  der  Transversale  ein- 
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fuhrt  und  bemerkt,  dass  die  Flächen  der  Dreiecke  AOP^  BOF, 
AOPy  BOF  die  Gleichungen  liefern 

p.AP=OA.OP.  sin  AOP,  p  .  BF  =  OB.OF.  sin  BOF 
p  .  AF=^  OA  .  OF.  sin  AOF,  p.BP  =  OB.OP .  sin  BOP. 
Denn  aus  diesen  entspringen  durch  Multiplication 
p^.AP.  BP'  ^OA.  OB.OP.  OF.  sin  AOP  .  sin  BOF, 
p\  AF.  BP=  OA.OB  .OP.  OF.  sin  AOF.  sin  BOF, 
und  durch  Division  dieser  letzteren 

AP  .  AF  _  ain  AOP  ,  ain  AOP^ 

BP  '  BP"  ~  Bin  BOP  '  sin  BOP'^ 

worin  die  rechte  Seite,  das  Doppelverhältniss  des  Strahlbüschels, 
von  der  Lage  der  Transversale  unabhängig  ist.  (Yergl.  Art.78.) 
Wir  wollen  das  wie  vorher  gebildete  Doppelverhältniss  der 
Punktreihe  ABPF  durch  {ABPF)  und  dss  des  Strahlbüschels" 
durch  iO.ABPF)  symbolisch  ausdrücken. 

Mit  Hilfe  des  letzten  Satzes  kann  man  zu  drei  Punkten 
A,  B,  C  einer  Reihe  respective  zu  drei  Strahlen  a,b,  c  eines 
Büschels  den  Punkt  D  oder  den  Strahl  d  bestimmen,  der  mit 
ihm  ein  gegebenes  Doppelverhältniss  k  :  Je  bildet.  Schneidet 
man  das  gegebene  oder  über  der  Reihe  ABC  gebildete  Büschel 
abc  durch  eine  Parallele  zu  c  iä  A,  F,  oo,  so  ist  für  D'  als 
Schnittpunkt  mit  d 

Jc:Jc=  (abcd)  =  (A'B' oo  F)  =  BF  :  A' D\ 
und  somit  U  durch  sein  Theiluugsverhältniss  K  :  V  in  FA 
gegeben. 

58.  Das  Doppelverhältniss  von  vier  Strahlen 
eines  Büschels  a,  —  ka^^^Q^  «j — ^«2=0,  a, — tna^asO, 

Äj  —  na^  =  0  ist  für  die 
mi  ttl  er  enalsTh  eilstrah- 
len gleich 

k  —  l    Ä;  —  m 
: 

n  —  I    n—  m 
Denn  wenn  die  Strahlen 
des  Büschels  von  einer  will- 
kürlichen Parallelen  zu  der  geraden  Linie  «j  —  0  in  den  Punk- 
ten K,  Ly  M,  N  geschnitten  werden,  so  ist  das  Doppelver- 

hältniss  des  Büschels  durch  j^^  :  j^  dargestellt ;  da  aber  der 

Abstand  a.^  fär  alle  diese  vier  Punkte  denselben  Werth  hat, 
so  sind  die  Abstände  derselben  von  «^  =  0  in -Folge  der  Glei- 
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chungen  der  geraden  Linien  zu  den  Grossen  hj  l,  m,  n  pro- 
portional; und  da  die  Strecken  AK,  AL,  AM,  ^iV  ihrer- 
seits diesen  Abständen  proportional  sind,  so  müssen  auch  KL, 
NL,  KM,  NM  respeetive  zu  ä;  —  l,  n  —  l,  h  —  m^  n  —  m 
proportional  sein.  Der  Ausdruck  des  Doppelverhältnisses  zeigt 
wieder,  dass  für  einen  gegebenen  Werth  d  desselben  zu  drei 
gegebenen  Strahlen  sich  der  vierte  eindeutig  bestimmt;  denn 
betrachtet  man  z.  B.  m  als  unbekannte  Grösse,  so  erhält  man 

far  seinen  Werth  den  Ausdruck  ^L  ~" ,:  ,    .-}  ^,    • 

59.  Die  Sätze  der  Art.  56  und  58  bleiben  gültig,  wenn 
die  geraden  Linien  in  der  Form  A|  —  hL^^^O^K^  —  IL^^^O,  etc. 
aasgedrückt  werden,  wo 

Ai  =  A^x  +  JB|y  +  Cj ,     K^~  A^x  -f  B^y  +  Gj 

ist.  Denn  nach  Art.  24  wird  die  Gleichung  Ax-{-By-^C^'^0 
durch  Division  mit  einem  Factor  auf  die  Form 

ajcosa  +  ysince— |}a=0 

gebracht.  Die  Gleichungen  A| — Tch^^^O,  A| — Ik^^rO,  etc. 
sind  daher  mit  den  andern  Uy  —  kQU^^Q,  aj  —  {pa^^^O,  etc. 
äquivalent,  wenn  q  das  Yerhältniss  der  Factoren  ist,  durch 
welche  A|,  L^  dividirt  werden  müssen,  um  sie  auf  die  Formen 
a, ,  «2  zu  bringen  (vergl.  Art.  54).  Der  Ausdruck  des  Dop- 
pelverhältnisses bleibt  aber  bei  der  Substitution  Tcq,  Iq,  mQ, 
ng  für  k,  l,  m,  n  respeetive  ungeändert. 

Aus  dem  umstände,  dass  der  Ausdruck  des  Doppelver- 
hältnisses nur  die  Coefficienten  k,  l,  m,  n  enthält,  folgt,  dass 
die  Doppelverhältnisse  verschiedener  Strahlbüschel  gleichen' 
Werth  haben,  sobald  diese  Coefficienten  übereinstimmen,  wel- 
ches auch  ihre  Scheitel  und  ihre  ursprünglichen  Strahlen  sind. 
Ist  A,  —  tA,  =  0,  Aj  —  /A^  =  0,  etc.  die  Reihe  der  Glei- 
chungen der  Strahlen  des  einen  Büschels  und  B,  —  kB.^  «»  0, 
B|  —  IB2  =  0,  etc.  die  von  denen  der  Strahlen  des  andern, 
and  nennen  wir  diejenigen  Strahlen  beider  Büschel  entspre- 
chend, in  deren  Gleichungen  derselbe  Coefficient  auftritt,  also 
z.  B.  A|  —  IA2  B»  0  und  B|  —  X^B,  *«0,  ßo  ist  immer  das 
Doppelverhältniss  von  irgend  vier  Strahlen  des 
einen  Büschels  dem  Doppelverhältniss  der  entspre- 
chenden vier  Strahlen  des  andern  Büschels  gleich. 
Wir  werden  oft  Gelegenheit  haben,  von  solchen  Systemen  von 
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geraden  Linien  zusprechen^  die  wir  projectiTiscbe  Strahl- 
b  ü  s  c  h  e  1  nennen.  Sie  heissen  auch  homograpbisch  und  conform. 

Nach  dem  Schlnss  des  vorigen  Art.  bestimmen  drei 
Paare  von  entsprechenden  Strahlen  zwei  projec- 
tivische  Büschel  vollständig  upd  eindeutig.  In  Ver- 
bindung mit  dem  Satze  des  Art.  57  findet  man  ferner^  dass 
zwei  projectivische  Strahlbüschel  immer  in  perspec- 
tivische,  d.  h.  in  solche  Lage  zu  einander  gebracht 
werden  können,  dass  die  Durchschnittspunkte  ihrer 
entsprephenden  Strahlen  auf  einer  und  derselben 
geraden  Linie  liegen;  denn  wenn  man  die  Strahlen  des  einen 
Büschels  durch  eine  Transversale  schneidet,  so  ist  nur  nöthig, 
durch  die  Punkte  1,  2,  3  derselben  auf  drei  bestimmten  Strah- 
len des  Büschels  drei  gerade  Linien  nach  einem  Punkte  so  zu 
ziehen,  dass  die  von  ihnen  mit  einander  gebildeten  Winkel 
denen  gleich  sind,  welche  die  jenen  Strahlen  des  ersten  Büschels 
entsprechenden  Strahlen  des  zweiten  Büschels  mit  einander 
bilden.  Jener  Punkt  bestimmt  sich  als  Schnitt  von  zwei  Kreis- 
bogen, und  die  Strahlen,  welche  von  ihm  nach  den  Schnitt- 
punkten der  Transversale  mit  den  respectiven  Strahlen  des 
ersten  Büschels  gezogen  werden,  sind  genau  die  entsprechenden 
Strahlen  des  zweiten  Büschels. 

Man  erkennt  hier,  dass  in  den  Aufg.  Art.  47,  2,  3  und 
Art.  48,  1  f.  perspectivische  Büschel  vorliegen. 

60.  Wenn  drei  gerade  Linien  a,,  a^yCc^  gegeben 
sind,  welche  ein  Dreieck  bilden,  so  kann  die  Glei- 
chung jeder  beliebigen  Geraden  aa;  +  fty  +  c  =  0  in 
die  Form  aj«,  +  <i2^7  +  ^8^3  =  0  gesetzt  werden. 

Denn  wenn  man  die  Werthe  von  a,,  aj,  «3  in  voller  Länge 
einführt,  so  wird  a^a^  -{■  ^h^2  "{'  ^s^z  "^  ^  zu 
(aj  coscti+öj  cos  «2-1"  ^3  cos  03)  a?-j-  («1  sma^-\'  a^sina^-^a^sincc^yy 

und  dies  kann  mit  der  Gleichung  eiper  beliebigen  Geraden 
identisch  gemacht  werden,  wenn  gleichzeitig 
.a^cos «,+  ci2COsa^-\'a^coscc^'^a,  aisinaj-f-ajsinoj-j-ajsinajssafc, 

^iPi  +  «2i>2  +  «3P3  =  —  c  ist. 

Die  Grössen  aj,  a^,  a^  können  aber  stets  so  bestimmt  wer- 
den, dass  sie  diesen  Gleichungen  genügen ;  vorausgesetzt  nur, 
dass  die  drei  gegebenen  Geraden  nicht  durch  einen  Punkt 
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geheo,  da  dann  die  Gerade  a^a^  +  a^aj  +  ^3*^3  =  ^  noth- 
wendig  auch  durch  diesen  Punkt  gehen  müsste  und  mit  einer 
ihn  nicht  enthaltenden  Geraden  nicht  identificirt  werden  könnte. 

Das  Princip,  dass  es  möglich  ist,  die  Gleichung  jeder 
geraden  Linie  in  Gliedern  aus  den  Gleichungen  von  irgend 
drei  gegebenen  geraden  Linien  er,  =  0,  «2  =  0,  «3  =  0  aus- 
zudrücken, wird  ferner  durch  die  folgenden  Aufgaben  erläutert. 

Äufg.  1.    Die  harmonischen  Eigenschaften  des  vollständigen 

Vierecks  analytisch  abzuleiten. 

Sind  die  Gleichungen  von 

AC,  AB,  BD 

respective 

«1=0,    «2  =  0,    «3  =  0, 

so  können  die  Gleichungen  von 
AD  und  BG  durch 

a,«! — a2«2=0,  a2a2 — öJ3«3=0 
resp.  dargestellt  werden.  Die 
-^  Gleichungen  aller  andern  gera- 
den Linien  der  Figur  lassen  sich 
mit  Hilfe  der  damit  eingeführten  Grössen  ausdrücken.  Wir  wer- 
den im  Art.  81  sehen,  dass  die  Coefficienten  a  gleich  Eins  ge- 
setzt werden  dürfen,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  verringern. 

So  ist  rt,«!  —«2*^2 +  «3 «3  =  0  die  Gleichung  von  (72),  denn 
sie  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  welche  durch  den  Durch- 
schnittspunkt  von  a,a,  —  a^Wj  =  0  {ÄD)  und  «3  =  0  {BD)  und 
durch  den  von  «j  =  0  {AC)  und  a2a2  —  «3^3  =  0  (BC7),  d.  h. 
durch  die  Punkte  D  und  G  hindurchgeht. 

Femer  ist  a, «,  —  «a^s  =  0  die  Gleichung  von  OE,  weil  sie 
durch  E,  den  Durchschnittspunkt  von  a^=0{AO)  und  «3=  0{BD) 
und  auch  durch  den  Durchschnittspunkt  von 

aj«,  —  a2«2  =  0  {AD)  und  a.^u.^  —  03^3  =  0  {BG) 
hindurchgeht;  das  letztere,  weil  man  hat 

Ol«,  —  Oattj  =  (ai«,  —  ajaj)  +  (ö2«2  —  Ö3«3)- 
Die  gerade  Linie  EF  verbindet  den  Durchschnittspunkt  von 
o^B=0,a3=0(J5)mit'dem  voncij«i — «2 ^2 "f" ^3*^3*^0,  «2  =  0(JP), 
und  ihre  Qleichung  ist  daher  a,a,  +  ^3«3  =^  0. 

Endlich  ist  die  Gleichung  von  FO,  welche  die  Punkte  verbindet 

"i'^i+^^s^^O,  a2=Ooder  J'undai«!  — a2«2=0,  0202  ""^3^3  =  0 

oder  0,  a^a^  —  2 a^ «2  +  «3 '^s  "*"  0. 

Aus  Art.  56  ergiebt  sich  jetzt,  dass  die  vier  Linien  EA,  EB, 
EO,  EF  ein  harmonisches  Büschel  bilden,  denn  ihre  Gleichungen 
sind  respective 
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«2^2 


Ö2«2 


a3«3 


«1=Ö»     «3  =  Ö>     «l«!—  a3«3  =  Ö»      «I«|  +  03«3=Ö| 

und  ebenso  bilden  die  Geraden  FE,  FO^  FC^  FB  ein  harmo- 
nisches Büschel,  weil  ihre  Gleichungen  heissen 

und  endlich  die  Linien  OC^  OJD^  OE,  OF  als  von  den  Gleichungen 

—  fl3«3  =  Ö^     «l«l  —  Ö2«2  =  Ö,     öl«!— 03^3  =  ^» 

tti  »1   —  202^2  "I"  <'3*'3  =  ^  ö^®'' 

sind.  Auf  diese  Eigenschaften  des  Vierecks  gründet  sich  die  Con- 
struction  der  vierten  harmonischen  Punkte  und  Strahlen  einer  Reihe 
respective  eines  Büschels  zu  drei  gegebenen. 

Äufg,  2.  Man  soll  die  Eigenschaften  des  Liniensystems  dis- 
cutiren,  welches  gebildet  wird,  wenn  man  durch  die  Ecken  eines 
Dreiecks  drei  gerade  Linien  zieht,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Sei  ABC  das  Dreieck  und 
die  Gleichungen  seiner  Sei- 
ten AB,  BC,  CA  resp. 

«3=0,  «1=0,  «2=0; 

dann  kann  man  die  Gleichun- 
gen der  durch  den  Punkt  0 
gehenden  Geraden  OA,  OB^ 
OC  respective  als 

=  0 

=  0 

»0 


B 


«2  «2 


«3«3 


aj«!  —  a2a2 

wählen  (Art.  55),    Dadurch  sind  aber  die  Gleichungen  aller  andern 
geradenLinien der  Figur  bestimmt;  es  ist  z.  B.  die  Gleichung  von  EF 

a2Cf2  +  03«3  —  «l«!  =0, 

denn  sie  geht  durch  den  Punkt  E  oder  den  Schnittpunkt  der  Linien 
«2  =  0,  ag  «3  —  Ol  «1  =  0  und  durch  jP,  den  Schnittpunkt  von 

«3  ="  0,  a2«2  —  a,«i  =  0. 

Ebenso  ist  a,  «j  +  a2«2  +  ^3^3  =  0  die  Gleichung  von  DF 
und  a|«i-|-a2«2  —  ö3«3=0  die  Gleichung  von  DE,  Damach  er- 
giebt  sich  leicht,  dass  die  Punkte  X,  üf,  N,  d.  h.  die  Durch- 
schnittspunkte von  EF  oder  a2a2  +  «3«3  —  ai«!  =  0  mit  BC 
oder  «j  CSS  0,  von  FD  oder  aj«,  —  ö2«2  +  ^3<'3  =  0  mit  CA 
oder  ofj  ==  0,  und  von  DE  oder  a|«,  +  a2a2  —  ^3^3  =  0  mit 
AB  oder  «3  =  0  in  einer  geraden  Linie  liegen ,  deren  Gleichung 
a^«!  -f-  a2«2  "h  ^3^3  "^^^  0  ist.  Wir  nennen  sie  die  Harmoni- 
kale von  0, 

Die  Gleichung  der  Linie  CN  ist  a|«|  -f*  ^^2  '"^  0,  denn  es 
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ist  dies  eine  darch  C7,  den  Schnittpanki  von  »i  s=s  0,  a^  "^  ^)  ^^^  ^ 
den  Schnittpunkt  von  a^  a|  -}-  Oj  or.^ — 03  c^a = 0  mit  «3  «=0,  gehend 
gerade  Linie. 

Man  erkennt  daraus,  dass  AB  harmonisch  getheilt  ist,  denn 
die  Gleichungen  der  vier  geraden  Linien  CN,  CÄ^  CF^  CJB  sind 

Ol «2  +  ajttj  =  0,    «2  =  0,,  a,  «1  —  ajOfj  =  0,    aj  =  0. 

In  derselben  Art  erkennt  man  auch  die  Punktreihen  X,  (7,  D,  B 
xmd  Jfcf,  (7,  ^,  Ä  als  harmonisch,  und  die  gerade  Linie  X2f^  be- 
zeichnet somit  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  die  Punkte,  welche  zu 
defl  von  den  durch  0  gezogenen  Eck  -  Transversalen  angegebenen 
Schnittpunkten  conjugirt  harmonisch  sind. 

Nach  der  nämlichen  Methode  erhält  man  die  Gleichungen  jeder 
endlosen  Beihe  yon  Geraden,  die  sich  der  betrachteten  Figur  durch 
Verbindung  der  neu  entstandenen  Schnittpunkte  mit  den  alten  und 
unter  einander  anschliessen.  Man  nenne  die  Schnitte  von  ÄDj 
BE,  CF  mit  EF,  FD,  DE  und  mit  LMN  respective  G,  H,  K 
und  X|,  If, ,  ^j,  und  zeige,  dass  GK^  HK^  KG  durch  N,  L, 
M  respective  gehen ;  dass  M^  F  und  N^E  in  ÄO  schneiden ;  etc. 
in  inf  (Geometrisches  Netz®).) 

Die  ersten  Gleichungen  dieser  Aufgabe  sind  auf  mehrere  spedelle 
Falle  von  häufigem  Vorkommen  anwendbar.  So  ist  nach  Aufg.  3, 
Art  54  die  Gleichung  der  Linie,  welche  die  Fusspunkte  zweier 
Höhen  eines  Dreiecks  verbindet, «,  cos  Ä^  +  a^  cos  Ä2 —  «3  cos  ^ = 0 ; 
die  gerade  Linie  a,  cos  Ä^  '\'  a2  cos  A2  -{-  or,  cos  ^3  =  0  geht 
durch  die  Durchschnittspunkte  dieser  die  Höhenfusspunkte  verbin- 
denden Geraden  mit  den  respectiven  Gegenseiten  des  Dreiecks. 
Ebenso  reprSbentirt 

a,  sin  Ä^  -|-  »2  sin  Ä2  —  «3  sin  -4.3  =  0 

dieVerbindungslinie  der  Mittelpunkte  von  zweiSeiten  des  Dreiecks,  etc. 

Aufg.  3.  Wenn  zwei  Dreiecke  so  gelegen  sind  (collinear, 
perspectivisch,  homolog),  dass  die  Durchschnittspunkte  ent- 
sprechender Seiten  in  einer  geraden  Linie  liegen  (Axe  der  Colli- 
neation),  so  gehen  die  geraden  Linien,  welche  die  entsprechenden 
E'.'ken  beider  Dreiecke  verbinden,  durch  denselben  Punkt  (Centrum 
der  Collineation).')  Siehe  ABC  und  DEF  in  der  Figur  auf 
voriger  Seite;  Centrum  0,  Axe  LMN, 

Wenn  die  Seiten  des  ersten  Dreiecks  durch  a,  1=  0,  aj  «=  0, 

«3  s=  0  reprfiaentirt  werden  und  Oj  o^-j-a2cc2~\'^3^z  "="  ^  ^i®  ®^®^' 
chung  der  geraden  Linie  ist,  in  welcher  die  entsprechenden  Sei- 
ten des  zweiten  Dreiecks  jenen  begegnen,  so  müssen  die  Seiten 
des  zweiten  Dreiecks ,  welche  jenen  resp.  entsprechen ,  durch  Glei- 
chungen Yon  der  Form 
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dargesteUi  werden,  und  man  erh&U  durch  successive  Subtraction 
dieser  drei  Gleichungen  von  einander  die  folgenden 

(a,  —  a,')  tf,  =  (oj  —  a/)  a^,     (oj  —  a/)  «^  =  (o,  —  Og')  a^, 

(«3  —  O  «3  =  («I  —  «/)  «1 » 

welche  nach  dieser  ihrer  Ableitung  gerade  Linien  durch  die  £cken 
des  zweiten  Dreiecks  und  nach  ihrer  Form  gerade  Linien  durch 
die  entsprechenden  Ecken  des  erstem  darstellen,  zugleich  aber  durch 
den  blossen  Anblick  als  durch  denselben  Punkt  gehend  erkannt 
werden. 

61.  Man  soll  die  Bedingung  ableiten ;  unter  welcher  zwei 
gerade  Linien  a,  «i  +  a2  «j  -f-  aj  äj = 0 ,  ala^  -}-  «2'a2  4"  ^s'^s = ^ 
zu  einander  rechtwinklig  sind. 

Wenn  man  wie  in  Art.  60  diese  Gleichungen  der  Gera- 
den in  entwickelter  Form  schreibt,  so  kann  man  das  Criterium 
des  Art.  25,  2  anwenden,  nach  welchem  AÄ  -{-  BS  =  0 
diese  Bedingung  ist;  man  findet  dann  für  die  fragliche  Be- 
dingung 

«i«i'  +  «2  «2'  +  «3  »3'  +  (%«•»'  +  ^'2'«3)  cos  («2  —  «3)  + 
(ö3»i'+  «3'«!)  cos  («3  —  «,)  +  («i »/  +  ai'ö2)  cos  (a,  —  a^)=0. 

Da  aber  a,  und  a^  die  Winkel  sind ,  welche  die  Normalen  auf 
die  Linien  «2?  "3  ™i^  ^cr  Axe  der  x  bilden,  so  ist  (a,  —  «3) 
der  Winkel  dieser  Normalen ,  welcher  gleich  oder  supplemen- 
tär dem  Winkel  der  Linien  selbst  ist.  Denken  trir  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  innerhalb  des  Dreiecks,  und  be- 
zeichnen wir  durish  ^,,  ^2,  Jg  seine  Winkel,  so  ist  (a2~*^3) 
das  Supplement  von  A^,  Die  Bedingung  der  Orthogonalität 
beider  Geraden  ist  also 

a,a,'-f-  a2«2'+  03^3—  (^2^3  +  ^h^^-i)  cos  A^  —  («30,'+  aj'a  j)co8  A^ 

—  («102  +^l'^2)CO8-43  =  0. 

Als  ein  specieller  Fall  des  Vorigen  ergiebt  sich  die  Bedingung, 
unter  welcher  die  Gerade  a^  a,  +  «2  ^2  +  Ö3  ^3  •=*  ^  zur  Seite 
«3  =  0  normal  ist,  a^  «*  a^  cos  A^  +  ^1  cos  -^2. 

Auf  demselben  Wege  finden  wir  die  Länge  der  Normalen 
von  dem  Punkte  x'y'  auf  die  gerade  Linie 

a,«!  +  «2«,  +  a3a3  =  0. 

Die  Anwendung  der  Formel  des  Art.  34  auf  die  entwickelte 
Form  dieser  Gleichung  liefert  für  die  abkürzenden  Bezeich- 
nungen 
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i;'cosa,-|-y  sina,  — p,  =«/,  d^'cosa^  +  J/'sina^ — V2^^^2j  ®^' 
das  Resultat 

y{a^  4"  ^t*  +  <*»*-    20,0^  c08  Af  —  2a,  Ol  cos  A^  —  *^«|Oi  cos  Ä^) 

Wenn  der  Zähler  dieses  Ausdrucks  yersch windet;  so  liegt  der 
Ausgangspunkt  der  Normale  in  der  geraden  Linie  selbst.  Die 
Bedeutung  vom  Verschwinden  des  Nenners  wird  später  erhellen ; 
ihr  Interesse  wird  dadurch  erhöht ,  dass  das  Verschwinden  des 
Nenners  nach  der  letztvorhergehenden  Formel  als  die  Bedin- 
gung der  Orthogonalität  für  zwei  Gerade  erscheint,  welche  sich 
decken.   (Vergl.  Art.  25,  Schlussbemerkung.) 

Aufg.  1.  Man  soll  die  Gleichung  einer  Normalen  zu  ag  »»  0 
in  ihrem  Endpunkte  A^  bestimmen. 

Aufl.  Sie  ist  nothwendig  von  der  Form  a|  or,  -j-  ^  «^3  =  0, 
und  die  Bedingung  dieses  Art.  giebt  a^  =  a^QO^A2^  wie  in  Aufg.  6, 
Art.  54  bereits  gefunden  wurde. 

Aufg.  2.  Man  soll  die  Gleichung  der  Normalen  zu  otj  =  0 
in  ihrem  Halbirungspunkte  ermitteln. 

Aufl.  Da  der  Halbirungspunkt  der  Durchschnittspunkt  von 
ffj  =  0  mit  «j  sin  A^  —  «3  ^^^  A^=^0  ist ,  so  ist  die  Form  der 
Gleichung  einer  durch  ihn  gehenden  Geraden 

cf ,  sin  J.J  —  er 2  sin  J.2  +  ^3  ^'a  *=*  0 , 

and  die  Bedingung  des  Art.  giebt  a^  ^=  sin  {A^  —  ^2)- 

Aufg.  3.  Die  in  den  Halbirungspunkten  der  Seiten  eines  Drei- 
ecks auf  denselben  errichteten  Perpendikel  schneiden  sich  in  einem 
Punkte. 

Aufl.    Indem  man  nach  einander  zwischen  den  Gleichungen 

cf,  sin  -4|  —  «2  8^^  -^  "l"  ^3  8'^  (-^1  —  -^2)  *^  ^ 
«2  »in  A2  —  «3  sin  A^  +  «1  sin  (A^  —  ^13)  =  0 

die  Grossen  «i,  «21  ^3  eliminirt,  erhält  man  für  die  Verbindungs- 
linien des  Durchschnittspunktes  der  zwei  betrachteten  Höhenper- 
pendikel mit  den  Ecken  des  Dreiecks  die  Gleichungen 

008  Ai  cos  Af  008  A^  ^ 

und  die  vollkommene  Symmetrie  dieser  Gleichungen  in  Bezug  auf 
'^i  1^21  ^31  ^^'  zo'gt)  dass  auch  das  dritte  Perpendikel  durch  den- 
selben Punkt  geht.  In  der  That  ist  die  Summe  der  Producte  der 
drei  Gleichimgen  der  Perpendikel  mit  sin*ui3,  sin^  J.,,  sin^  A2 
respective  identisch  gleich  Null. 

Aufg.  4.  Man  soll  nach  Art.  25  die  Ausdrücke  für  Sinus,  Cosi- 
nus and  Tangente  des  von  den  geraden  Linien 
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gebildeten  Winkels  bestimnfen. 

Man  findet  für  di6  Tangente  den  Ausdruck 

(cLia^  —  aia^>  sin  Ax  +  (fltOi'  —  «/«i)  sin  ^,  +  («i"/  —  «i'q»)  sin  ^t 


und  durch  Verschwinden  des  Nenners  die  Bedingung  der  Ortho- 
gonalität,  durch  das  des  Zählers  diejenige  des  Parallelismus ;  die 
letztere  kann  für  s^^s^^  s^  als  die  Längen  der  den  Winkeln  A^ , 
A^ ,  A^  respective  gegenüberliegenden  Seiten  des  Dreiecks  «1,02«  ^3 
auch  in  der  Form 

(«2  «3'  —  «2  «3)  «I  +  (^«i'  —  ^'ö|)  h  +  («löj'  —  «1  «2)  ^3  =  0 

geschrieben  werden,  und  man  erkennt  sie  nach  Art.  38  als  iden- 
tisch mit  der  Bedingung,  dass  der  Durchschnittspunkt  der  beiden 
gegebenen  Graden  in  s^a^  -|-  s^f^^  H~  ^s^'^s  "^  ^  enthalten  sei. 
Aufg,  b.    Man  beweise,  dass  die  durch  die  Gleichungen 

tf,  cosil,+  «2^8^12+  a3COS-43=0unda,sin-4j  cos  J.j  sin  {A^ — A^  + 

4- 0^2  ^^^^8^2  sin(J.3  —  Ay)-\'Oi^  sin ^3 cos ^3 sin (uij  — il^)=0 

dargestellten  Geraden  zu  einander  rechtwinklig  sind. 

Aufg,  6.  Finde  die  Gleichung  einer  durch  den  Punkta|',flr2'i«3' 
gehenden  und  zur  Geraden  or^  »=  0  normalen  geraden  Linie. 

Aufl. 
aj(a2-|""3'^sJ.,) — a^(a{'\'a^iiQ9A^-^a^{a.^QO^A^ — a/cos-4j)=0. 

62.  Wir  haben  gesehen ,  dass  in  Beziehung  auf  drei  be- 
liebig angenommeue  gerade  Linien  a^  =0,  a,  i=  0,  a,  =r  0 
die  Gleichung  jeder  vierten  Geraden  in  der  Form 

«1«!  +  «2^2  +  »3  «3  =  0 

ausgedrückt  werden  kann,  und  dass  es  möglich  ist^  Aufgaben 
zu  lösen  durch  eine  Reihe  von  Gleichungen,  welche  ohne  directe 
Beziehung  auf  x  und  y  in  Gliedern  von  ot^y  a^f  cc^  ausgedrückt 
sind.  Daraus  entspringt  für  das  im  Vorigen  ausführlich  er- 
läuterte Princip  ein  neuer  Gesichtspunkt.  Anstatt  a^  nur  als 
ein  Symbol  für  die  Grösse  x  cos  ct^  -{-  y  sin  a,  — 1>,  anzusehen, 
können  wir  annehmen ,  dass  es  die  Länge  der  Senkrechten  von 
einem  Punkte  auf  die  Linie  «i  =  0  bezeichne;  und  wir  können 
darnach  ein  System  von  Dreilinien-Coordinaten  bil- 
den, in  welchem  die  Lage  eines  Punktes  durch  seine 
Entfernungen  von  drei  festen  geraden  Linien,  den 
Fundamentallinien,  bestimmt,  und  in  welchem  eine 
gerade  Linie  durch  eine  homogene  Gleichung 
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zwischen  diesen  Entfernungen  dargestellt  wird.  In 
dieser  Homogeneitat  liegt,  wie  weitergehende  Untersuchungen 
Idiren,  der  hauptsächlichste  Vorzug  des  neuen  Coordinaten- 
Systems;  an  dieser  Stelle  und  durch-  das  Vorhergehende  erkennt 
man  einen  Vorzug  desselben  vor  dem  System  der  Cartesischen 
Coordinaten  darin ;  dass  in  diesem  die  höchste  mögliche  Ver- 
einfachung durch  die  Wahl  zweier  der  merkwürdigsten  Linien 
der  Figur  zu  Coordinatenaxen  erlangt  wird ,  während  bei  der 
Anwendung  von  Dreilinien-Coordinaten  zu  Gunsten  der  Ein- 
fachheit fiber  drei  Fundamentallinien  yerfügt  werden  kann. 
Daraus  vornehmlich  entspringt  die  grossere  Kürze  der  in  Art.  54 
erhaltenen  Ausdrücke  im  Vergleich  zu  den  entsprechenden  des 
zweiten  Kapitels. 

Wenn  eine  Gleichung  a^a^  +  aj«,  -|~  ^s^s  "^  0  gegeben 
und  das  Fundamentaldreieck  bekannt  ist,  so  kann  die  durch 
sie  repräsentirte  gerade  Linie  leicht  construirt  werden.  Wir 
gelangen  dazu  am  kürzesten  und  einfachsten  durch  Verweisung 
auf  Aufg.  2,  Art.  60.  Nach  derselben  bestimmen  sich  die  drei 
Punkte  L,  M,  N,  in  denen  die  durch  die  Gleichung 

bezeichnete  gerade  Linie  die  Seiten  ^2*^3;  ^z^d  ^1*^2  ^^ 
Fandamentaldreiecks  respective  schneidet,  durch  die  Gleichun- 
genpaare 

«,  «  0,  a^cc^  +  03 «3  -=  0;    «^  =  0,  a^cc^  +  ajÄj  =  0; 

«3  =  0,  a^a^  +  a^a^^O. 

Diegeraden  Linien  «2^2"!'  Ä3a3=0oder iljZ,  a3a3-|-  a|a,=0 
oder^ijJlf  und  a,  «i  +  «2^2  **  ^  ^^®^  -^3^  theilen  aber  die 
Winkel  A^A^A^,  A^A^A^j  A^A^A^  des  Dreiecks  respective 
so,  dass  das  Sinusverhältniss  der  Theile  a2:a3,  a^ia^j  a^ia^ 
ist;  man  hat  demnach  nur  diese  durch  die  Coefficienten  der 
Gleichung  bestimmte  Theilung  der  Winkel  des  Fundamental- 
dreiecks zu  vollziehen,  um  durch  die  drei  Punkte,  in  dpnen 
die  Theilstrahlen  die  Gegenseiten  derselben  schneiden,  die  durch 
die  Gleichung  dargestellte  gerade  Linie  zu  erhalten.  Wenn 
man  diese*  Construction  auf  die  Gleichung 

«j  sin  A^  4"  ^2  ^^^  -^2  "H  ^z  ^^^  -4^  =  0 
(Art.  61 ,  Aufg.  4)  anwendet,  so  findet  man,   dass  die  drei 
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Schnittpunkte  des  Ortes  mit  den  Seiten  des  Fundaraentaldrei- 
ecks  in  unendlicher  Entfernung  liegen.  Diese  Gleichung  oder 
s^a^  -j"  ^2^2  4~  ^3^3  '^  ^  kann  daher  als  Ausdruck  der  un- 
endlich entfernten  Geraden  der  £beue  angesehen 
werden. 

63.  Wenn  durch  s^,  S2,  s^  die  Längen  der  Seiten  des 
Dreiecks  ^,^2^3  ^^^^^^^^^^  ^^^^^'^^  welches  die  drei  Funda- 
mentallinien bilden,  so  sind  durch  ^i^i;  ^2^2;  ^3^3  i*cspectiYe 
die  doppelten  Inhalte  der  Dreiecke  OA^A^,  OA^A^j  OA^A^ 
ausgedrückt,  welche  durch  Verbindung  eines  willkürlich  ge- 
wählten Punktes  0  in  der  Ebene  des  Fundamentaldreiecks 
mit  den  Ecken  desselben  gebildet  werden;  denn^aj,  a, ,  a 
sind  die  Längen  der  Perpendikel,  die  man  von  einem  solchen 
Punkte  auf  die  Fundamentallinien  a|S=sO;  «2  =  0,  1x3  «»0 
fällen  kann.  Somit  ist,  wie  auch  der  Punkt  0  genom- 
men sein  mag,  die  Grösse 

immer  dieselbe  und  dem  doppelten  Inhalt  M  des 
Dreiecks  ^1^2-^3  gleich.  Für  den  im  Innern  des  Dreiecks 
gewählten  Punkt  0  erhellt  dies  ohne  Weiteres ;  für  einen  ausser- 
halb gewählten  Punkt  genügt  die  Erinnerung,  dass  durch  den 
üebergang  des  Punktes  0  von  der  einen  Seite  einer  Funda- 
mentallinie  a^  s=s  0  auf  die  andere  der  Werth  des  auf  dieselbe 
bezüglichen  Perpendil^els  sein  Vorzeichen  wechselt;  in  dem 
bezeichneten  Falle  geht  die  Grosse 

«i«!  +  S2«2  +  «3«3 '»  2(0-43^1  +  OA^A^ — OA^An)  =  2 .  A^A^A^ 

über.  Da  die  Grossen  sin  Ai  zu  den  s,  proportional  sind,  so 
ist  auch  aj  sin  A^  -{•  a^  sin  A2  -j-  cc^  sin  ^3  eine  Constante. 
Man  kann  dies  auch  direct  erweisen,  indem  man  nach  Art.  61 
die  mit  sin  («j  —  äj),  sin  (ctj  —  aj),  sin  («j  —  «j)  respective 
multiplicirten  trinomischen  Werthe  Von  a, ,  «2,  a^  addirt; 
denn  die  Coefficienten  Yon  x  und  y  verschwinden,  und  die 
Summe  ist  eine  Constante. 

Das  Theorem  dieses  Artikels  erlaubt  uns,  jede  Gleichung 
in  «17  «2;  ^3'  ^^^^  ^^^  Form  nach  homogen  zu  machen;  denn 
wenn  z.  B.  eine  Gleichung  wie  a^  =  3  gegeben  wäre,  so  kann  sie 
nun  in  der  homogenen  Form  Mcc^  =  3  (s^a^  +  ^3^2  "i"  ^3^3) 
geschrieben  werden. 
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64.  Man  soll  die  Gleichung  einer  Parallelen  zur 
geraden  Linie  a^cc^  -f~  <^2^2  H~  ^3^3  >=»  0  in  Dreilinien- 
Coordinaten  ausdrücken. 

In  Cartesischen  C!oordinaten  sind  parallele  gerade  Linien 
durch  Gleichungen  von  der  Form  • 

Ax  +  By  +  C  =  0,   Ax  +  By  +  C  =  0 
ausgedrückt,  welche  nur  um  eine  Coustante  differiren ;  ebenso 
drückt  die  Gleichung 
a^a^  +  OjCCj  +  aaÄg  +  Ä;  (a,  sin  A^  +  «j  sin  A^  +  «3  sin  A^)=0 

eine  zu  a^cc^  -^  a2<<2  "l"  ^3^3  =  ^  parallele  Linie  aus,  weil  die 
beiden  Gleichungen  nur  um  eine  Constante  differiren,  oder 
weil  die  entsprechenden  Geraden  sich  auf  der  unendlich  fernen 
schneiden. 

In  demselben  Falle  ist 

Ax  +  By  +  C  +  (Ax  +  By  +  C)  =  0 
eine  Gerade,  welche  den  beiden  gegebenen  Geraden  parallel 
iflt  and  den  Abstand  derselben  halbirt;  wenn  also  zwei  Glei- 
chungen PssO,  P' s>  0  in  solcher  Relation  sind,  dass 

P  ^  P'  ==:  const.  ^ 

ist,  so  bezeichnet  P  +  -P'  =  0  eine  Parallele  zu  P  und  P', 
welche  mitten  zwischen  ihnen  liegt. 

Äufg»  1.  Welches  ist  die  Gleichung  einer  Parallellinie  zur 
Basis  eines  Dreiecks  durch  die  Spitze  desselben? 

Sie  ist  «1  sin  Äi  -{-  a^sia  A^«^  0]  denn  dies  ist  eine  durch 
den  Punkt  ff|  =»  0,  a^'^^  0  gezogene  Linie  und  der  Basis  parallel, 
weil  man  sie  in  der  Form  schreiben  kann 

«3  sin  A^  —  («1  sin  Ai  +  ofj  sin  A^  +  «3  ^^  -^3)  *="  Ö. 

Die  vier  geraden  Linien 
«1  =  0,  a^^^^  Oj  «1  sin  ^j  +  «2  ^in  -^2  ""  ^^  deren  letzte  die 
von  der  Spitze  nach  dem  Mittelpunkte  der  Basis  gezogene  gerade 
Linie  ist,  bilden  ein  harmonisches  Büschel;  der  Mittelpunkt  einer 
geraden  begrenzten  Strecke  und  der  unendlich  entfernte  Punkt 
derselben  sind  harmonisch  conjugirt  in  Bezug  auf  die  Endpunkte 
der  Strecke. 

Aufg,  2.  Die  gerade  Linie,  welche  die  Mittelpunkte  der  Seiten 
eines  Dreiecks  verbindet,  ist  zur  Basis  desselben  parallel. 

Ihre  Gleichung  ist  nach  Aufg.  2,  Art.  60 

«1  sin  A^  +  «2  sin  A2  —  «3  sin  -Aj  «=  0 
oder       2a3  sin  A^  =  a^  sin  A^  -f-  aj  sin  ^2  Hr  ^3  ^in  J^ . 

Aufg,  3.  Die  gerade  Linie  s^cc^  —  ^2*2  4"  ^z^3  —  s^ci^  =  0 
in  Au^.  5,  Art.  54  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  Verbindungs- 
linie der  Punkte  «j  «3 ,  «2  *4  •   l^onn  («,  «j  +  $^  a^)  +  (^2  «2  4"  ^4  *'4) 
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ist  eine  constante  Grösse,  weil  es  das  Doppelte  der  Fläche  des 
Vierecks  bezeichnet.    In  Folge  dessen  sind 

parallele  Linien,  und  (ä,  n^  -f-  53  «3)  —  (s^"?  +  ^4*^4)  *=*  ^  ^^t  auch 
za  ihnen  parallel  und  halbirt  ihren  Abstand  yon  einander;  sie 
halbirt  also  die  Verbindungslinie  der  Punkte  o^a^  und  a^a^,  von 
denen  der  eine  der  ersten,  der  andere  der  zweiten  Linie  angehört. 

65.  Man  soll  die  Gleichung  der  geraden  Yerbindungslinie 
zweier  Punkte  x'if%  x"y"  in  der  Form  «i«!  +  «2^2  H"  ^8*^3  *==  ^ 
darstellen. 

Wenn  «/  wie  vorher  die  Grosse  x'  cos  «i  +  y'  sin  «,  =i>i 
bezeichnet,  so  kann  die  Bedingung  dafQr,  dass  die  Coordinaten 
af,  y  der  Gleichung  a,  äj  +  «2*^2  +  «3«"f3  =  0  genügen,  in 
der  Form  a^cc^  -^^  ^2^2' "4"  öTs^s'^  0  geschrieben  werden. 
Ebenso  hat  man  aia|"+  «2^2"+  ^3*3"=  0.     Wenn  man 

dann  diese  beiden  Bedingungsgleichungen  f&r  - ,  ^   auflöst 

und  die  erhaltenen  Werthe  in  die  gegebene  Form  der  Glei- 
chung substituirt,  so  erhält  man  für  die  Gleichung  der  Ver- 
bindungslinie der  Punkte 

«1  («2'<  —  a2"0  +  «2 («s«/'-  «3' «1O+ «3 («I  «3"—  «rO = 0. 
Es  ist  zu  bemerken ,  dass  wir  bei  homogenen  Gleichungen 
in  Dreilinien-Coordinaten  nicht  die  wirklichen  Längen  der  Nor- 
malen von  einem  beliebigen  Punkte  auf  die  Fundamentallinien, 
sondern  nur  die  gegenseitigen  Verhältnisse  dieser  Normalen 
unter  den  cc^,  ctj,  a^  zu  verstehen  brauchen.  Darum  wird  die 
vorige  Gleichung  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  nicht 
geändert,  wenn  wir  pa,',  paj';  ^^3'  ^^^  ^i'>  ^iJ  ^s'  substituiren. 
Aus  demselben  Grunde  darf  man  für  einen  Punkt,  der  als 

Durchschnittspnnkt  der  Linien  -*  «=  ^  =  -•  gegeben  ist,«, ,  a^ ,  «3 

als  Dreilinien-Coordinaten  betrachten.  Denn  wenn  p  der  ge- 
meinsame Werth  dieser  Brüche  wäre,  so  sind  die  wirklichen 
Längen  der  Normalen  vom  Punkte  auf  cc^,  a^,  a^  durch  a^g, 
a^Qf  a^Q  ausgedrückt,  und  q  ist  zwar  durch  die  Gleichung 

^\^i9  '^  h^29  '^  h^9  "^  ^  bestimmt,  man  hat  aber  nach 
dem  Vorigen  nicht  nothig  es  zu  berechnen.  Wenn  man  also 
die  obige  Gleichung  für  die  gerade  Verbindungslinie  zweier 
Punkte  anwendet,  so  kann  man  als  Coordinaten  des  Durch- 
schnitts der  SeitenhalbiruDgslinien  sin  A^  sinnig,  sin  ^3  BiaÄ^, 
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sin  A^  sin  A2,  als  Coordinaten  des  Darchschnitts  der  Hohen 
cos  A^  cos  A^,  cos  A^  cos  A^,  cos  A^  cos  A2,  als  Coordinaten 
für  das  Centram  des  eingeschriebenen  Kreises  1,1,1  und  als 
solche  für  das  des  umgeschriebenen  Kreises  cos  A^ ,  cos  A2, 
cos  ^3  anwenden;  etc. 

Aufg.  1.  Man  entwickle  die  Gleichung  der  geraden  Verbin- 
dungslinie des  Durchschnitts  der  Höhen  mit  dem  Durchschnitt  der 
Halbirongslinien  der  Seiten.    (Vergl.  Art.  61,  5.) 

At^.  a^  sin^i  cos^i  sin  (^2 — -^s)  4"  ^2  ^^-^2  ^^  -^  ^^  (^3 — -^i) 

+ «3  sin  A^  cos  J.3  sin  {A^  —  A2)  =  0. 

Aufg,  2.  Welches  ist  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  die 
Centra  des  eingeschriebenen  und  des  umgeschriebenen  Kreises  ver- 
bindet? 

Aufl.   a,  (cos  A2  —  cos  A^)  +  ^2  (fi^^  -^s  —  ^s  A^) 

-\-  «3  (cos  Ai  —  cos  A2)  =  0. 

66.   Man  soll  die  Entfernung  zweier  Punkte  P\  P"  durch 

ihre  Dreilinien- Coordinaten  «/,  «j'y  ''^a  ^^^  ^x\  "2";  ^z  *^S" 
drücken. 

Wenn   man  aj  ==  ce^  «3    —  a^  «3 ,  a2  =  «3  «j    —  ^3  ^1 7 

«3  =  «jÄ-i'  —  ^j  '^2'  setzt,  so  ist  a^aj  -}-  «2^2  "I"  ^3^3  =  ^ 
die  Gleichung  der  geraden  Yerbindungsliuie  der  betrachteten 
Punkte,  und  es  gelten  zudem  die  Relationen 

«I  «1'  +  ^2  «2'  +  s^a^  =  M  =  5i  «i"  +  «2  «2"  +  ^3  «s"> 
aus  denen  man  durch  successive  Elimination  von  ^1 ;  $2,  s^  erhält 

qN  «2«3  —  s^a2^M{a^'—  a,"),  Sga,  —  5ia3  —  3f  («j'  — <'); 

Sj  a2  —  «2  «i  =  -3f  (<—  O- 
Denkt  man  nun  die  Punkte  P',  P"  mit  der  Ecke  A^  des 
Fandamentaldreiecks  verbunden  und  durch   die  Gerade  P'  P' 
die  Linie  ^^  J.2  in  P  geschnitten,  so  ist  jedenfalls 

^A,  P'F'  =  JA^PP"  -  /JA^  PP\ 

tmd  da  die  beiden  letztern  Dreiecke  die  gemeinschaftliche  Basis 
^fPund  die  zugehörigen  Höhen  a^",  a^  haben,  für  D  als  die 
Entfernung  der  Punkte  P',  P"  und  p  als  die  der  Geraden  P'P" 
vom  Punkte  A^  die  B'Clation 

■j\  Ma*  r    I  ff^  a*  2  a*  II 

(«lOf  —  «,ai)  Bin -dj  ^  ^  ^  '        am  ^1  81 

gültig.  Mit  Hilfe  des  in  Art.  61  gegebenen  Ausdrucks  für  p, 
und  wenn  man  den  Nenner  desselben  durch  S  bezeichnet,  hat 

Salmon-Fiedler,  anal.  Qeom.  d.  Kegeliohn.  A.  Anfl.  6 
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gm      \f  ff 

Euan  aber      p  =  — ^        und  daher      D  «=  ^>  2d       oder 

5Iit  Hilfe  der  drei  Relationen  a)  leitet  man  andere  be- 
quemere Formen  f&r  diese  Entfernung  ab.  Quadrirt  man  jene, 
multiplicirt  sie  mit  5,  cos^,,  ^  cos  Ji^,  s^cos^^  respective 
and  bildet  die  Summe  der  rechten  und  linken  Seiten,  so  re- 
daeirt  sich  wegen  $^  ^^  s^  cos  A^  4~  ^3  c<^  ^1  ^tc.  die  Summe 
links  auf  s^s^s^d\  und  man  erhalt  durch  Substitution 

jjz  _  ?L««'«/*i  ^^  ^i  K'—  «iT  +  Sj  cos  ^2  «—  a/)«! 
M^\  +53  cos  ^3  «  -  a^y  r 

Multiplicirt  man  aber  dieselben  Relationen  paarweis  und 
bildet  die  Summe  der  respective  mit  $, ,  s^,  s^  Yervielfachten 
Producte,  so  reducirt  sich  wegen  s^^  +  Sj^  —  $i^*=^2s^$^  cos  -4,, 
etc.  die  erste  Summe  auf  —  $152^3^^  und  folglich  erhält  man 
durch  Substitution 

7)7 'jhhfSi  «— «2")«— «3")  +  ^2«— «3")(«l'-  0\ 

^  -        3/-«  1  +.  s,  («/  -  a/O  «  -  O  j  • 

Man  kann  diese  letztere  Form  des  Werthes  auch  direct 
ableiten,  indem  man  zuerst  zeigt,  dass  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung durch  eine  Summe  Yon  Vielfachen  der  Producte  der 
Differenzen  der  Coordinaten  ausdruckbar  sein  muss,  und  dann 
darch  die  Specialisirung  derselben  für  die  Ecken  des  Funda- 
mentaldreiecks die  Factoren  jener  Producte  ermittelt.  Endlich 
selbst  nach  der  Methode  der  Substitution  in  den  Art.  60,  61. 

Äufg.  Man  soll  den  Inhalt  des  durch  drei  Punkte  a^\  cr^',  a,'; 
«,",  ff 2",  ofj";  cf,"',  «j"?  «3"  bestimmten  Dreiecks  ausdrücken. 

Aufl.    Mit  Hilfe  der  Bezeichnungen  dieses  Art.  hat  man  für 

die  Gerade  aa'  die  Gleichung  OjCf,  +  «2*'2  4"  ''3*^3  *^  ^  ^"^^  ^^ 
Benutzung  der  vorigen  Ausdrücke  für  die  Länge  der  Basis  und  die 
Beziehung  derselben  zur  Höhe  des  Dreiecks  für  den  doppelten  Inhalt 
den  Ausdruck 

~M%\^\^\       +«2  «2      +Ö3«3     )• 

67.  Man  beweist  wie  im  Art.  7,  dass  die  Länge  der  Nor- 
malen zur  Linie  a^  <=  0  von  dem  Punkte  aus,  welcher  die  Ver- 
bindungslinie zweier  Punkte  in  den  Abständen  u(  und  a^'  im 

Yerhältniss  l :  m  theilt,  durch  -'^ST.^"'-  dargestellt  wird.   Da- 
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her  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes,  welcher  die  Verbin- 
dongslinie  der  Punkte  a^a^a^j  a('tt^'tt^'  im  Verhältniss  l :  m 

theilt,  la{  +  ^^\'j  ^^2  +  ^«2";  ^^^  +  ^«a-  Es  ist  über- 
dies offenbar^  dass  dieser  Punkt  in  der  Verbindungslinie  der 
gegebenen  Punkte  liegt;  denn  wenn  a/ctj'aj' sowohl  als  a('a^'a^' 
der  Gleichung  der  Linie  a^a^  +  ^i^i  +  0^3 «3  ^  0  genügen, 
so  thun  es  auch  la(  +  ^«1 ';  etc. 

Ohne  Schwierigkeit  ergiebt  sich  auch;  dass  la(  —  ma(\ 
etc.  der  yierte  harmonische  Punkt  ist  zu  la(  +  •»«/',  «/,  a/'; 
dass  das  Doppelverhältniss  von  «/ — A;«/',  «,'—  Za/', «/ — ma/', 

^{—nvL^  durch  -^:— ^ —  dargestellt  ist;  dass  femer  die 

beiden  Punktsysteme  in  verschiedenen  Geraden  a(  —  ^^\\ 
«/—  iffi",  etc.  und  a,'" —  ^^\*\  «i"' —  ^^\''y  ^^^  projectivisch 
sind,  da  das  Doppelverhältniss  von  irgend  vier  Punkten  der 
einen  dem  Doppelverhältniss  der  entsprechenden  vier  Punkte 
der  andern  gleich  ist. 

Aufg.  Der  Dorchsclmittspunkt  der  Höhen,  der  der  Halbirungs- 
linien  der  Seiten  und  das  Centrum  des  einem  Dreieck  umgeschrie- 
benen Kreises  liegen  in  einer  geraden  Linie. 

DieCoordinaten  dieser  Fankte  sind  cos  A^  cos  A^ ,  etc.;  sin^^^^^-^s« 
etc.  nnd  cos  A^ ,  etc.  Der  Satz  wird  daher  durch  die  Bemerkung 
bewiesen,  dass  die  letztem  Coordinaten  in  der  Form 

sin  A^  sin  A^  —  cos  A^  cos  ^3 ,  etc. 
darstellbar  sind. 

Der  Punkt  von  den  Coordinaten  cos  (A^  —  Aj^^  cos  [^A^  — -4j), 
CO8  (iij  — A^  liegt  offenbar  in  derselben  Geraden  und  ist  ein  vier- 
ter harmonischer  Punkt  zu  den  drei  vorigen.  Wir  werden  weiter- 
hin sehen,  dass  er  das  Centrum  des  Kreises  ist;  der  die  Mittel- 
ponktä  der  Seiten  des  Dreiecks  enthält. 

68.  Es  ist  von  Interesse,  zu  untersuchen;  welches  die  geo- 
metrische Bedeutung  der  Gleichung 

«1  sin  -4j  +  «2  sin  A^  +  «3  sin  ^j  csss  0 

ist.  Sie  ist  in  der  allgemeinen  Form  der  Gleichung  einer  ge- 
raden liinie  inbegriffen;  kann  aber  nach  dem  Vorigen  keine 
endlich  bestimmbaren  Punkte  enthalten;  weil  für  die  Coordi- 
naten jedes  solchen  die  Grösse  a^  sin  A^  -j-  a^  sin  A^  -{'  ^3  ^^n  A^ 
emer  gewissen  Constanten  gleich,  aber  nicht  Null  wird.  (Art.  63.) 

In  der  allgemeinen  Gleichung  der  geraden  Linie 
ia: -f  jffy  -(-  (7  ==  0  bestimmen  —  C\A  und  —  C:B  die  Ab- 
schnitte^ welche  dieselbe  in  den  Goordinatenaxen  bildet;  je 

6* 
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kleiner  also  A  und  B  werden,  desto  grosser  sind  diese  Ab- 
schnitte  bei  unverändertem  Werthe  Yon  C,  desto  weiter  ent- 
fernt ist  daher  die  durch  Ax  -{-  By  '\-  C  =  0  dargestellte  Linie 
vom  Ursprung.  Für  A^Oy  J5  s=  0  sind  jene  Abschnitte  un- 
endlich gross,  und  alle  Punkte  der  Linie  sind  in  unendlicher 
Entfernung  gelegen. 

Nun  ward  im  Art.  63  gezeigt^  dass  die  betrachtete  Glei- 
chung mit  Oa;  +  Oy+  (7=0  äquivalent  ist;  obgleich  sie  also 
für  endliche  Werthe  von  x  und  y  nicht  erfüllt  werden  kann, 
so  kann  dies  doch  für  unendlich  grosse  Werthe  derselben  ge- 
schehen, weil  das  Product  0 .  oo  einen  endlichen  Werth  haben 
kann.    So  erkennt  man^  dass 

«1  sin  J.,  +  «2  **^^  -^2  +  «3  sin  -^3  «=  0 
eine  gerade  Linie  darstellt^  welche  ganz  in  unendlicher  Ent- 
fernung liegt  (Art.  62);  und  zugleich^  dass  die  Gleichung  dieser, 
ui^endlich  entfernten  Geraden  in  Cartesischen  Coordinaten 

0.a;  +  0.y  +  C=0 

ist.  Wir  werden  die  letztere  Gleichung  zur  Abkürzung  des 
Ausdrucks  gelegentlich  in  der  minder  exacten  Form  C  <=  0 
citiren. 

Wir  sahen  im  Art.  64^  dass  eine  zur  Linie  a,  >=»  0  Par- 
allele eine  Gleichung  von  der  Form  a^  +  C^  =  0  hat,  und  er- 
kennen jetzt,  dass  dies  nur  ein  weiteres  Beispiel  zu  dem  Princip 
des  Art.  40  ist  (vergl.  Art.  61,  Aufg.  4).  Denn  eine  Parallele 
zur  Geraden  a^  =  0  kann  als  eine  sie  in  unendlicher  Entfer- 
nung schneidende  Gerade  betrachtet  werden,  und  nach  Art.  40 
repräsentirt  a, -|-C=0  eine  Gerade,  welche  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  «j  =  0  und  (7  =  0  oder  durch  den  Schnitt 
derersteren  mit  der  unendlich  entfernten  Geraden  hindurchgeht. 

69.  Es  ist  noch  hinzuzufügen,  dass  Cartesische  Coordi- 
naten nur  ein  specieller  Fall  von  trimetrischen  Coordinaten 
sind.  Man  glaubt  vielleicht  zuerst  einen  wesentlichen  Unter- 
schied zwischen  beiden  darin  zu  finden,  dass  Gleichungen  in 
trimetrischen  Coordinaten  homogen  sind,  während  man  in  den 
Gleichungen  mit  Cartesischen  Coordinaten  ein  absolutes  Glied 
von  Gliedern  des  ersten,  zweiten  u.  s.  w.  Grades  unterscheidet. 
Aber  eine  einfache  Ueberlegung  zeigt,  dass  diese  Differenz  nur 
scheinbar  ist,  dass  Gleichungen  in  Cartesischen  Coordinaten 
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in  Wirklichkeit  ebenfalls  homogen  sein  müssen^  wenn 'sie  es 
auch  nicht  in  der  Form  sind.  Der  Sinn  der  Gleichung  x  ^=3 
kann  beispielsweise  kein  anderer  sein,  als  dass  die  Linie  x  drei 
Füssen  oder  Zollen  oder  überhaupt  drei  Lineareinheiten  gleich 
isty  während  die  Gleichung  xy  =^9  aussagt;  dass  das  Recht- 
eck xy  gleich  9  Quadratfussen  oder  9  Qoadratzollen  oder  über- 
haupt gleich  9  Quadraten  von  einer  gewissen  Lineareinheit 
ist;  etc.  Um  solche  Gleichungen  auch  der  Form  nach  homogen 
zu  machen,  kann  man  die  Lineareinheit  durch  0  bezeichnen  und 
dann  die  Gleichung  der  geraden  Linie  in  der  Form  schreiben: 

Ax  +  By  +  Cz^  0. 

Vergleicht  man  dies  mit  der  Gleichung 

a,a,  H-a^«^  +  a^a^  =  0 

und  erinnert  sich,  dass  nach  Art  68  die  Gleichung  einer  un- 
endlich entfernten  geraden  Linie  die  Form  jgr  «=  0  annimmt, 
so  erkennt  man,  das's  Gleichungen  in  Cartesischen  Co- 
ordinaten  nur  die  specielle  Form  sind,  in  welcher 
Gleichungen  in  trimetrischen  Coordinaten  erschei- 
nen, wenn  zwei  der  Fundamentallinien  zu  Coordi- 
natenaxen  gewählt  werden,  indess  die  dritte  in  un- 
endlicher Entfernung  liegt.     (Vergl.  Art.  79.) 

Nachdem  wir  so  in  der  aus  der  abkürzenden  Symbolik 
hervorgegangenen  Bezeichnungsweise  des  Art.  6()  die  wahr- 
haft allgemeine  Bestimmungsform  erkannt  haben,  die  an  Stelle 
der  Cartesischen  Coordinaten  zu  setzen  ist,  soll  nun  auch  das 
Symbol  x  an  die  Stelle  der  a  treten,  so  dass  x^j  X2,  x^  die 
Coordinaten  eines  Punktes  sind.  Die  Uebertragung  der  Glei- 
chungen in  diese  Bezeichnung  ist  selbstverständlich. 

70.  In  dem  Vorhergehenden  ist  eine  wesentliche  Erweite- 
rung des  ursprünglich  angenommenen  Begriffs  der 
Coordinaten  enthalten. 

Man  versteht  hiernach  leicht,  wie  jeder  besondern 
Art,  die  Lage  eines  Punktes  in  Bezug  auf  Punkte 
oder  Linien  zu  bestimmen,  deren  Lage  als  bekannt 
Torausgesetzt  wird,  ein  besonderes  Coordinaten- 
system  entsprechen  muss.  Nachdem  die  Bestimmung 
eines  Punktes  durch  Coordinaten  erlangt  ist,  wird  jede  gerade 
oder  kronune  Linie  als  eine  Reihe  von  Punkten  aufgefasst. 
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und  das  Gesetz  der  gegenseitigen  Abhängigkeit  ihrer  Coordi- 
naten  durch  eine  Gleichung  zwischen  denselben  dargestellt;  so 
genügen  die.Gartesischen  Coordinaten  aller  Punkte  einer  gera- 
den Linie  einer  vollständigen  Gleichung  des  ersten  Grades 
zwischen  zwei  Veränderlichen;  die  Dreilinien-Goordinaten  der- 
selben Punkte  einer  homogenen  Gleichung  des  ersten  Grades 
zwischen  drei  Veränderlichen  ^  und  diese  Gleichungen  stellen 
eben  deshalb  die  gerade  Linie  dar. 

Setzt  man  an  die  Stelle  des  Punktes  als  des  ur- 
sprünglichen durch  Coordinaten  zu  bestimmenden 
Raumelementes  irgend  ein  anderes  geometrisches 
Gebilde,  so  erhält  man  dadurch  in  einem  andern 
Sinne  neue  Coordinatensjsteme«  Immer  aberstellen 
Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  die  aus 
jenen  Elementargebilden  zusammengesetzten  räum- 
lichen Formen  dar.  Neben  dem  Punkte  hat  kein  anderes 
geometrisches  Gebilde  so  viel  Berechtigung,  als  elementar  be- 
trachtet zu  werden,  und  kein  anderes  bietet  so  leicht  die  IMog- 
lichkeit,  durch  stetige  Reibung  neue  Gebilde  als  zusammen- 
gesetzte aus  sich  hervorzutreiben,  als  die  gerade  Linie.  In- 
dem man  jede  gerade  Linie  in  Bezug  auf  gewisse 
feste  Punkte  oder  feste  Linien  von  bekannter  Lage 
durch  Coordinaten  in  verschied  euer  Weise  bestimmt, 
erhält  man  die  verschiedenen  Coordinatensjsteme 
der  geraden  Linie®). 

Von  da  an  verfolgen  die  analytische  und  die 
reine  Geometrie  von  demselben  Princip  aus  auf  ver- 
schiedenen Wegen  das  gleiche  Ziel. 

Ehe  wir  in  diese  Entwickelung  eintreten,  soll  ein  wich- 
tiges Hilfsmittel  für  die  Untersuchungen  der  analytischen 
Geometrie  erwähnt  werden,  die  Lehre  von  den  Determi- 
nanten. 

71.  Zunächst  ergiebt  sich  aus  dem  Bisherigen  ein  nütz- 
licher Wink  für  die  Bezeichnungsweise  der  in  den  analytisch- 
geometrischen Untersuchungen  auftretenden  Grössen.  Das  Co- 
ordinatensystem  mit  drei  Fundamentallinien  hat  ergeben,  dass 
die  lineare  homogene  Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen 
das  abgeleitete  Element,  die  gerade  Linie  ausdrückt.  (Art.  60.) 
In  Folge  ihrer  Symmetrie  kann  man  aber  diese  Gleichung 


Indice&bezeichnuDg  und  Determinanten.   71.  87 

ajX,  -j-  «2^2  +  ^3^3  **  ^  abkürzend  in  der  Form  ZaiXi^^Q 
darstellen,  wo  27  die  Summe  von  drei  gleichartigen  Ausdrücken 
mit  den  Indices  1,2,3  respecÜYe  bezeichnet.  Das  nämliche 
Verfahren  lässt  sich  auf  riele  der  allgemeinen  Ausdrücke  der 
Art  61  f.  anwenden ;  man  schreibt  die  Bedingung  der  Recht- 
winkligkeit zweier  Geraden  JJaiXi  =  0,  JJaiXi  =  0  (Art.  61) 
in  der  Form  ZoiGi  —  2J  (a^ai  +  ajat)  cos  Äi^O]  die  Länge 
der  Entfernung  Yom  Punkte  x'  auf  die  Gerade   £aiXi  =»  0 

(Art.  61)  in  der  Form   ,  ^  , — -.^^^ — j-rU  den  Ausdruck 

^  ^  {  £a^*  —  2  Za^aj  cos  -4^^ )  ' ' 

für  die  tan.  des  Winkels  zweier  Geraden  27a,a:«  ^=  0,  Za'iXi  «s  0 
(Art  61,  Aufg.  4)  als  tan  9  =  ^^^^^~~i^^^^^^ ^ 

dieGleichung  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  x',  a;"  (Art.  65) 
als  ZXi  (xjXJt  —  afjXi)^=0]  die  Gleichung  der  Geraden  (Art.  65, 
Anfg.  1),  welche  die  Durchschnittspunkte  der  Höhen  und  der 
Seitenhalbirongslinien  des  Dreiecks  verbindet,  und  die  Glei- 
chung der  Verbindungslinie  der  Centra  des  eingeschriebenen 
und  des  umgeschriebenen  Kreises  (Art.  65,  Aufg.  2)  respective 

ZXi  sin  Äi  cos  Äi  sin  (Aj  —  -4»)  =  0 ;  JJXi  (cos  Aj  —  cos  Ak)  «=  0. 

Die  Unterscheidung  der  einzelnen  in  die  Gleichungen  eintre- 
tenden Grossen  durch  Indices,  auf  welche  zunächst  die  Gleich- 
artigkeit derselben  natürlich  geführt  hat  (Art  53  f.,  Art.  60), 
ist  dazu  erforderlich  und  bequem.  Diese  Ausdrucksform  wendet 
sich  besonders  leicht  auf  die  allgemeinen  Ausdrücke  an,  welche 
nicht  durch  specielle  Wahl  der  Fundamentalpunkte  verkürzt 
sind;  und  es  ist  schon  in  Art.  45  bemerkt  worden,  dass  durch 
solche  specielle  Wahl  der  Gewinn  der'Eürze  gewöhnlich  durch 
Verlust  an  Symmetrie  beeinträchtigt  wird.  Das  wichtigste 
Mittel  zur  vollen  Verwerthung  des  Vortheils  der  Homogeneität 
und  Symmetrie  bei  der  Benutzung  der  trimetrischen  Coordi- 
naten  sind  aber  eben  die  für  das  ganze  Gebiet  der  homogenen 
Functionen  fundamentalen  Grundsätze  der  Determinan- 
ten theorie^).  Sie  bieten  auch  für  die  wichtigsten  Sätze  der 
ersten  beiden  Kapitel  die  geeignetste  Form  dar.  Wir  ver- 
weisen für  diese  Theorie  auf  die  „Vorlesungen  über  die  Algebra 
der  linearen  Transformationen  von  G.  Salmon.  Deutsch  bearb. 
von  W.  Fiedler'*  (2.  Aufl.  Leipzig  1877),  wo  in  den  ersten 
Tier  Vorlesungen  die  Hauptstücke  der.  allgemeinen  Theorie 
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•  • 


und  in  zwei  weiteren  die  Theorie  der  geometrisch  wichtigen 
speciellen  Formen  Ton  Determinanten  entwickelt  sind  (S.  1 — 66). 
72.    Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte 
xy\  x"y'  erhält  man  aus  den  Gleichungen 

ax  -{-hy  -{-  c^Qy  ax  -j-  6y'  -j-  c  ==  0,  ax"  +.6y"  +  c  =  0 

durch  Elimination  Yon  a,bj  c  (vgl.  „Vorlesungen"  Art.  4  f.) 
in  der  Form 

1 


=  0;  für  trimetrische  Coordinaten 


X^    j^2  1^3 
^1   1^2  7^3 


=  0. 


Mit  Vertauschung  der  Zeilen  und  Colonnen  erscheint  die  erste 
Determinante  als  Resultat  der  Elimination  yon  Ij  m,  n  zwischen 
den  drei  Gleichungen 

Ix  +  mx  +  nx"  =  0,  Zy  +  my  +  ny"  =  0,  Z  +  m  +  n  =  0; 

man  erhält  aus  der  letzten  l  sss  -^  (m  -{-  n)  und  aus  den  ersten 
damit 


mx'  +  nx 

m  +  w     ' 


Xs= 


(Art.  7.) 


Drei  Punkte  sind  in  einer  geraden  Linie ;  wenn  die  Co- 
ordinaten {pc,y\x^y  x.^j  x^)  des  dritten  derselben  Relation  in 
Determinantenform  genügen.  Sind  sie  nicht  in  gerader  Linie, 
so  ist  der  Werth  derselben  Determinante  im  ersten  Falle  die 
Fläche  des  yon  ihnen  gebildeten  Dreiecks.  Die  Bedingungs- 
gleichung des  Art.  38  ist  die  Determinanten -Relation 

AyB  ,C 

4',-B',C'    =0 

und  ihre  drei  Ausdrucksweisen  sind  yerschiedene  Entwicklungs- 
formen derselben.  Der  Ausdruck  des  Art.  39  für  den  doppelten 
Inhalt  des  durch  die  Geraden  begrenzten  Dreiecks  ist  daher  auch 

Ä  ,B  ,C' 

t;~b      ä ~b^  ~   Ä\  B' 

Ä',  B    '    A\B'    '    A,  B 
Die  Bedingung  des  Parallelismus  für  die  zwei  Geraden 
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lüiXi  =  0,  ZaiXi  =  0  ist 


=-0. 


sin  Ai  j  sin  Ä2  j  sin  A^ 
a, ,  «2,  aj 

Dieselbe  Determinante  ist  der  Zähler  des  Ausdrucks  für  die 
Tangente  des  Winkels  zweier  Geraden.  Die  Goordinaten  x'  des 
Diirchschnittspunktes  zweier  Geraden  EoiXi «»  0,  Za'iXi  «=  0 
bestimmen  sich  als  drei  Unbekannte  aus  drei  linearen  Glei- 
changen  und  zwar  mittelst  der  Belation  ESiXi  =^  M  und  für 
B  als  Symbol  der  Determinante  {s^a2a^)  oder  mit  den  Zeilen 
der  5,  aj  a  durch  folgende  Ausdrücke 

^ '    -Äf  /        /        '    \     '     -"f  /       '        '    \     '     -«f  /       '        »    \ 

^1=5CÖ2«3  — Ö2Ö3)>^2  =  jjC«3Öl  — «3Öfi;,»3=^C«lÖ2— ÖJ  «2)» 

in  welchen  man  die  binomischen  Factoren  als  die  Factoren 
der  s^jS^j  s^  in  der  Entwickelung  der  Determinante  12  erkennt 
Als  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  x'  gehenden.  Normale 
zur  Geraden  ZüiXi  »=  0  erhält  man  leicht 

^1  >  ^\}    fl^i   —  «2  ^os  A^  —  «3  cos  A^ 

X2  f  x^t  —  ci\  cos  A^  -|-  Ö2  —  0^3  cos  A^    =  0. 

x^j  x^j  —  a^  cos  A2  —  «2  ^^^  -^1  "I"  ^3 

Die  Elemente  der  letzten  Colonne  dieser  Determinante  sind  den 
Coordinaten  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Normalen  pro- 
portional. Man  findet  daraus  natürlich  z.  B.  für  a,  =  aj  ="  0, 
^\  =  iCß'  =  0  die  Gleichung  x^  +  x^  cos  J..^  «=  0  der  Normalen 
auf  2^3  «=  0  in  seinem.  Endpunkte  A2  wieder,  die  in  der  1.  Aufg. 
des  Art.  61  gegeben  ist.  Man  findet  auch  für  das  Quadrat  der 
Entfernung  zweier  Punkte  Xj  x"  den  Ausdruck 


1 ,        —  cos  -4-3 ,  —  cos  A2 ,  x^\  x( 

—  cos  -^3  ,        1 ,  —  cos  A^ ,  fljj",  X2 

—  cos  A2 , —  cos  -4 , ,      1 ,         x^'  y  x^ 

x;\        0,    0 
x'  0,    0 


x^  , 


X 
X 


2  7 
2  > 


Endlich  sei  bemerkt,  dass  die  Fläche  des  durch  drei  Punkte 
X ,  x",  o;"'  als  Ecken  bestimmten  Dreiecks  für  trimetrische  Co- 
ordinaten 


2M« 


•^1    ;  ^2    7  ^3 

^1     7  ^2     7  «^S 

•*'l    ;  '*'2    7  •*'3 


ist. 
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73.  Wenn  im  Art.  39  die  Fläche  des  durch  drei  gerade 
Linien  bestimmten  Dreiecks  durch  die  Coefficienten  ihrer  Glei- 
chungeu  gegeben  ist^  so  kann  auch  dies  für  trimetrische  Co- 
ordinalen  und  in  Determinantenform  ausgef&hrt  werden;  diese 
Entwickelung  soll  als  eine  Uebung  hier  mitgetheilt  werden. 
Sind  Ua'iXi  =  0,  Za'iXi  =  0,  ZaToi^i  =  0  die  Gleichungen  der 
Geraden  und  bezeichnen  \j  h2,  A3  die  Werthe,  welche  die 
linken  Seiten  derselben  durch  Substitution  der  Coordinaten  der 
Gegenecken  annehmen^  so  gilt  die  Gruppe 

a,'a:/  -+-  a^x^'  +  a^'x.^'  =  Ap   a/a;,"  +  a/a;/'  +  a^'x^"  =  0, 

ff  ^  f    i  ff       f    I  ff       t  n.  ff       ff     \  ff       ff     i  ff ff  T 

«1    X^  H-Öj    X.^  -(- «3    ajg    =  0,     ^1    Xy     -[-  «2    X^    +  <*8    ^3    ='*2' 

^  ff  ^  fff     I  ff  ^  iff     I  "  ^  '"  {\ 

«1    ^1       +  «2    ^2      +  «3   ^3      =  ^* 

ff  ^   f      I  "'         /     I  fff         r  f\  fff        ff       I  "'_   '/      I  '"__   "  f\ 

a,   a;i -j-aj   x^-^-a^   x^^=\),  a^  x^   +«2  ^2   +^3  ^3  =^» 


//'„ '" 


^1  ^1 "  +  0^2  ^2    +  ^3"  -^i 


A3. 


Wenn  man  in  derselben  aus  den  neun  links  stehenden  Tri- 
üomen  die  Determinante  bildet ,  so  muss  ihr  Werth  der  Deter- 
minante der  rechten  Seiten  gleich;  d.  i.  gleich  A1A2A3  sein;  sie 
ist  aber  das  Product  der  beiden  Determinanten  (,, Vorlesungen'' 
Art.  22) 


a,'  ,  «2'  ;  «3' 

*1     J  **'2     >  •'^S 

fr              ff               ff 
d^        y(l*l       y    Ö3 

und£  = 

'/  't  ff 
Xj     )  X2    f  x^ 

fff               fff                fff 

fff  ^  fff  ^  ff 
X^    f  X2    )  »3 

und  da  die  letztere  nach  dem  Schlussresultat  des  Yorigen  Art. 
für  jP  als  die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks 

gleich ist,  so  folgt  F=  AiA^A«. 

Nun  ist  5j  a;,'  -[-  52^:2'+  h^z=^  ^t  ^i^i '+  ^2^2"+  ^3^3"-^  -^; 
5(  rc/"  +  520:2"'  +  «3 «3'"  =  Jlf ,  und  man  kann  zwischen  je  einer 
von  diesen  Gleichungen  und  den  Gleichungen  des  bezüglichen 
Systems  von  drei  Gleichungen  oben  die  Coordinaten  x\  x\  x" 
respective  eliminiren.   Dies  giebt  die  Resultate 


«/  ;  «•/  >  «3'  ;  ^1 
1 


//       ff       ff 
«1  1  «2   I  ^3 

/f  ///  fff       r\ 


.»i-o. 


I 


^2    i  **3 


•I     ,  ö2     ,  03 


h     >^\ 


a{  ,  a^   »  Ö3'  ;  0 

,A2 

,  0 


*f 

I     >  **2    ' 
fff         fff 


(X%     •  (kt    «  6^3 


«I     »Oj    >«3 


=  0, 


;  ^2    ;  ^3 


«/  >  Ö2'  ;  «3'  >  Oi 

öl    ,Ö2    ,«3    ,    0 

.    I«3    >«j' 

,JIf| 


fff 


ai   ,a 


0 


S|     ,  ^2     ,  ^3 


oder  („Vorlesungen"  Art.  16) 


A,= 
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fr 


f/ 


a,  ,«2  10^3 


^/ 


m 


fff 


^1     7*2     7  ^3 


«^ 


7    *2  = 


a,' 

,«2' 

7  «3 

«1 

,«2 

7^3 

'    >   %  —  „  "'■ 


MÄ 


*n 


/^      /^      tf 
1  7  ^2  7  ^3 


^1   7  ^2  7  ^3 


UDd  daher  durch  Substitution  in  jP  =      am'^^^ 

2 


s^s^s^^ 


F= 


^1  7  «2   >  «s 
/^       //       // 

«1  7  «2   7  «3 


a 


/// 


a 


tn 


1     7  "'2  .  7  **3 


a^ 


/'/ 


fll", 

< 

,«3 

«1     7 

«1      7 

«2 

7^3 

// 


ttt 


a 


I     7**2 


a,  ,a 


3 


f/f 


^/f 


«1       ,    «2       ;    03 
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Man  hatte  diese  Gestalt  des  Ausdrucks  nach  Art.  39  er- 
warten dürfen ;  denn  die  Determinante  des  Zählers  verschwindet 
wie  dort  für  drei  Gerade ,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  und 
die  Determinanten  des  Nenners  bedingen  durch  ihr  Verschwin- 
den den  Parallelismus  Yon  irgend  zweien  unter  den  drei  Geraden. 

An  die  Frage  Yom  Inhalte  des  Dreiecks  knüpfen  wir  noch 
ein  Beispiel  über  die  Verwendung  an,  welche  die  elementaren 
Eigenschaften  der  Determinanten  in  solchen  Fragen  gestatten. 
Man  hat  in  rechtwinkligen  CartesischenGoordinaten  die  doppelte 

17^:',» 


Fläche  des  Dreiecks  F  ^ 


sig  schreiben 


1,0)0,0 
0,  1,  X  ,  y 
0,l,af',r 
0,l,x"',y'" 


und  kann  dafür  gleichmäs- 


.'"    - ''/: 


Irff         I 


and  — 


0,1,0    ,0 

1,0,«'  ,y 

\Ax',y" 

»0>«  ,y 


man   erhält 


F» 


aber  durch  Maltiplication  dieser  letzteren  miteinander  („Vor- 
lesungen« Art.  22  und  Art.  16  f.) 

0,  1         ,  1  ,  1 
,xx    +yy,xx   +yf/,xx   +f/y 

■m         f       0f  t  r      ff  »f      tt  I  ff    Jt  ff        Jlf        t  tt 

\,3ix    -\-yy  ,x  X    +y^,xx   +y  y 

1,  x'x"  +  y'y",  x"x"'  +  y'V",*"«'"  +  V'y 
1         ,  1  ,  1 

\,-2{a!x'  +y'y),  -2{x' x" +y' f),  -2(x'  x"+y'  y") 
\,-2{xx"+f^y"),  -2{x"x" +y"y").  -2{x" x"+y" y") 
1,  -2(x'x"'+yY'),  -2{x"x"+y"y").  -  2{x'"x"-\-i/Y')\ 


0, 


trr 


ff      '/* 


ffi     fff 
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denn  durch  Multiplicaüon  aller  Elemente  aller  Zeilen  mit  — 2 
und  nachherige  Division  derjenigen  der  ersten  Zeile  und  Co- 
lonne  mit  — 2  ist  die  ganze  Determinante  mit  4  multiplicirt 
worden.  Addirt  man  nun  zu  den  drei  letzten  Zeilen  dieser 
Determinante  die  entsprechenden  Elemente  der  ersten  respec- 
tiye  mit  x'^  +  y  2,  a:"^  +  y"2,  x'""^  +  y'"2  multiplicirt,  und 
addirt  man  ebenso  zu  den  drei  letzten  Colonnen  die  entspre- 
chenden mit  denselben  Binomen  multiplicirten  Elemente  der 
ersten,  so  entsteht  —  4J?^  gleich 

0,        1,1        ,         1 

1,  0  ,(x'_a;7+(y'-y")S(x-aj"')'+(y'-y7 

1 ,  {x-x'  )'+(y'-y"  Y,  0  ,(^"-^"?+(ff"-y"')' 

d.  h.  für  a,  6,  e;  als  die  Seiten  des  Dreiecks,  die  den  Ecken 
xy\x"y\x"y''  gegenüber  liegen;  hat  man  das  16fache  Quadrat 

;o,  1,1, 1 1 


seines  Inhalts 


1,0,  c' 
1 ,  c*,  0  ,  a 


|1,  h\  a\  0  I 
Eine  einfache  Umformung  führt  diesen  Ausdruck  auf  eine  sehr 
bekannte  Formel  zurück;  man  multiplicirt  jede  der  yier  Zeilen 
mit  ahc  und  dividirt  darnach  die  drei  letzten  Zeilen  und  Co- 
lonnen mit  bcj  ac,  ab  respective,  als  wodurch  man  den  Werth 
der  Determinante  nicht  ändert^  uud  erhält 

0,  a,  b,  c 

a,  0,  c,  6 

6,  c,  0,  a 

c,  6,  a,  0 

Addirt  mau  nun  hier  die  Elemente  der  drei  letzten  Zeilen 
zu  denen  der  ersten,  so  erkennt  man,  dass  die  Summe 

{a  +  b  +  c) 
ein  Factor  der  Determinante  ist.  In  gleicher  Weise  findet  man 
—  c  +  6-[-a,  c  —  6  +  a,  c-|-6  —  aals  Factoren  der  Deter- 
minante, so  dass  sich  ihr  Werth  Yon  dem  Producte  dieser  vier 
Trinome  nur  durch  den  Factor  —  1  unterscheidet,  d.  h.  man 
hat  für  die  Fläche  des  Dreiecks  den  Ausdruck 


{y{a  +  b  +  c)  {b  +  c  —  a)(c  '+a  —  6)  (a  -f  6  —  c) 
identisch  mit  der  bekannten  elementaren  Formel. 
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Bei  der  Bestimmung  des  Durchschnittspunkts  zweier  Ge- 
raden hat  man  die  Unbekannten  x^  y  aus  den  Gleichungen 
(ix-{'by'\'C==0,  aX'\'b'y-\'C=0  oder  aus  den  Gleichungen 

«1^1  +  «2^2  +  ^^3  =  0»       «1^1  +  «2^2  +  «3' ^3  =  0, 

«1^1  +52^2  +  ^3^3  =  -^ 

ZU  bestimmen  und  findet  im  ersten  Falle  („  Vorlesungen '^  Art.  29) 

—  cb'  +  cb  —-  ac  +  a^ 

ab'  —  ab  '     ^  aV  —  ab 

und  im  zweiten  mit  12  <»  (a^^  a2,  s^) 

wie  in  Art.  72.     Schneiden  sich  drei  gerade  Linien 

«1^1   +  «2^2  +  ö^3^3  =  ^}      «l'^l  +  «2' ^2  +  Ö3'^3  =  0, 

a/'a?!  +  a^'x^  +  «3"  »3  =  0 


in  einemPunkte,  so  ist  ü  == 


«1  ,  a2  I  ^3 


a 


a. 


ü' 


I  ;   "2  >   "3 

/^       /*       // 


=0y  und  die  Verhältnisse 


derCoordinatendes  Schnittpunktes  sind  (,yVorlesungen''Art.29) 
^1 :  a:^ :  x^  =  («2 «3  —«2  »3 ) •  (03  «1  — «3  «1 )  =  («1  «2  —«1  «2 ) 

aj  «3  — «2^3   )•(%    ÖJ— «3«1    )•(«!    «2— «I  «2   ) 

=  {n^a^—  a^ «3)  =  («3 «/  —  ^^3' «i) :(«!  öj'  —  a/aj). 

Aufg.    Man  entwickle  die  Bedingung  der  Coexistenz  der  Glei- 
cbnngen 

Mit  iL  als  dem  gemeinsamen  Wertbe  dieser  Trinome  eliminiren 
wiror,  y,il  zwischen  den  vier  Gleichungen  von  der  Form 

a«  +  &y  +  c  =  i 

und  erhalten  die  Bedingung 


=  0 


oder  il  -f-  C  =  5  +  D,  wenn  A,B,C,D  6iq  vier  Minoren  be- 
zeicbnen,  die  den  I^ementen  der  ersten  Zeile  entsprechen. 

Weim  vier  Gerade  Tangenten  desselben  Kreises  sind ,  so  er- 
Men  sie  die  Bedingung  der  Coexistenz  der  Gleichungen 


1, 

1, 

1, 

1 

0, 

a, 

0  . 

a 

6, 

&', 

&", 

h'" 

c, 

c" 
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nämlich  für  den  Mittelpunkt,  v  Die  Determinanten  A^  By  C,  D  re- 
prSsentiren  dann  das  Product  je  einer  Seite  des  von  den  vier  Ge- 
raden gebildeten  Vierecks  in  die  Sinus  der  beiden  anliegenden  Winkel« 

74.  Wir  kehren  nun  zu  dem  am  Schlüsse  des  Art.  70 
ausgesprochenen  Gedanken  zurück,  Coordinatensysteme 
der  geraden  Linie  in  analogor  Weise  zu  denen  des  Punk- 
tes zu  bilden. 

Die  Bildung  des  einfachsten  Goordinatensjstems  dieser  Art 
ist  im  Art.  51  bereits  enthalten;  denn  nach  dem  dort  Gezeig- 
ten ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung  a^  -{-  bri  -\-  c  =^  0,  in 
welcher  a^  b,  c  Constanten  und  £,  rj  Veränderliche  sind,  die 
gemeinschaftliche  Gleichung  aller  der  geraden  Linien  ist^  welche 

durch  den  Punkt  a;  =  — ,  y  =  —  hindurchgehen,  und  sobald 

man  unter  g,  ij  die  negativen  reciproken  Werthe  der  Strecken 
versteht,  welche  diese  geraden  Linien  in  den  Axen  vom  An- 
fangspunkte aus  abschneiden.  Für  c  =  1  werden  also  :r  =:  a, 
y  =  b,  und  a;g  +  yi^  +  1  =  0  ist  die  Gleichung  des  Punk- 
tes X,  y,  weil  sie  die  Gleichung  jeder  von  den  Geraden  ist,  welche 
durch  diesen  Punkt  gehen. 

Man  übersieht  sofort,  wie  sich  von  dieser  linearen  Glei- 
chung a|-|-6i^  +  c  =  0  des  Punktes  aus  eine  zu  der  der  ge- 
raden Linie  ganz  analoge  Untersuchung  der  analytischen  Geo- 
metrie des  Punktes  anknüpfen  lässt^  und  dass  dieselbe  durch 
eine  grosse  Aehnlichkeit  der  analytischen  Entwickelungen  mit 
jener  verbunden  sein  muss.  Aufgaben  wie  die  Bestimmung 
der  Coordinaten  der  Verbindungslinie  von  zwei  Punkten  etc. 
liefern  leichte  Beispiele  dazu.  Insbesondere,  wenn  eine  Glei- 
chung vom  w**°  Grade  zwischen  den  Coordinaten  5,  iy  gegeben 
ist;  so  erlaubt  uns  dieselbe  für  jeden  bestimmten  Werth  |' 
von  S  eine  Anzahl  n  von  bestimmten  Werthen  von  ij  zu  er- 
mitteln, welche  mit  ihm  zusammen  der  Gleichung  genügen; 
diese  Gleichung  ist  somit  für  alle  die  n  geraden  Linien  erfüllt, 
welchen  jenes  |  und  einer  dieser  n  Werthe  iy,',  1^2',  ...  17»'  von 
ri  entspricht.  Geht  man  von  i'  zu  einem  nächstbenachbarten 
Werthe  |"  für  6  über,  so  erhält  man  abermals  n  Werthe  von 
rj  und  damit  n  gerade  Linien,  welche  ebenfalls  der  Gleichung 
Genüge  leisten.  So  wie  im  Art.  16  die  Aufeinanderfolge  aller 
der  ^  der  Gleichung  genügenden  Punkte  ein  Polygon  und  durch 
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die  statthafte  unbegrenzte  Annäherung  der  benachbarten  Punkte 
an  einander  eine  Curve  mittelst  eines  eingeschriebenen  Poly- 
gons von  unbegrenzter  Seitenzahl  bei  unendlicher  Kleinheit 
aller  einzelnen  Seiten  bildete ;  io  entsteht  hier  aus  der  Aufein- 
anderfolge aller  der  der  gedachten  Gleichung  genügenden  Gera- 
den mittelst  eines  umgeschriebenen  Polygons  eine  Curve.  Dort 
genügten  die  Coordinaten  jedes  Punktes  der  Curve  der  be- 
trachteten Gleichung^  hier  sollen  die  Geraden^  dei:en  Coor- 
dinaten der  betrachteten  Gleichung  Genüge  thun,  Tangenten 
der  Curve  heissen.  Der  Inbegriff  dieser  sänuntlicben  Tangen- 
ten ist  wie  dort  der  der  sammtlichen  Punkte  die  geometrische 
Bedeutung  der  Gleichung;  sie  stellt  eine  Curve  dar  als  ein- 
gehüllt oder  aJsEnveloppe  von  geraden  Linien,  sowie 
die  Gleichung  im  Falle  des  Art.  16  eine  Curve  als  Ort  von 
Punkten  bezeichnet.  Im  Falle  des  Art.  16  bestimmt  die  Glei- 
chung für  Jeden  gegebenen  Werth  x'  von  x  die  zugehörigen 
y  der  m Punkte^  welche  die  Curve  mit  der  geraden  Linie  x^^x' 
gemein  hat;  jetzt  bestimmt  die  Gleichung  für  jeden  gegebeneu 
Werth  S'  von  ^  die  zugehörigen  17  der  n  geraden  Linien  (Tan- 
genten), welche  die  Curve  mit  dem  Punkte  g  =  g'  gemein 
hat.  Und  allgemein,  wenn  man  zwischen  einer  Gleichung  vom 
m^  Grade  in  Punktcoordinaten  o;,  y  und  einer  Gleichung  ersten 
Grades  in  x,  y.  die  gemeinschaftlichen  Werthpaare  der  Unbe- 
kannten Xf  y  bestimmt,  so  erhält  man  die  Coordinatenpaare 
der  m  Punkte,  welche  die  durch  jene  Gleichung  dargestellte 
Curve  mit  der  durch  diese  dargestellten  geraden  Linie  gemein 
hat;  wenn  man  aber  zwischen  einer  Gleichung  n^^°  Grades  in 
Liniencoordinaten  §,  r^  und  einer  Gleichung  ersten  Grades  in 
l,  fi  die  gemeinschaftlichen  Werthpaare  der  Unbekannten  |,  17 
bestimmt,  so  erhält  man  die  Coordinatenpaare  der  n  geraden 
Linien  (Tangenten),  welche  die  durch  jene  Gleichung  darge- 
stellte Corvo  mit  dem  durch  diese  gegebenen  Punkte  gemein 
hat.  Indem  man  unter  Ordnung  einer  Curve  den  Grad  ihrer 
Gleichung  in  Punktcoordinaten  und  unter  Classe  der  Curve 
den  Grad  ihrer  Gleichung  in  Liniencoordinaten  versteht,  darf 
man  sagen,  dass  die  Ordnungszahl  der  Curve  die  Zahl  ihrer 
Schnittpunkte  mit  einer  Geraden,  dieClassenzahl  derselben 
aber  die  Zahl  ihrer  Tangenten  aus  einem  Pi^ukte  bezeichnet 
ond  dass  jene  mit  dem  Grade  ihrer  Gleichung  in  Punktcoor- 
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diiiaten  Xy  y,  diese  aber  mit  dem  Grade  ihrer  Gleichung  in 
Liniencoordinaten  |,  i]  übereinstimmt. 

75.  Wenn  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  eines  Punk> 
te8a:5  +  y^  +  ^  =  0  durch  das  Symbol  U  abkürzend  bezeich- 
net; und  wenn  U^  ebenso  die  Gleichung  eines  zweiten  Punktes 
^1 6  +  ^1^  +  ^1  "=  0  darstellt;  so  ist  durch  U  —  ACT,  =  0  ein 
Punkt  in  der  Verbindungslinie  der  beiden  gegebenen  Punkte 
ausgedrückt.  Allgemein  und  ganz  wie  in  Art.  40:  Wenn  27^=0 
und  £'r=sO  Gleichungen  in  Liniencoordinaten;  also 
Gleichungen  Yon  zwei  Enveloppen  sind;  so  hat  die 
durch  27+  l£'  =  0  dargestellte  Enveloppe  —  für  X 
als  eine  beliebige  Constante  —  jede  gerade  Linie  zur  Tan- 
gente, welche  für  die  durch  27=0  und  27' =  0  dar- 
gestellten Curyen  gleichzeitig  Tangente  ist.  Denn 
Coordinatenwerthe  ^;  ij;  welche  der  Gleichung  27  =  0  und 
gleichzeitig  auch  £'  ^=  0  genügen ;  erfüllen  noth wendig  auch 
für  jeden  Werth  von  A  die  Gleichung  2;  +  A27'  =  0.  Sind 
die  beiden  gegebenen  Enveloppen  Punkte ,  so  ist  ihre  Verbin- 
dungslinie ihre  einzige  gemeinsame  Tangente,  und  {7—  A27|ss0 
kann  als  Gleichung  eines  Punktes  nur  die  Gleichung  eines  Punk- 
tes dieser  geraden  Linie  sein. 

Wir  untersuchen  die  Bedeutung  des  veränderlichen  Para- 
meters A;  der  alle  Werthe  von  +  oo  bis  — <x>  durchläuft,  in- 
dem der  dargestellte  Punkt  die  ganze  Gerade  beschreibt.   Man 

hat  A«=  rf  =f=  ^  rT  -''-r-^»  und  wenn  a.  ^i  die  senkrechten 

Abstände  der  gegebenen  Punkte  von  irgend  einer  durch  den 
dargestellten  Punkt  gehenden  Geraden  sind;  so  ist 

ü  Uj  1  ^ ü_Ci  .  cj 

wo  C|  :  c  eine  für  die  verschiedenen,  durch  den  Punkt  gehen- 
den Strahlen  unveränderliche  Constante  ist.  Die  Grosse  X  wird 
also  ganz  wie  in  den  Betrachtungen  des  Art.  54  dem  Verhält- 
niss  der  Abstände  proportional  und  folglich  dem  Theilungs- 
verhältniss,  nach  dem  der  betrachtete  Punkt  die  Strecke  zwi- 
schen den  beiden  festen  Punkten  theilt.  Daher  ist,  wie  dort, 
für  vier  Punkte  derselben  Geraden 

U,  =0,  CTj  =  0,   U,  —  XU2  —  0,  U^-  XU^  —  0 

das  Doppel verhältniss  durch  k :  X  ausgedrückt,  und  die  Punkte 
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[7,  =  0,  Ü2  =  0,  U,  +  XU^  =  0,  17, -Aüj^O 
insbesondere  bilden  eine  harmonische  Theilong.  Die  Entwickele 
nngen  des  Art.  56  f.  gehen  auf  Punktreihen  über^  wie  dies 
nach  dem  Satze  des  Art.  57  natürlich  ist.  Dieser  Satz  Yon 
der  Gleichheit  des  DoppelverhäÜnisses  Yon  vier  Strahlen  eines 
BOschels  mit  dem  der  vier  Schnittpunkte  desselben  mit  einer 
beliebigen  Transversale  ist  hier  eines  einfachen  analytischen 
Beweises  fähig.  Sind  nämlich  Ä^'^Oy  Ä^^^O,  Ä^—kA^^^O 
drei  Strahlen  des  Büschels,  und  ist  durch  £ «»  0  die  Trans- 
versale dargestellt^  so  ist  die  Gleichung  des  Schnittpunktes  zu 
ermitteln,  den  der  bewegliche  Strahl  A^  —  kA2'=^0  mit  der 
Transversale  bestimmt;  sind  x  und  y  seine  Coordinaten^  so  be- 
stehen für  diese  gleichzeitig  die  Gleichungen  A^  —  hA2  >»  0, 
jßssO  und  xi  '-\'  yri  -^  l  '^  0]  d.  h.  die  Bedingung  ihrer 
Gleichzeitigkeit  drückt  diesen  Punkt  aus,  oder  seine  Gleichung 
ist  durch  die  Gleichheit  der  Null  mit  der  Determinante  der 
vorigen  drei  ausgedrückt. 

In  der  That  ist  die  so  entsprechende  Gleichung  vom  ersten 
Grade  in  ^yti,  da  diese  Grössen  nur  in  einer  Zeile  auftreten, 
und  sie  ist  von  der  Form  17,  —  A;  t7j  =3  0,  weil  auch  k  nur  in 
einer  ihrer  Zeilen  erscheint^  und  für  {7^  s»  0,  172  »»  0  als  die 
Gleichungen  der  Schnittpunkte  der  Transversale  mit  den  festen 
Strahlen  A^^^O,  A^^O  oder  die  Resultate  der  Elimination  von 
x,y zwischen -4 j  =3  0 resp.  J.2«=0,  JB=»0  unda:^  +  yi^-f-leBsO. 
Istil|  —  k'A2*^0  die  Gleichung  eines  vierten  Strahls ;  so  wird 
die  Gleichung  des  Schnittspunkts  desselben  mit  der  Transver- 
sale durch  Ui  —  k'U^^^'O  dargestellt  sein.  Dadurch  ist  be- 
wiesen, dass  das  Doppelverhältniss  der  auf  der  Transversale 
entstehenden  Punktreihe  unabhängig  von  der  Lage  der  Trans- 
versale und  dem  Doppelverhältniss  des  Strahlbüschels  gleich  sei. 
Damit  übertragen  wir  den  im  Art.  59  gegebenen  Begriff 
der  Projectivitaty  Homographie  oder  Gonformität  auch  auf  die 
Punktreihen  und  erhalten  die  Sätze:  Zwei  Punktreihen 

J7,  —  A  CTj  =  0,  F,  —  A  Fj  =  0 
sind  projectivisch.  Eine  Punktreihe  U^  —  AET^  sa  0  und  ein 
StraUbüschel  A^  —  IA2  «=  0  sind  projectivisch.  Zwei  projec- 
tivisehe  Punktreihen  können  stets  in  solche  Lage  gebracht  wer- 
den, dass  die  geraden  Verbindungslinien  ihrer  entsprechenden 
Punkte  in  einem  Punkte  zusammentreffen.     Und  eine  Punkt- 

SftlmoB-Fiedler,  aamL  Geom.  d.  Kegelichn.   4.  Aufl.  7 
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reihe  und  ein  mit  ihr  projectivisches  Strahlbüschel  können  stets 
in  solche  Lage  gebracht  werden,  dass  die  Strahlen  des  Büschels 
durch  die  entsprechenden  Punkte  der  Reihe  geheu.  Dies  ist 
die  entsprechende  Uebertragung  des  Begriffs  der  perspectiv 
vischen  Lage.  In  Allem:  Die  Bedingung  der  Projecti- 
vi  tat  ist  die  Gleichheit  der  entsprechenden  Doppel- 
verhältnisse. 

76.  Geht  man  zur  Betrachtung  von  drei  Punkten  weiter, 
die  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen ,  so  lassen  sich  daran 
eine  Reihe  von  Entwickelungen  knüpfen,  die  ganz  denen  der 
Art.  60  f.  analog  sind.  Ein  Beispiel  giebt  die  Betrachtang 
von  drei  Punkten  in  einer  geraden  Linie  auf  den  Seiten  des 
durch  jene  bestimmten  Dreiecks.  Sind  ?7i==0,  17^=^0,  ?7s=0, 
die  drei  festen  Punkte,  die  nicht  in  einer  geraden  Linie  lie- 
gen ,  für  welche  also  die  Determinante  ihre  Gleichungen  nicht 
verschwiifdet,  so  sind 

ü^  +  IU^  =  0,     Ü2  +  ftÜ3  =  0,     ?73  +  1/  tTi  =  0 

drei  Punkte  in  den  Seiten  dieses  Dreiecks,  uud  ihre  gleichzei- 
tige Erfüllung  durch  die  Goordinaten  einer  geraden  Linie  for- 
dert die  Relation  Afti/  =  —  1,  und  diese  giebt  nach  der  Be- 
deutung von  k(iv  genau  die  Relation  des  Art.  42  unter  den 
Theilungsverhältnissen  wieder,  welche  die  drei  Schnittpunkte 
in  den  Seiten  des  Dreiecks  bestimmen. 

Ebenso  lässt  sich  die  Gleichung  jedes  beliebigen  vierten 
Punktes  a^  -^  hrj  -{•  c  =  0  durch  die  von  drei  festen  Punkten 
seiner  Ebene  ail  +  6ii?  +  Ci=0^^?7i,  a.^g  + ^2^ +  ^2=0^^2^ 
a3£+&3^  +  <^3=^=  ^3  i^  <Jer  Form  l^U^  +  ^2UJ  +  ^U^=0 
ausdrücken.     Man  hat  dazu  nur  den  Bedingungen 

I^a^  +  l2a2+ka^=a,  ^161  +  ^2^2+ '3*3=*;  ^1^1  +  ^2^2  +  ^03  =  0 

zu  genügen,  welche  die  2,  bestimmen,  sobald  jene  drei  nicht 
in  einer  Geraden  liegen. 

Man  erhält  also  entsprechend  dem  trimetrischen  Punkt- 
coordinatensystem  auf  ganz  analogem  Wege  ein  trimetrisches 
Liniencoordinatensystem  und  kann  dasselbe  in  den  Untersuchun- 
gen mit  den  nämlichen  Yortheilen  verwenden  wie  jenes;  denn 
es  theilt  mit  ihm  den  Vorzug  der  Homogeneität  der  Gleichun- 
gen. Wir  wollen  die  Coordinaten  dieses  Systems  in  der  Folge 
durch  S|,   $21  £3  ausdrücken,  so  dass  die  gerade  Linie  £  die 
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durch  die  Coordinaten  |,,  Ij;  I3  bestimmte  gerade  Linie  sein 
wird.  Nach  dem  Vorhergehenden  können  diese  Coordinateu 
als  die  senkrechten  Äbst&nde  der  geraden  Linie  Ton  den  Fun- 
damentalpunkten oder  auch  als  Proportionalzahlen  derselben  an- 
gesehen werden. 

Aufg.  1;  Wenn  man  mit  9|,  ^j,  %  wie  früher  die  Seiten  und 
mitiip  ^,  A<^  die  Winkel  des  Fundamentaldreiecks  bezeichnet,  so 

sind  J2  +  fe *="  ^  >  ®*c«  ^i®  Mittelpunkte  der  Seiten,  «2^2  i^a^s  "==  ^1  ®^- 
die  Durchschnittspunkte  der  Halbirungslinien  der  Winkel  mit  den 
Gegenseiten,  1^  ^^  -^  H"  $3  ^^^^  ^3  ^^  ^)  ^^-  die  Fusspunkte  der 
Höhenperpendikel.  Es  ist  $1  -|-  ^  ~l~  ^3  =  ^  ^^^  Schwerpunkt 
des  Dröiecks ,  ||  tan  A^  -|-  £2  ^  -^  Hh  $3  tan  ^3  =  0  der  Durch- 
schnitt der  Höhen,  l^  sin  2^|  -|-  $2  ^'^  ^^2  "h  $3  ^^^  2J[3  =  0das 
Centrum  des  umgeschriebenen  Kreises,  s^i^  "f*  ^2^2  4"  ^3^3  ^^  ^ 
das  Centmm  des  eingeschriebenen  Kreises  ^  etc.  Wie  ein  durch 
die  allgemeine  homogene  GFleichung  angegebener  Punkt  construirt 
werden  kann^  zeigt  die  Aufgabe  2;  die  Construction  entspricht 
▼ollBtändig  der  des  Axt.  62  für  die  durch  die  allgemeine  homogene 
Gleichung  gegebene  Gerade. 

Aufg,  2.  Man  soll  die  in  Aufg.  2 ,  Art.  60  angewendeten  Glei- 
chongen  nach  dem  System  der  trimetrischen  liiniencoordinaten  inter- 
pretiren.  Sind  Si=0,  ^2=0»  $3  =  0  die  Gleichungen  der  Punkte 
i,  B,  C,  so  können  ?2S2  — ^3^3=0 ,  ^3^3  —  ^51  =  0,  ^^1  —  ^2=^ 
die  Gleichungen  der  Punkte  X,  Jlf,  N  sein,  und  es  sind  dann 

'252  +  ?3l3— ^ll=0,   hh  +  h^X-h^7  =  0,    M,  +  ?2l2-^3£3=0 

die  Gleichungen  der  Eckei^  desjenigen  Dreiecks,  welches  die  Ge- 
raden LA ,  MB^  NC  mit  einander  bilden,  und  /|  5|  +  ^  ^ + ^  I3 = G 
stellt  einen  Punkt  0  dar ,  in  welchem  sich  die  Verbindungslinien 
der  Ecken  dieses  neuen  Dreiecks  mit  den  entsprechenden  des  alten 
durchschneiden.  Die  Gleichungen  ?2  ^2  +  ^3 13 = 0 ,  ?,  63  +  ?i  Si  =  0, 
^  Ji  +  ^2^2  *™  ^  bezeichnen  die  Punkte  i),  E^  F,  welche  zu  X,  Jf,  N 
respectiye  in  Bezug  auf  jBC,  C-4,  AB  harmonisch  conjugirt  sind. 

Aufg.  3.  Wenn  die  Coordi- 
naten  der  geraden  Linie  die  senk- 
rechten Abstände  derselben  von 
den  dreif^undamentalpunktensind, 
so  besteht  unter  ihnen  und  den 
Seiten  oder  Winkeln  des  Funda- 
mentaldreiecks eine  Relation ;  man 
soll  diese  letztere  entwickeln.  Sind 
A 1 ,  J^,  A^  d  ie  Fundamentalpunkte 
und  A^Bj  -4-2  C,  A^D  die  Coordi- 
nateu ^, ,  £2,  §3  der  geraden  Linie 
CD,  80  hat  man  A^C  =  J^  —  g^ ,  A.D'  =  ^3  —  J^  und 

sin  C'A^A^  =  "-7  *-',  sin  2>'^, Ai  =  ~--'  Nunistdie  Summe 
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dieser  Winkel  =  «  —  J[j ,  also 

coa  C'A^Ä^  .  cos  D'Jlj-Aj — sinC^l^^lj  •  amD'Ä^Ä^*==  —  cos  J.| 
und       cos  C'A^A^  .  cos  D'A^A^  =  (kiiMliiil) _  cos^,. 

Bestimmt  man  nnn  aus 

—  cos  GAyA^=^  cos  {A^-^-D'A^A^  =  cos-A,cosZ)'-4,J[3—  — — —  sin^i 

und     —  cos  D'A^A^  «=  cos  -4,  cos  CA^A^  —  — — —  sin  .4, 

die  Werthe 

sin  A^  cos  C'A^A^  =  —  ^^-^*  +  ^-^'  cos  ^j, 

sin  A^  cos  D'^i-43  =  -  ^^*  +  ^^^  cos  4, , 

so  erhält  man  durch  Substitution  unschwer  die  verlangte  Relation 
in  der  Form 

«1*  (6,-li)(li-l,) + H^  (Sj-S,)  (I,-  li)+ »,*(ls-l.)(l3-l2)-=-a^ 

für  M  als  den  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks  A^A^A^,    Sie  ist  auch 

—  (Sj^  +  V  —  ^3^)  Si  §2  =  ^  u^^  ^*^^  endlich  für  ^1,^2*^3 
als  die  den  Seiten  5^,  ^2'  ^3  ^espective  entsprechenden  Höhen  in 
der  Form 


^    ,    {,«    ,    |a«  _  2 g^ 6,  coB  A^  __  2|,|aC0B^,  _  «faÜiCOBui»  _  ^ 
4«  "T"  V  "^  V  W  W  K\         ~ 

geschrieben  werden.  Dieselbe  Relation  lässt  sich  auch  nach  der 
Analogie  yon  Art.  61  ableiten,  indem  man  von  Cartesischen  Coor- 
dinaten  ausgeht. 

77.  Das  Hervorstechendste  und  Wichtigste  in  den  vorher- 
gehenden Entwickeluugen  ist  die  grosse  Analogie ^  die  zwischen 
den  beiden  Systemen  der  homogenen  oder  trimetrischen  Coor- 
dinaten  für  den  Punkt  und  die  gerade  Linie  stattfindet.  Diese 
Analogie  vervollständigt  sich  noch  weiter  bei  einer  Begrün- 
dungsweise dieser  Systeme^  in  der  man  voraussetzt  und  zum 
Ausgangspunkte  macht ,  was  vorher  schon  (Art.  65;  76)  be- 
gründet  ist,  dass  nämlich  die  Goordinaten  nicht  sowohl  die 
senkrechten  Abstände  selbst,  als  vielmehr  die  Verhältnisse  der- 
selben bedeuten. 

Setzt  man  x  -  ?i^±^.i« ,  y '  =  ?«-^+  JiS-Ji;.,  go  sind 

offenbar  x  ^y'  die  Parameter  von  zwei  Siarahlbüscheln,  welche 
durch  die  geraden  Linien  a|a;+6,y-f-C|=0,  ajir+ftjy+CjsssO 
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und  a2:r  +  6jy-jrC2=0,  a3a;+63y+C3«=»0  bestimmt  werden. 

Werden  nun  x^,  x^,  x^  so  bestimmt,  dass  x'=  - ,  y  =  -  ist, 

80  sind  die  :V|,  a^j;  ^3  Zahlen ,  die  sich  verhalten  wie  die  Ab- 
stände desPanktes  von  den  Seiten  des  Dreiecks  a^x  -{-  &,y  -l*  ^i  ^=  ^9 

0,«  4"  ^2^  +  ^2  =  0^  ^3^  +  ^3^  +  ^3  =  0  mnltiplicirt  mit  ge- 
wissen Constanten.    Es  gelten  also  die  Relationen 

Bo  dass  umgekehrt  x  und  y  durch  Auflösung  dieser  Gleichungen 
ausgedruckt  werden,  wie  folgt  („ Vorlesungen^'  Art.  29) 

x^  ^  ,     y  =  ^  , 

für  iJ  =  fi{Cia?i  +  Cl2a?2  +  ^3^3};  wenn  man  durch  ^Ij,  B„ 
(7j,  etc.  die  den  Elementen  a^,  h^,  c^,  etc.  entsprechenden  Unter- 
determinanten der  Determinante  II  der  Coefficienten  der  rech- 
ten Seite  der  Gleichungen  bezeichnet;  oder  durch  Reduction 

^  A^Xj  +  A g«  +  ^«ar,       -;  „  ?i 5l+_^«*»+j?I^ 

Man  sieht  daraus,  dass  die  Relation  C^Xi  -|-  (72^2  +  ^3^3  "=  ^ 
die  unendlich  entfernten  Punkte  charakterisirt,  und  kommt  da- 
mit  auf  die  Vorstellung  zurück,  dass  die  unendlich  entfernten 
Punkte  der  Ebene  sich  auf  einer  Geraden  befinden.  Die  Aus- 
drücke von  X  und  y  zeigen  auch,  dass  durch  die  Substitution 
derselben  jede  vollständige  Gleichung  n*^  Grades  in  x  und  y 
in  eine  homogene  Gleichung  n^^  Grades  in  x^,  X2,  x^  über- 
gehen muss. 

Substituirt  man  dann,  um  zu  Liniencoordinaten  überzu- 
zugehen, die  Werthe  von  a;,  y  in  die  Gleichung  a:5  -f-yiy-f- 1  =0, 
so  erhält  man  durch  Wegschaffung  der  Nenner  und  Anordnung 
nach  x^y  x^,  x^  die  Gleichung 

x,(^,H-B,,+O,)+^,(^l+£,i?+Cr,)+a;3(^3l+Bsi?+C,)=0, 
d.h.  als  Gleichung  der  Geraden  in  ^iet¥ormx^%^-\-x^%,^-\-xji^=0, 
wenn  man  setzt 

v|,=il,H-5,ij+C„  i;|,-=^|+.B,ij+C„  vts^^sl+^iJ+C,. 
Dann  ist  aber  wie  oben  durch  Auflösung 

6  li  .    n B  > 
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wenn  R  die  Determinante  der  ^j,  A2,  Ä^,  etct  und  A^,  Bj,  etc. 
die  Unterdeterminanten  derselben  nach  den  Elementen  A^fB^y  etc. 
bezeichnen;  also  durch  Reduction 

^         C,{,+  C,J,+  C3S,'      "?         C,£,  +  C,£,+C,|a' 

Die  Entwicklung  dieser  Ausdrücke  giebt  eine  wesentliche 
Vereinfachung  mittelst  eines  allgemeinen  Satzes  der  Determinan- 
tentheorie. Wenn  man  nämlich  aus  dem  Schema  der  Unterdeter- 

A2,  B2,  C2  der  Originaldeterminante  jRe 

-^3>  -^3;  ^3 

die  Determinante  B  bildet  —  man  nennt  sie  die  Reeipro- 
caldeterminante  oder  die  Determinante  des  adjun- 
girten  Systems  —  und  ihre  Unterdeterminanten  A| ,  Bj,  etc. 
ermittelt,  so  sind  diese  für  n  als  die  Ordnungszahl  der  Deter- 
minante gleich  den  Producten  der  entsprechenden  Elemente  der 
Originaldeterminante  a^,  ftj  etc.  in  die  (n  —  2)*«  Potenz  dieser 
Originaldeterminante.  („Vorlesungen"  Art.  31.) 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  von  A,  B,  C  etc.  in 
die  oben  entwickelten  Werthe  Ton  $  und  17  erhält  man  ein- 
fach durch  Reduction 

£      £      £ 
Daraus  folgt  sofort,  dass  f-S  r^  r  die  Parameter  der  auf  den 

bl      Sa      68 

Seiten  des  Fundamentaldreiecks  liegenden  Panktreiheu  sind, 
d.h.  dass  sich  die  Liniencoordinaten  |p  l,'  ^3  ▼erhalten  wie 
die  mit  Constanten  multiplicirten  Abstände  der  Geraden  yon 
den  Fundamentalpunkten.  Hinsichtlich  der  Form  der  AusdrQcke 
bemerken  wir,  dass  die  Werthe  von  g;  V  ^^^  ^^^  Relationen 
der  iCj,  X2f  x^  und  ebenso  die  Werthe  der  x,  y  und  die  Re- 
lationen der  Liniencoordinaten  ^^,  l,?  S3  J^  dieselben  Coeffi- 
cienten  enthalten^  aber  in  der  Weise,  dass  in  der  einen  Gruppe 
dieselben  Coefficienten  in  Zahlen  geordnet  sind,  die  in  der 
andern  in  Reihen  erscheinen. 

78.  Wir  können  endlich  analoge  und  völlig  allgemeine 
Goordinatensysteme  der  Xi  und  |,-  direct  geometrisch  begrün- 
den, indem  wir  jeden  Punkt  P  oder  Xi  durch  vier  feste  Punkte 
A^,  A2,  A^j  E  und  ebenso  jede  gerade  Linie |>  durch  vier  feste 
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Gerade  a^,  a^,  a^,  e  mittelst  der  Doppelverhältnisse  (Art.  58) 
bestimmen,  welche  die  YerbinduDgsstrahlen  und  Schnittpunkte 
von  P  und  p  mit  jenen  bilden  *^).  Im  erstem  Falle  ist  P  der 
Schnittpunkt  der  Strahlen  Ä^P,  Ä^P,  A^P,  und  die  Lage  der- 
selben ist  durch  die  Doppelverhältnisse  der  Figur  links 

{A^.A^Ä^EP),(Ä^.A^Ä^EP)  und  {A^.A^A^EP) 
bestimmtem  andern  Falle  ist  j9  die  Verbindungslinie  der  Punkte 
^iPi  ^2Py  ^Pf   welche  durch  die  Doppelverhältnisse  rechts 


(a^,  a^  o^  ep),  {a.^  •  a^  a^  ep)  und  (a^ .  a^  a^  ep)  bestimmt  werden.  Be- 
zeichnen wir  dann  durch  e.  und  pi  die  Abstände  der  Punkte  E 
und  Pvon  den  Geraden  AjAk,  gemessen  in  den  Perpendikeln 
oder  in  schrägen  gleichgerichteten  Geraden^  und  durch  £,•  und  ;r,- 
die  Abstände  der  Geraden  e  und  p  von  dem  Punkte  ajOk  in 
derselben  Art,   so  sind  die  Werthe  jener  Doppelverhältnisse 

j .  Pi  _,  Ai^  setzen  wir  =  —  etc.  und  ^  :  ^  «.  ^^'«  «=  h    etc. 

und  wir  sehen,, dass  die  drei  ersten  wie  die  drei  letzten  die 
Einheit  zum  Product  haben.  Dann  sind  Xi,  x^,  x^  mit  Xi=pi:ei 
und  Ij,  I27  S3  ^^^  ii=^i'  ^i  J6  cirei  algebraische  Zahlen^  durch 
deren  Verhältnisse  jene  Doppelverhältnisse  und  damit  aus  den 
gegebenen  festen  Punkten  und  Geraden  der  Punkt  P  und  re- 
spective  die  Gerade  p  bestimmt  und  nach  Art.  57  construir- 
bar  sind. 

Für  P  in  £  hat  man  a?!  =  a;2  =  a^g  =  1  und  für  p  in  e 
ebenso  ^^  «=  g.^  s»  g^  «=  1  ^  so  dass  die  willkürlichen  Constan- 
ten in  der  Untersuchung  des  vorigen  Art.  nur  als  die  Goor- 
dinaten von  E  respective  e  angesehen  werden  müssen ,  damit 
die  Xi  und  1^  der  jetzigen  Erörterung  mit  den  dortigen  über- 
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einstimmen.  Wir  können  J?  als  den  Einheitpunkt  für  das  System 
der  Xi  and  e  als  Einheitgerade  für  das  System  der  |j  bezeich- 
nen,  die  Ai  und  a<  aber  als  Fundamentalpunkte  und  Funda- 
mentallinien  dieser  Systeme.  Für  die  Punkte  der  Letzteren  und 
für  die  Geraden  durch  die  Ersteren  ist  respective  eine  der  Co- 
ordinaten  Xi  oder  1.  gleich  Null. 

Vereinigen  wir  dann  das  Dreieck  der  Fundamentalpunkte 
mit  dem  Dreiseit  der  Fundamentallinien  so ,  dass  der  Ecke  Ai 
die  Seite  a,-  gegenüber  liegt,  nennen  wir  die  Schnittpunkte  der 
Verbindungslinien  von  E  und  P  mit  Ai  mit  der  Gegenseite  Ei 
und  Fi,  die  Schnittpunkte  yon  e  und  p  mit  derselben  aber  Et 
und  Pi,  so  haben  wir  nach  der  Bezeichnung  des  Art  57  die 
Formeln 


•'- ■■'    t 1     ■  •— 


ll  -=  (^3  A^  E,  P,),  I  =  (^,  A  E,  Pj),  ^;  =  {A^A^  E3  Pj), 

und  können  (Art.  42,  43)  zur  Bestimmung  der  Lage  von  E 
gegen  e  setzen 

-js=(^^3E,^,),  -\'^{A,A,E,E,),  - |^-(^,il,E,i;,). 

Aj  '»l  *1 

Durch  Multiplication  der  untereinandersteheu  den  Ausdrücke , 
erhalten  wir  somit 
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Wir  betrachten  weiter  die  Gruppe  —  eine  von  drei  analogen  — 

Unter  der  besondern  Voraussetzung,  dass  P  in  p  liegt,  ist 

denn  die  Reihen  Jig-^.,  PjPj  und  ^jPj^jPi  ^^^  '^^  ^^  Cen- 
tram P  perspectivisch ,  und  das  zweite  Doppelverhältniss  der 

vorigen  Summe  ist  daher  durch  (-^jPi^jPi)  ^^^^  i^^^i^^^i) 
ersetzbar.  Projiciren  wir  aber  diese  Reihe  aus  einem  Punkte  C 
auf  eine  zu  CP^  parallele  Gerade,  so  dass  das  Bild  P/  yon  Pj 
unendlich  entfernt  ist,  so  wird 

Man  hat  also  für  die  Lage  von  P  in  j9  zwischen  den  Coordir 
naten  Zi  von  P  und  den  |,-  von  p  die  Relation 

f%r  li  als  Gonstanten,  welche  von  der  Lage  des  Einheitpunktes 
und  der  Einheitlinie  abhängig  sind.  Sollen  dieselben  gleich 
Eins  sein,  so  ist  e  die  Harmonikale  von  E  in  Bezug  auf  das 
Fundamentaldreieck  nach  Art.  60,  2.    Dann  ist 

für  constante  1,-  die  Gleichung  der  Geraden  von  den  Coordi- 
naten  |«  in  Punktcoordinaten,  und  für  constante  Xi  die  Gleichung 
des  Punktes  von  den  Coordinaten  Xi  in  Liniencoordinaten. 

Um  die  Xi  respective  1,-  als  Zeichen  der  Veränderlichen  vor- 
zubehalten ,  wollen  wir  die  Gleichung  der  geraden  Linie  in  der 
Form 

a^Xi  -f-  ^2*^2  "f"  0^3%  =  0,  etc. 
und  die  Gleichung  des  Punktes  in  der  Form  etwa 

«iSi  +  «2^2  +  «3S3  =  0,  etc. 

schreiben;  es  ist  dann  nach  dem  Vorhergehenden  auch  ohne 
Zweideutigkeit;  wenn  wir  von  der  Gleichung  der  Geraden  von 
den  Coordinaten  Oi  oder  kurz  der  Geraden  a«  respective  des 
Punktes  a<  reden.  Endlich  bietet  sich  die  algebraische  Ab- 
kQrzungs  -  Symbolik 

Qg  und  «^  für  a, a;,  +  aji^a  +  a^x^^  «^  Ij  +  •  • 

and  somit 

aar  ==  0,  respective  a^  =  0 
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fQr  die  Gleichungen  der  geraden  Linie  und  des  Punktes  dar, 
welche  wir  zuweilen  gebrauchen  werden. 

79.  Ist  speciell  E  der  Schnittpunkt  der  Geraden  Ton  den 
Ecken  nach  den  Seitenmitten  des  Fundamentaldreiecks  oder  des- 
sen Schwerpunkt  (Art.  76,  Aufg.  1),  so  sind  die  e«  die  Drittel  der 
entsprechenden  Dreieckshöhen  und  die  Xi  können  als  die  Ver- 
hältnisse der  Flächenzahlen  der  Dreiecke  ÄjAkFnnd  A^A2A^ 
aufgefasst  werden;  weil 

fr.     ■  «1 1  ^— _  -        -      ..  _^  —  —  

•        Ci        hi  JÄiAtÄ^ 

SO  ist  auch 

und  man  kann  die  so  erhaltenen  Goordinaten  als  Flächen- 
coordinaten  bezeichnen.  Unter  der  Voraussetzung  harmo- 
nischer Trennung  ist  die  Einheitlinie  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade. Die  €i  sind  gleichgross  und  die  Verhältnisse  der  S,-  stim- 
men mit  denen  der  nt  überein;  die  Goordinaten  der  geraden 
Linie  sind  den  senkrechten  Abständen  derselben  von  den  Fun- 
damentalpunkten proportional  oder  gleich;  man  hat  sie  als 
Drelpunktcoordinaten  der  geraden  Linie  (Art.  76) 
bezeichnet.  Wählt  man  E  als  den  Mittelpunkt  des  dem  Fun- 
damentaldreieck eingeschriebenen  Kreises,  so  werden  die  e,-  ein- 
ander gleich  und  die  Xi  den  pi  proportional  oder  gleich,  die 
Goordinaten  eines  Punktes  sind  seine  senkrechten  Abstände  von 
den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks;  man  erhält  die  Drei- 
liniencoordinaten  des  Punktes.  (Art.  62.)  Wird  eine 
Ecke  des  Fundameotaldreiecks ,  z.  B.  A^,  als  unendlich  fem 
angenommen,  so  erhält  man 

und  für    A^E^  =  ^jEi  =  —  1  =  —  ^, -Ej  ==  —  A^E^ 
oder  E  als  äquidistant  von  den  beiden  parallelen  Fundamen- 
tallinien und  somit  e  als  parallel  zur  dritten  insbesondere  als 
Definitionen  der  Goordinaten  etwa 

X,       A,Pt~^>   ar,       A^P,        ^' 

endlich  wird  die  Bedingung  des  Ineiuanderliegens  Ton  Punkt 
und  Gerade  in  der  Form 
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ix  +  fiy+l  =  q 

die  Gleichung  des  Punktes  für  $;  ij  und  der  Geraden  für  x,  y 
als  die  yeränderlichen  Grossen. 

Denken  wir  aber  die  Seite  J.2 ^3  ^^^^  ^t  ^^^  Fundamen- 
taldreiecks unendlich  fem ,  so  folgt  für  die  Panktcoordinaten 
ir,=l,  X2  =  (poÄ^E^P^)=Ä^P^:Ä^E^,  x^= {00 A^E^P^)  = 
A^P^ :  A^E^  mit  PP^,  EE^  und  PP3,  EE^  als  Parallelen  zu 
Ö3 ,  öj  respectiye ;  und  für  -4,  E^ = -Ij  ^^  ^^^  Einheit  des  Längen- 
maasses  oder  E  in  einer  Halbiruugslinie  des  Winkels  der  Fun- 
damentallinien sind  X2='Ä^P^  und  x^=A^P2  die  Abscisse  a; 
und  Ordinate  y  von  P  in  einem  System  von  Cartesischen 
Coordinaten.  (Vergl.  Art.  69.)  Im  gleichen  Falle  wird  für  die 
Liniencoordinaten  unter  der  Voraussetzung,  dass  e  die  Har- 
fflonikale  von  E  in  Bezug  auf  das  Fundamentaldreieck  ist, 

A,E2  =  -  A.E^  =  -  l,  ^^£3  =  -A,E,^-l 
nnd  f;  =  (^,ooE3P3)  =  ^--j^P,  -* 

d.  h.  man  hat  y  =  iy^  |*  =  g 

bl  bl 

in  der  Bezeichnung  des  Art  74,  die  Plücker'schen  Linien- 
coordinaten. Die  Wahl  der  Längeneinheit  und  die  Fest- 
setzung des  positiven  Sinnes  in  den  Axen  vertritt  also  in  den 
elementaren  Coordinatensystemen  die  Bestimmung  des  Ein- 
heitpunktes respectiye  der  Einheitlinie.  Die  zweckmässige  Wahl 
des  oder  der  Letztern  führt  oft  zur  Vereinfachung  der  Unter- 
suchung im  allgemeinen  Falle;  z.  6.  in  den  Untersuchungen 
der  Aufg.  1,  2  des  Art.  60  die  Annahme  von  0  als  Einheitr 
punkt.  Oder  für  die  perspectivischen  Dreiecke  der  Aufg.  3 
daselbst  die  Wahl  der  Collineationsaxe  zur  Einheitlinie.  Im 
letzteren  Falle  ist  wegen  a:^  -|-  rCj  +  a?3  =  0  als  Gleichung  der- 
selben die  Gruppe  der  Gleichungen  von  A^A^^  A^A(^  -^i'-^-/ 
für  A^  A2  A^  und  ^,'^^2-^3'  ^^  ^^®  perspectivischen  Dreiecke  etwa 
(1  +  A,)  x^  +  X2  +  x^  =  0,  x^  +  {\  +  X2)  ^2  +  «3=0; 

a?,  +^^2  + (1  +  ^3)  «3  =  0; 

die  Gleichungen  der  geraden  Linien  A^A^\  A^A^^  A^A^  sind 

somit  respective  X^x^  =  ^3^3;  ^3^?$  =  ^i«ii  ^i«i  =  ^2«?  ^^^^ 
das  perspectivische  Centrnm  ist  bestimmt  durch 
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1     1     1 

Af       Af       A] 

Für  das  DoppelverhältiiisS;  welches  auf  einer  seiner  Geraden 
die  beiden  ihr  angehorigen  Punkte  mit  dem  üentrum  und  dem 
Schnitt  in  der  Axe  der  GoIIineation  bilden,  ergiebt  sich  der 
Ausdruck  l 

80.  Die  vorigen  Entwickelungen  begründen  das  Prin- 
cip  der  Dualität^).  Die  analytische  Geometrie  entwickelt 
geometrische  Sätze  durch  analytische  Operationen;  diese  Sätze 
sind  die  geometrischen  Auslegungen  oder  Bedeutungen  ihrer 
Bechnungsresultate.  Nach  der  vollständigen  Analogie  der  bei- 
den hier  begründeten  Coordinatensysteme  wird  überall  bei  Aji- 
wendung  der  homogenen  Gleichungen  jede  analytische  Unter- 
suchung mit  einem  Rechnungsresultat  wesentlich 
zwei  geometrische  Sätze  liefern,  von  denen  der  eine  die 
Interpretation  dieses  Ergebnisses  nach  demSysteme 
der  Punktcoordinaten  und  der  andere  die  Interpre- 
tation desselben  Ergebnisses  nach  dem  System  der 
Liniencoordinaten  ist,  wo  in  dem  einen  Punkte  und  ge- 
rade Linien,  Curven  n^®'  Ordnung  oder  Classe,  wo  Punktreihen 
oder  Strahlbüschel,  etc.  auftreten,  da  werden  im  andern  ge- 
rade Linien  und  Punkte^  Curven  n^  Classe  oder  Ordnung, 
Strahlbüschel,  oder  Punktreihen,  etc.  erscheinen.  Jedem  Satze 
und  jedem  Problem  entspricht  so  im  Allgemeinen  ein  dua- 
listisches Gegenbild,  und  die  analytische  Arbeit  ist  für  beide 
nur  einfach  zu  leisten.  Beispiele  für  diesen  dualistischen  Cha- 
rakter der  geometrischen  Wahrheiten  sind  in  dem  Bisherigen 
schon  zahlreich  enthalten  und  werden  im  Folgenden  in  grosser 
Zahl  auftreten. 

81.  Das  Multiplicationsgesetz  der  Determinanten  hat  be- 
sondere Wichtigkeit  für  die  analytische  Geometrie  unter  dem 
Gesichtspunkt  einer  linearen  Substitution  in  ein  System  von 
linearen  Gleichungen.  (Vgl.  „Vorlesungen"  Art.  23.)  Es  lautet 
dann  so:  Wenn  ein  System  von  linearen  homogenen 
Gleichungen  durch  lineare  Substitutionen  an  Stelle 
seiner  Veränderlichen  transformirt  wird,  so  ist  die 
Determinante  des  transformirten  Systems  gleich 
dem  Producte  aus  der  Determinante  des  Original- 
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«,,  «2»  «3 
6i,  &2>    *S 

=  0, 

^1  ;  ^2  >   ^ 

yi  >  y»j  ys 

Systems  in  die  Determinante  oder  den  Modnlns  der 
Substitution. 

Wenn  nun  drei  gerade  Linien  a,  =  0,  6«  =  0,  Cx  =  0  oder 

durch  einen  Punkt  gehen,  oder  drei  Punkte  a^  =  0,  /J^  =  0, 
y  t  =a  0  oder 
a,|,  + «262 +  «3^3  =  0,  ft|,  +  ..  =0,  y,5,  +  ..  =0 

in  einer  Geraden  liegen,  so  hat  man  respectiye 


=  0; 


werden  dann  die  Xi  durch  die  linearen  Ausdrücke 

f*^3  =  fti^l'  +  /'32^2'  +  fts^s' 

ersetzt,  d.i.  wird  eine  lineare  Substitution  von  der  Determinante 

ßuyß\2  7ß\3^, 

P21;  P22J  P23 ! 

P3IJ  P32>  P33  I 

vollzogen,  so  dass  die  Gleichungen  der  geraden  Linien  über- 
gehen in 

{^\ßu  +  «2/'2l  '+  «sftl)  ^i    +  {<^iß\2  +  «2/^22  +  «3/'32)  ^7 
+  («ifts  +  öt2/'23  +  ^zßzid  ^3'  =  0, 

(^/»ll  +  &2^2I  +  63/331)  <  +  (6l/5,2  +  »2^2  +  &3A32)  ^2 
+  Q>\ß\^  +  ^2^23  +  hß%^)  ^3   =*  0; 

(Cl?ll  +  C2/'21   +  ^sftl)  ^1'  +  (^1^12  +  ^2/^22  +  ^3/'32)  ^2 
+  (<^1  Z*«  +  ^2^23  +  ^'dßzz)  ^3'  =  0» 

SO  ist  die  Determinante  der  Letzteren  mit  der  der  ursprünglichen 
immer  zugleich  Null,  weil  sie  dem  Producte  derselben  in  die 
Determinante  der  Substitution  gleich  ist.  Die  Relation  von  drei 
geraden  Linien  derselben  Ebene,  welche  darin  besteht,  dass  sie 
durch  einen  Punkt  gehen,  ist  also  durch  lineare  Substitutionen 
nicht  zu  stören ;  ebenso  die  Relation  von  drei  Punkten,  in  einer 
geraden  Linie  zu  liegen.  Ihre  Ausdrücke  sind  Invarianten. 
Sind  femer  vier  gerade  Linien  durch  einen  Punkt  gegeben, 
oder  vier  Strahlen  eines  Büschels,  so  können  die  Gleichungen 
derselben  nach  Art.  40,  3  in  der  Form 
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a^  —  Jt6a.  =  0,  üx  —  lbx=  0,  öx  —  m6x  =  0,  a«  —  nt«  =0 
mittelst  zweier  willkürlich  gewählter  Strahlen  des  Büschels 
flj.  =  0,  6»  =  0  und  ihrer  Parameter  JCyl,m,n  ausgedrückt 
werden;  und  nach  Art.  58  ist  ihr  Doppelverhältniss  für  k  und  n 
als  Ausgangs-  und  l  und  m  als  Theilstrahlen  gleich 

k  —  l    k  -^  m 
• . 

n  —  l'  n  —  m 
Wenn  aber  die  vorbetrachtete  lineare  Substitution 

in  die  Gleichungen  der  vier  Strahlen  vollzogen  wird,  so  gehen 

dieselben  über  in 

ai  —  *6i  =  0,  ai  —  Z6i  =  0,  ai  —  t»6;  =  0,  ai  —  n6i  =  0, 

wenn  a«  und  b«  das  bezeichnen^  was  aus  a«  und  b»  respective 

durch  dieselbe  entsteht ,  also 

ai  EZ  (ai/Ji,  +  a^ßii  +  «afti)  ^i'  +  («i  /5i2  +  ö2/'22  +  «sA«)  ^i' 

+  («i/'is  +  «2/'23  +  «a/'sa)  ^3'  =  0,  etc. 
Man  sie&t,  dass  das  Doppelyerhältniss  von  vier  Strahlen  eines 

Büschels  durch  lineare  Substitution  ebenfalls  nicht  verändert 
wird;  insbesondere  also  auch,  dass  die  harmonische  Relation 
von  vier  Strahlen  eines  Büschels  durch  solche  Substitution 
nicht  gestört  wird.  Ebenso  ergiebt  sich  die  Beständigkeit  des 
Doppelverhältnisses  und  die  der  harmonischen  Relation  von  vier 
Punkten  derselben  geraden  Linie  oder  einer  Reihe  (Art.  75). 
und  femer  (vergl.  Art.  59,  75),  dass  die  Projectiviiät  von 
Strahlenbüscheln  und  von  Punktreihen  durch  lineare  Substi- 
tution nicht  gestört  wird. 

82.  In  diesen  Ergebnissen  liegt  bereits  die  allgemeine  geo- 
metrische Bedeutung  der  linearen  Substitutionen,  welche  wir 
sogleich  näher  besprechen  wollen.  Zuerst  ist  offenbar,  dass 
gleichviel  ob  unter  der  Voraussetzung,  die  Xi  und  die  xi  seien 
auf  das  nämliche  System  von  Fundamentalelementen  oder 
unter  der  Annahme,  sie  seien  auf  beliebige  von  einander  un- 
abhängige Systeme  solcher  Fundamentalelemente  bezogen,  jedem 
bestimmten  Punkte  von  den  Goordinaten  xi  ein  einziger  und 
bestimmter  Punkt  Xi  entspricht,  und  zugleich  geht  aus  der 
Auflösung  der  Substitutionsformeln  hervor,  dass  auch  jedem 
Punkte  Xi  ein  einziger  und  bestimmter  Punkt  xi  entspricht; 
denn  mit  ^  als  der  Determinante  der  Substitution  und  Bik  als 
dem  zu  ßik  entsprechenden  Elemente  ihres  adjungirten  Systems 
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erh&lt  man  analog  wie  in  Art.  77 

^afi  =  ft  { Bux^  +  BtiX^  +  BziX^ } . 
Ueberdies  aber  entsprechen  den  Punkten  einer  geraden 
Beihe  im  System  afi  die  Punkte  einer  geraden  Reihe  im  System 
der  Xi  und  umgekehrt,  und  wir  erhalten  die  Coordinatenrelation 
entsprechender  Geraden  einfach  durch  die  Bemerkung ,  dass 
der  Bewegung  des  Punktes  Xi  durch  die  Gerade  |,-  oder 

Sl^l  +  ^2^2  +  53^3  — 0 

die  Bewegung  des  Punktes  xfi  durch  den  Ort 

l\  ißw^X    +  ß\7^i    +  ßlZ^^l  +  «2  (ßii^l'  +  ^22^2   +  /'23^3') 
+  63  (ftl^r  +  A2^2'  +  ßn^z)  =  0 

hindurch  d.  h.  in  der  Geraden 

(/»„li  +  ßnl2  +  A,y  ^1'  +  {ßnl^  +  ^22^2  +  ßz^U)  ^2' 
+  (/^laßi  +  ß2Z^2  +  A3 63)  ^3'  =  0 
oder  mit  den  Coordinaten 

ii^ßiilx+ß%il2  +  ßMU 

entspricht.  Man  sieht,  dass  die  lineare  Substitution  der  Punkt- 
coordinaten  a:^  in  :i^  die  lineare  Substitution  der  Liniencoordi- 
Daten  1;-  in  £«  nach  sich  zieht,  welche  denselben  Modul  besitzt, 
während  die  Zeilen  der  Substitutionscoefficienten  in  Reihen 
oder  Colonnen  und  die  Reihen  derselben  in  Zeilen  übergehen ; 
zwei  verbundene  lineare  Substitutionen,  welche  als  reciprok  oder 
die  eine  als  die  inverse  der  andern  bezeichnet  („Vorlesungen^^ 
Art  129)  werden. 

Offenbar  wird  hiernach  der  Grad  einer  Gleichung  zwischen 
den  Yeranderlichen  Xi  oder  1,-  durch  lineare  Substitution  nicht 
geändert,  d.  h.  Ordnung  und  Glasse  der  durch  dieselbe  darge- 
stellten Gesammtheit  Ton  Punkten  und  Tangenten  oder  der 
Corre,  welche  ihr  geometrisches  Bild  ist,  bleiben  bei  linearer 
Substitution  ungeändert. 

Achten  wir  insbesondere  auf  die  Unveränderlichkeit  des 
Doppelverhältnisses  in  den  entsprechenden  Strahlbüscheln  und 
Ponktreihen  solcher  Systeme,  so  sehen  wir,  dass  die  durch  die 
lineare  Substitution  ausgedrückte  geometrische  Abhängigkeit 
mit  dem  Wesen  unserer  allgemeinen  Coordinatenbestimmung 
in  Art  78  auf  das  Innigste  zusammenhangt;  geradezu  in  sol- 
cher Weise,  dass  die  unendlich  vielen  Systeme  von  geome- 
trischen Elementen  und  Figuren,  welche  denselben  Systemen 
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von  zusammengehörigen  Werthegruppen  der  Goordinaten  x,-  und 
It  in  Folge  verschiedener  Wahl  der  Fundamentalelemente  des 
Coordinatensystems  entsprechen,  nichts  andres  sind,  als  solche 
durch  die  Abhängigkeit  linearer  Substitution  unter  einander 
verbundene  Systeme.  Wir  wollen  dies  durch  die  Untersuchung 
der  geomet^schen  Bedeutung  der  Substitutionscoefficienten  so- 
fort näher  ausführen  und  erwähnen  hier  nur  noch,  dass  nach 
der  Bezeichnung  der  geometrischen  Abhängigkeit  solcher  durch 
lineare  Substitution  verbundenen  ebenen  Systeme  ab  Projec- 
tivität  diese  Goordinaten  naturgemäss  als  projectivische 
Goordinaten  benannt  werden  können,  weil  sie  für  projec- 
tivische Systeme  bei  entsprechenden  Elementen  dieselben  sind, 
sobald  die  Fundamentalelemente*  einander  direct  entsprechen. 

Wenn  die  Fundamentalpunkte  und  der  Einheitpunkt  der 
Xi  durch  ^1,  Ä^^y  Ä^  und  J?,  sowie  ihre  entsprechenden  des 
andern  Systems  mit  A^\  A^^  A^  und  E\  die  Fundamental- 
punkte und  der  Einheifcpunkt  des  Letztem  aber  durch  A^*\ 
A^\  A^'y  E*'  und  ihre  entsprechenden  im  Ersten  durch  A^*, 
A^y  A^y  E*  bezeichnet  werden,  so  liefert  die  lineare  Substitution 

(iXi  =  ßaX^'  -f-  ßaX2  +  ßaX^' 
die  folgende  Goordinatentafel  der  Punkte  A{*,  A^^  A^^  E* 


X, 


Xt. 


X 


3 


A* 


A* 


E* 


ßn 

ßn 

ß^i 

ß» 

ß22 

ßs2 

/^is 

ßn 

fts 

Sßik 

2:ßn 

^ßsk 

X 


x4' 


weil  den  Punkten  A^*\  A^\  -^3*',  -B*'  die  gestrichenen  Goor- 
dinaten (— ^,0, Oj5  etc.  (1,  l,  1)  entsprechen;  d.  h.  die  Sub- 
stitutionscoefficienten sind  selbst  die  Goordinaten  der  entspre- 
chenden zu  den  Fundamentalpunkten  des  neuen  Systems  im 
alten;  etc.  Entsprechen  also  inabesondere  die  Fundamental- 
punkte des  neuen  Systems  denen  des  alten  der  Reihe  nach, 
A?'  dem  Ai^  so  fällt  A^  mit  Ai  zusammen  und  die  voran- 
stehende Tafel  muss  in  die  neue  übergehen 
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CCi    I  OCtk  I  sC'i 


{A*)A 

ßn 

0 

0 

(A*)A, 

0 

ßn 

0 

X**' 

X**«.' 

iA*)Ä 

0 

0 

/*33 

X^e,' 

E* 

ßu 

ßn 

ßii 

der  die  Substitutionsgleichungen  iiXi^=  ßuxl  entsprechen;  so 
dass  endlich,  wenn  auch  der  Einheitpunkt  J?*'des  neuen  Systems 
entsprechend  gedacht  wird  dem  des  alten^  also  E*  zusammen- 
fallend mit  Ej  die  ßu  gleich  Eins  werden  und  die  Coordinaten 
des  neuen  Systems  proportional  sind  denen  des  alten.  Wir 
kehren  zur  Untersuchung  der  Projectivitat  zurück,  sobald  die 
Untersuchung  der  Gleichungen  zweiten  Grades  Material  ge- 
liefert haben  wird,  an  welchem  sie  in  allen  Beziehungen  ent- 
wickelt werden  kann. 

83.  VieUeicht  hat  der  bis  zu  dieser  Stelle  vorgedrungene 
Leser  langst  bemerkt,  dass  die  Transformation  Gartesischer 
Coordinaten  im  ersten  Kap.  nur  ein  specieller  Fall  der  allge- 
meinen  linearen  Substitution  ist  und  dass  daher  auch  die  vor- 
her entwickelten  allgemeinen  geometrischen  Ergebnisse  den 
Fall  der  Coordinatentransformation  einschliessen ;  dass  bei- 
spielsweise Eigenschaften  von  Geraden  oder  Punkten  respective, 
wie  ein  Büschel  oder  eine  Beihe  oder  speciell  ein*  harmonisches 
Büschel  oder  eine  harmonische  Beihe  zu  bilden^  vom  Coordi- 
naiensystem  unabhängig  sein  müssen;  etc. 

Bei  der  Transformation  von  einem  Systeme  rechtwinkliger 
Axen  Ox^  Oy  zu  einem  neuen  Systeme  rechtwinkliger  Axen 
von  demselben  Anfangspunkt  OX,  OY  ist  nach  Art.  9  die 
erforderliche  Substitution 

y  =  X  sin  ö  -f-  F  cos  ö,  a?  =  X  cos  ö  —  F  sin  ö 

bei  gleichem  Drehungssinn  der  positiven  Axen  und 

y  =  X  sin  ö  —  F  cos  ö,  a?  =  X  cos  ö  -f-  F  sin  ö 

bei  angleichem  Drehungssinn.  Die  Determinanten  dieser  Sub- 
stitutionen sind  somit  respective  gleich  +  1 ,  ihr  Quadrat  ist 
also  stets  der  positiven  Einheit  gleich. 

In  der  5.  Aufg.  des  Art.  10  ist  bemerkt;  dass  bei  einer 
solchen  Transformation  die  Summe  der  Quadrate  der  alten 
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Veranderlichen  von  der  Samme  der  Quadrate  der  neaen  Yer- 
inderliclien  nicht  verschieden  sein  kann.  Diese  nnd  die  yorhin 
erwähnte  Eigenschaft^  wonach  das  Quadrat  der  Determinante 
der  Substitution  «»  -f.  1  isf^  bedingen  einander;  Substitutionen 
dieser  Art  sind  allgemein  ohne  Beschrankung  der  Zahl  der 
Veranderlichen  möglich  und  werden  als  orthogonale  Sub- 
stitutionen bezeichnet  Für  ihre  algebraische  Theorie  ver- 
weisen wir  auf  „Vorlesungen"  V,  Art  43,  44. 

Hier  erörtern  wir  die  Coordinatentransformation  im  all- 
gemeinsten Sinne,  um  auch  den  XJebei^ang  von  projectivischen 
zu  andern  projectivischen  oder  zu  Cartesischen  Coordinaten 
und  umgekehrt  in  demselben  einfachen  Gesetz  zu  umfassen. 

Dasselbe  folgt  aus  der  Coordinatentafel  des  vorigen  Art. 

Die  alten  und  die  neuen  Coordinaten  Xt  und  x/  beziehen 
sich  auf  dasselbe  System  geometrischer  Elemente,  d.  h.  sie 
drücken  ihre  Lage  in  Bezug  auf  verschiedene  fundamentale 
Gruppen  A^,  A^f  A^,  E  und  A^*\  A^^  A^\  E*'  aus,  welche 
somit  mit  ihren  entsprechenden  -4,',  A2,  A^,  E'  und  -4,*,  A^*, 
A^y  E*  zusammenfallen.  Man  hat  daher  für  die  Substitution 
mit  den  Coefficienten  ßa  von  der  Determinante  z/  und  mit  Ba 
als  den  Elementen  ihres  adjungirten  Systems,  also 


a;, 

X2        x^ 

A*' 

ßy^ 

ßlX         ßil 

Ä.,*' 

ßn 

ß22 

ß^i 

A  *' 

ßiZ 

ßiZ 

ß^3 

E*' 

2ßiu 

^ß2k 

^ßzk 

X 


X 


X 


Die  Substitutionscoefficienten  in  Reihen  sind  die  Coordinaten 
der  Fundamentalpunkte  des  neuen  Systems  im  alten,  während 
ihre  Summen  in  Zeilen  die  alten  Coordinaten  des  neuen  Ein- 
heitpunktes liefern.   Zugleich  giebt  die  inverse  Substitution 

rVi  =  ßulx  +  ßtiU  +  ß^lz,  7  Si  =  5.il,'+  ^-21/+  ^^U 

für  e  als  die  Eiuheitlinie  im  alten,  e*'  im  neuen  System  und 
aiy  a?'  als  die  Pundamentallinien  A^A^^A^'A^'  die  Tafel 
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a, 

ßu 

ßn 

ßn 

«j 

ft. 

ßii 

ßn 

«3 

ßiX 

ßs2 

ß»3 

X*^ 

e 

£ßn 

£ßii 

^ßa 

and  das  Gesetz:  Die  SubstitationscoefGcienten  in  Zeilen  sind 
die  Coordinaten  der  Fundamentallinien  des  alten  Systems  im 
neuen^  während  ihre  Summen  in  Reihen  die  neuen  Coordina- 
ten der  alten  Einheitlinie  liefern. 

Wenn  also  z.  B.  die  neuen  Fundamentalpunkte  A^,A2,  Ä^ 
dnrch  ihre  Coordinaten  im  alten  System  Xi^^^y  xP\  xP>  und  der 
neue  Einheitpunkt  durch  seine  alten  Coordinaten  d?/')  gegeben 
sind,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  linearen  Substitution,  welche 
dieser  Coordinatentransformation  äquivalent  ist,  die  Relationen 

ßu  :  ßn  '  fti  =  ^1^*^ '-  ^2^'^ '  ^s^'^     f*^i^*>  =  ßu  +  ßx2  +  ßn. 

ßit '  ßn  '  ßs2  =  ^/'^ :  ^2''^ '  ^3^'^     f*^./'^  =  i»2t  +  i»21  +  ß2Z^ 

ßn  :  ß2Z  '  A3  =  ^i^'> :  ^2^'^  '  ^3<'^  f*^3^'^  =  Äi  +  A2  +  A3. 
Von  ihnen  erlaubt  die  erste  GruppO;  die  Coefficienten  mit  den 
ersten  Indices  2,  3  durch  die  Coefficienten  mit  dem  ersten  In- 
dex 1  und  die  Coordinaten  der  Fundamentalpunkte  auszudrücken, 
während  man  sodann  aus  der  zweiten  Gruppe  die  drei  Coef- 
ficienten  /S^, ,  ßn}ß\z  direct  und  hiemach  die  übrigen  erhält. 
Die  Losung  kann  mittelst  der  Determinante  der  Coordinaten 
der  neuen  Fundamentalpunkte  und  ihres  adjungirten  Systems 
GyVorlesungen^'  Art.  27  f.)  sehr  einfach  allgemein  ausgedrückt 

werden;  nennen  wir  jene  Determinante 

a:,<»),  x^^\Xy^^) 
a;^^«),  x^^\  a;2<3) 

^3^*^  ^3^^  ^r^ 

Xund  ihre  adjungirten  Elemente  X^^^\  ^i^^^  etc.,  so  findet  man 
/5iiZ  =  ^ar/0/a;j(-)Zj(o  +  x.}')Xj^^+ xj^'^X^^^^^ 
ßiiX  =  ^a?2«)a;^(.)Z/0  +  a:2C)Z2<0+  x^c^XJ^^r 
ßuX  =  iix^i^ {a?iC>XiW  +  a^jWZjC-)^  x^c^X^^^^ 

ZQ  sehr  bequemer  Berechnung  in  jedem  bestinmiten  Falle. 

Wenn  insbesondere  die  alten  Coordinaten  Cartesische  sind, 
so  hat  man  nach  Art.  79 

8* 
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also 


a:,(o  =  1 ,  a;2<*>  =  a;(0 ,  x^^^  =  y^^  für  t  =  1 ,  2,  3-, 

1    1    1 

X=   arO  a:(')  ar(») 

y<1)  yi2)  y(3) 

mit  dem  adjungirten  System 

y(2)   _   y(3)  ^  y(3)    _   y(l)  ^  j^l)    _  y(2) 

a:(3)  _  a:(2)     ^       ii;(i)  _  a;(3)      ^       ^i)  _  ^d 
und  den  Lösungen 

/}3,X=fty(*>{a;<^y<*^—  a;<*)yO0+ ic(.)(yO)_  yW)  4.  yC)(a:(*)_a;0))| . 
Analog  umgekehrt.  Wenn  z.  B.  die  Gartesischen  Coordinaten 
der  neuen  Fundamentalpunkte  Ä^,  A2,  A^^  E  respective  sind 
(c,  0),  ( —  c,  0),  (0,  6)  und  (0,  —  6),  so  dass  die  Determinante 
X  den  Werth  — 2  6 c  hat  und  ihr  adjungirtes  System 

—  bc,  —  bc,       0 

—  6  ,       6  ,       0 
c  ,        c  ,  —  2c 

ist,  so  erhält  man  die  Transformationsformeln 

—  bx^ 

y  ~  i,  +  X,  -  ä^ ' 


X  =  —  \- , 


welche  man  leicht  auf  mannichfache  Weise  verificirt;  z.  B. 
indem  man  bemerkt;  dass  die  Gleichung  der  unendlich  fernen 
Geraden  x^-^  X2  —  x^  =  0  ist;  in  der  That  die  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte  der  Seiten  ^1^3,  ^2^39  ^^^^  ^^^^  ^^^ 
Gerade  ix  -\-  riy  -^  1=0  die  Gleichung  erhält 

(1  +  et)  »,  +  (1  -  c|)  or,  -  (1  +  5,)  «,  =  0, 

also  mit  S  =  -| —  durch  A^  respective  A^  und  mit  iy  =a  -(-  % 

durch  A^  respective  E  geht. 

Natürlich  könnten  viele  frühere  Entwickelungen  dieses 
E[apitels  auch  auf  diesem  Wege  von  den  entsprechenden  in 
Gartesischen  Goordinaten  aus  erhalten  werden;  z.  B.  für  E 
als  den  Schwerpunkt  des  Systems  der  Fundamentalpuukte  (Art. 
79)- oder  für  Flächencoordinaten  die  metrischen  Relationen  der 
Art.  61  f.  Wir  haben  nicht  Baum  für  solche  Ausfährangen, 
müssen  sie  aber  dringend  zur  Uebung  empfehlen. 


Fflnftes  Kapitel. 

Gleichungen  von  höheren  Graden,  welche 
gerade  Linien  darstellen. 

84.  Ehe  wir  dazu  übergehen,  von  den  Gurren  zu  handeln, 
welche  durch  Gleichungen  dargestellt  werden,  deren  Grad  den 
ersten  übersteigt,  wollen  wir  einige  Fälle  untersuchen^  in  denen 
diese  Gleichungen  gerade  Linien  repräsentiren. 

Wenn  eine  Anzahl  von  Gleichungen  i = 0,  M=  0,  jY=  0, . . . 
Seite  für  Seite  mit  einander  multiplicirt  werden^  so  dass  daraus 
die  Gleichung  LMN, ,  ,=^0  entsteht,  so  bezeichnet  diese  die 
Vereinigung  aller  der  durch  ihre  Factoren  repräsentirten  Linien ; 
denn  sie  wird  durch  die  Werthe  der  Goordinaten. befriedigt, 
welche  ii^end  einen  ihrer  Factoren  gleich  Null  machen.  Wenn 
umgekehrt  eine  Gleichung  höheren  Grades  in  ein  Pro- 
duct  mehrerer  anderen  von  niedrigeren  Graden 
aufgelöst  werden  kann,  so  repräsentirt  sie  eben- 
falls die  Vereinigung  aller  durch  ihre  Factoren 
dargestellten  geometrischen  Oerter.  Eine  Gleichung 
Yom  n*«"  Grade,  die  in  n  Factoren  vom  ersten  Grade  zerlegt 
werden  kann,  repräsentirt  daher  n  gerade  Linien. 

85.  Eine  homogene  Gleichung  n*^  Grades  zwi- 
schen zwei  Veränderlichen  repräsentirt  n  gerade 
Linien,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Goor- 
dinaten gehen. 

Denn  ist  die  Gleichung 

aj»  —  pa^-^  y  -|-  qa^-^  y^  —  , . . ,  +  ^y*  =  0, 
80  erhalten  wir  durch  Division  mit  y" 
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eine  Gleichung;  welche  durch  Auflösung  n  Werthe  für  —  liefert; 

bezeichnen  wir  dieselben  durch  a^i,  c  .  .  .  .  ,  so  kann  diese 
Gleichung  in  Factoren  zerlegt  werden 

(1-°)  (-;-')  a-')--»' 

und  die  ursprüngliche  Gleichung  ist  dann  in  die  Form 

{x  —  ay)  (x  —  hy){x  —  cy) =  0 

gebracht;  sie  repräsentirt  also  n  gerade  Linien 

X  —  ay  =  0,  X  —  6y  B=s  0 , .  .  . , 

welche  nach  der  Form  ihrer  Gleichungen  alle  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  gehen. 

So  reprasentirt  insbesondere  die  homogene  Gleichung 
x^  —  pxy  +  gy*  =  0  die  geraden  Linien 

X  —  ay  =  0;  X  —  6y  =  0, 

wenn  a  und  h  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

(f)-l>(f)  +  «=Osind. 

In  derselben  Art  erkennt  man,  dass  die  Gleichung 

(a?-a)-— i)(a;-a)-Xy— 6)+2(^-a)"^'(y— &)'  •  •  •  .+i(y-6)*=0 
n  gerade  Linien  bezeichnet;  welche  durch  den  Punkt  x  =s  a, 
y  =  b  gehen. 

Aufg.  1.  Welcher  Ort  ist  durch  die  Gleichung  zy  s=  0  dar- 
gestellt? 

Die  beiden  Coordinatenaxen;  weil  der  Gleichung  durch  jede 
der  beiden  Voraussetzungen  or  =  0,  y  =  0  genügt  wird. 

Au  fg.  2.   Welcher  Ort  ist  durch  x^  —  y^  =  0  dargestellt? 

Die  beiden  Halbirungslinien  der  von  den  Coordinatenaxen  ge- 
bildeten Winkel  a?  +  y  =  0.    (Art.  35.) 

Au  fg.  3.  Welches  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung 

x2  —  5  jy  +  6y«  =  0? 

Sie  reprasentirt  die  beiden  geraden  Linien 

«  —  2y  =  0,  X  —  3y  =  0. 

Aufg*  4.   Welcher  Ort  wird  dargestellt  durch 

x2  —  2xy  sec  d  +  y'  =  0?         x  =  y  tan  (45^  +  ^ö). 

Aufg,  5.    Welche  geraden  Linien  sind  durch 

x^  —  2xy  tan  d  —  y^  «=  0 
ausgedruckt? 

Aufg.  6.  Welche  geraden  Linien  reprSsentirt 

X»  _  6dj'y  +  ll'xy*  —  6y5  —  0? 
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86.  E8  ist  nützlich,  die  drei  Fälle  näher  zu  untersuchen, 
welche  die  Auflosung  der  Gleichung  x^  —  ^xy  +  ?y^  =  0 
darbietet;  die  Wurzeln  derselben  können  reell  und  ver- 
schieden, reell  und  gleich,  undsiekonnen  imaginär  sein. 

Der  erste  Fall  hat  keinerlei  Schwierigkeiten ;  a  und  6  sind, 
wenn  man  rechtwinklige  Coordinaten  voraussetzt,  die  trigono- 
metrischen Tangenten  der  Winkel,  welche  die  Linien  mit  der 
Axe  der  y  bilden,  |>  ist  daher  die  Summe  dieser  Tangenten, 
und  q^  ist  ihr  Product. 

Im  zweiten  Falle,  wo  a  =  6  ist,  bezeichnet  man  oft  die 
Gleichung  7?  — fxy  -f-  qy^  =  0  als  die  Repräsentantin  einer 
einzigen  geraden  Linie  x  —  ay  «»  0.  Aber  es  hat  man- 
cherlei Vorzüge,  den  Sprachgebrauch  der  Geometrie  dem  der 
Algebra  völlig  entsprechend  zu  machen,  und  ebenso,  wie  man 
nicht  sagt,  dass  jene  Gleichung  nur  eine  Wurzel,  sondern  viel- 
mehr, daeüs  sie  zwei  gleiche  Wurzeln  habe,  auch  nicht  zu  sagen, 
dass  sie  nur  eine  gerade  Linie,  sondern  dass  sie  zwei  zu- 
sammenfallende gerade  Linien  darstelle. 

Man  denke  drittens  die  beiden  Wurzeln  imaginär.  In  die- 
sem Falle  können  keine  reellen  Coordinaten  gefunden  werden, 
die  der  Gleichung  genügen,  ausgenommen  die  Coordinaten  des 
Ursprungs  a;=0,y=sO;  man  sagt  daher  in  diesem  Falle  wohl,  dass 
die  Gleichung  keine  geraden  Linien  repräsentire,  sondern 
dass  sie  die  Gleichung  des  Coordinatenanfangspunk- 
tes  sei.  Diese  Ausdrucksweise  ist  offenbar  verwerflich,  denn 
wir  sahen  (Art.  14),  dass  zur  Bestimmung  irgend  eines  Punktes 
zwei  Gleichungen  erforderlich  sind,  und  können  nicht  aus- 
nahmsweise eine  einzelne  Gleichung  als  Gleichung  eines  Punk- 
tes anerkennen  wollen.  Wir  sind  überdies  gewohnt  zu  finden, 
dass  zwei  verschiedene  Gleichungen  auch  inmier  zwei  verschie- 
dene geometrische  Bedeutungen  haben,  hier  aber  müssten  un- 
zählig viele  verschiedene  Gleichungen  alle  denselben  Punkt 
unterschiedslos  bedeuten;  denn  es  ist  dann  offenbar  unwesent- 
lich, welches  die  Werthe  von  ^  und  q.  sind,  sobald  sie  nur 
imaginäre  Wurzelwerthe  liefern,  d.  h.  sobald  jp*  <  4g  ist. 
Deshalb  ziehen  wir  vor,  die  Ausdrucksweise  der  analytischen 
Geometrie  genau  der  Sprache  der  Algebra  entsprechend  zu 
machen;  wie  wir  also  nicht  sagen,  dass  die  Gleichung 

X^  —  fxy\  jy^  =  0 


\ 
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keine  Wurzeln  hat,  wenn p^<,4iq,  sondern  dass  sie  zwei  imagi- 
näre Wurzeln  hat,  so  sagen  wir  auch  nicht;  dass  sie  in  die- 
sem Falle  keine  geraden  Linien  repräsentirt,  sondern  dass 
zwei  imaginäre  gerade  Linien  durch  siedargestelltwerden. 

Somit  repräsentirt  die  Gleichung  x^  — P^y  -{-  Qy^  '^  0, 
welche  stets  auf  die  Form  {x  —  ay)  {x  —  6y)  =  0  reducirt 
werden  kann,  in  jedem  Falle  zwei  durch  den  Anfangspunkt 
der  Goordinaten  gezogene  gerade  Linien;  sie  sind  reell,  wenn 
a  und  h  reell  sind,  fallen  zusammen,  wenn  a  und  h  gleich 
sind,  und  sind  imaginär,  wenn  a  und  h  imaginär  sind.  Wenn 
es  hier  ohne  grosse  Bedeutung  scheinen  mag,  welchen  Sprach- 
gebraueh  wir  annehmen,  so  werden  wir  im  weiteren  Fortschrei- 
ten doch  vielfach  erkennen,  dass  uns  in  vielen  Fällen  die  Ein- 
fachheit und  Strenge  des  Ausdrucks  und  manche  wichtige  Ana- 
logien verloren  gehen,  müssten,  wenn  wir  den  hier  empfoh- 
lenen Sprachgebrauch  nicht  annehmen. 

Dieselben  Bemerkungen  gelten  für  die  Gleichung 

Ax^  +  Bxy  -f  Cy'^  =  0, 

welche  auf  die  Form  x'^  — pxy  +  g.y'^  «=  0  einfach  dadurch 
reducirt  wird,  dass  man  sie  mit  dem  CoefQcienten  von  x^  divi- 
dirt;  sie  repräsentirt  immer  zwei  durch  den  Coordinatenanfang 
gehende  gerade  Linien,  welche  reell  sind,  so  lange  {B^ —  AAC) 
positiv  ist,  zusammenfallen  für  B^  —  4  AC  =  0  und  imaginär 
sind,  wenn  (i?^  —  4  AC)  negativ  ist. 

Wir  wenden  endlich  dieselbe  Ausdrucksweise  an,  wenn 
wir  gleiche  oder  imaginäre  Wurzeln  in  der  Auflosung  der  all- 
gemeinen homogenen  Gleichung  des  n^^°  Grades  antreffen. 

87.  Den  Winkel  zu  finden,  welcher  von  den  durch 
die  Gleichung  x'^  — pxy  +  tfy*=  0  dargestellten  ge- 
raden Linien  gebildet  wird. 

Wenn  die  Gleichung  auf  die  Form  (x  —  ay)  {x  —  6y)a=0 
gebracht  ist,  so  ist  nach  Art.  25  die  trigonometrische  Tan- 
gente des  von  ihnen  gebildeten  Winkels  ri  -r;  aber  das  Pro- 
duct  der  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  ist  =  q  und  die 

Differenz  derselben  =  J^'^ — Aq\  man  erhält  somit  für  jene 
Tangente  den  Ausdruck  


n 
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Ist  die  Gleichung  in  der  Form  Ax^  +  ^^V  +  Gy^  =  0 
gegeben;  so  findet  man 

tan  <jp  ^ ^-_j_-^    -  *). 

Zusatz.  Die  beiden  geraden  Linien  schneiden  sich 
rechtwinklig,  d.  h.  tan  9>  wird  unendlich  gross,  wenn 
2  =  —  1 ,  oder  wenn  -4.  -j-  (7  =  0  ist. 

Aufg,  Welches  ist  der  Winkel  zwischen  den  Linien,  welche 
dargestellt  sind  durch 

x^'\-xy  —  6y2  =  0?  45^       x^  —  2xy  sec  Ö  +  y^  =  0?     $. 

88.  Welches  ist  die  Gleichung  der  Halbirungs- 
linien  des  Winkels,  den  die  durch  die  Gleichung 

Ax^  +  Bxy  +Cy^  =  0  . 

dargestellten  geraden  Linien  miteinander  bilden? 
Sind  X  —  ay  =  0  und  x  —  6y  =  0  die  Gleichungen  der 
geraden  Linien ,  welche  jene  Gleichung  repräsentirt,  und  be- 
zeichnet man  durch  x  —  f*j/  ==  0  die  Gleichung  der  Halbi- 
mngslinie  ihres  Winkels,  so  bestimmt  sich  die  Grosse  fi  durch 
die  einfache  Bemerkung,  dass  sie  die  Tangente  des  Winkels 
ist,  den  die  gesuchte  Winkelhalbirungslinie  mit  der  Äxe  der 
y  bildet,  und  dass  dieser  Winkel  der  halben  Summe  der  Winkel 
gleich  ist,  welche  von  jenen  geraden  Linien  mit  dieser  Axe 
gebildet  werden.  Durch  Gleichsetzung  der  Tangente  des  dop- 
pAten  Winkels  mit  der  Tangente  der  Summe  zweier  Winkel 

ergiebt  sich  die  Bedingungsgleichung 

_2fi     a  +  b 

Nach  der  Theorie  der  Gleichungen  ist  aber 
a  -{-b  =^  —  B  :  A  und  ab  =^  C :  A, 

somit     j^.=  _3^    oder    ^»^-2^-^^-1=0. 

Von  den  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung,  welche 
zur  Bestimmung  von  fi  dient,  ist  die  eine  die  Tangente  des 
Winkels,  den  die  innere  Halbirungslinie  des  Winkels  der  bei- 
den durch  die  Gleichung  Ax^  +  Bxy  +  Cy^  =  0  gegebenen 

*)  Für  schiefwinklige  Axen  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise  zur 
BeBtimmnng  des  fraglichen  Winkels  die  Formel 

Bin  CO  VB*~--i AG 
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j.  +  C  —  B  cos  (0 
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geraden  Linien  mit  der  Äxe  der  y  bildet,  und  die  andere  die 
Tangente  des  Winkels ;  den  die  äussere  Halbirungslinie  des 
nämlichen  Winkels  mit  derselben  Axe  macht. 

Indem  wir  in  diese  quadratische  Bestimmimgsgleichnng 
für  II  seinen  Werth  x :  y  substituiren,  erhalten  wir  die  Glei- 
chung beider  Winkelhalbirungslinien 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt  (Art.  87),  dass  die  beiden 
Halbirungslinien  rechtwinklig  zu  einander  sind. 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  erhalten,  indem  man  nach 
Art.  35  für  die  beiden  geraden  Linien  x  —  ay=0,  a:  —  fcy^O 
die  Gleichungen  der  innem  und  äussern  Winkelhalbirungs- 
linien bildet,  und  diese  mit  einander  multiplicirt;  man  erhält  so 

{x  —  ayY        {x  —  fty)« 
1  +  a«    "    1  +  6« 

und  durch  Beseitigung  der  Brüche  und  Substitution  der  in 
AyBj  G  ausgedrückten  Werthe  von  ah  und  (a  -|-  6)  die  oben 
gefundene  Gleichung. 

Es  yerdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Wurzeln  die- 
se r  Gleichung  stets  reell  sind,  selbst  dann,  wenn  die 
Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichung  Ax^  +  Bxy-^-  Cy^^=*0 
imaginär  waren.  Ein  Paar  von  imaginären  geraden 
Linien  hat  somit  ein  Paar  reelle  Winkelhalbirungs- 
linien. 

Es  ist  die  Existenz  solcher  Beziehungen  zwischen  reellen 
und  imaginären  geraden  Linien,  welche  die  Betrachtung  der 
letzteren  besonders  nützlich  macht. 

89.  Die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  die 
allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwei  ge- 
rade Linien  darstellt. 

Wir  schreiben  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 

«11^'  +  2a,2xy  -f  «22^«  -f  2a^^x  +  2a23y  +  O33  =  0 
in  der  Form 

«11  ^*  +  2(a,2y  +  ^,3)  X  -f  (a2,y'  +  2a23y  +  a^)  —  0. 
Durch  die  Auflösung  derselben  für  x  finden  wir  die  Wurzeln 

«il^  =  —  («12^  +  «13)  + 

^{(«1,'—  0,1022)  y'  +2(a,2«i3  —  öii«M)y+  («13'  —  «iiöss)}. 
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Dieser  Werth  von  x  kann  nicht  auf  die  Form  o;«^  my  4~  ^ 
reducirt  werden ,  wenn  nicht  die  Grosse  unter  dem  Wurzel- 
zeichen ein  yollstandiges  Quadrat  ist.  Die  Bedingung^  unter 
welcher  dies  allein  der  Fall  ist;  wird  bekanntlich  ausgedrückt 
durch 

(««'  —  «11  «22)  ifln   —  «11  «33)  =  («i2«is  —  «nÖ23)*- 
Die  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  liefert  nach 
einer  Division  durch  a,| 

Ö1|Ö22«33  +  2a23a,3a,2  —  «tl  «23'  —  «22«13'  —  «33^12'  =  ^ 

als  die  Bedingung^  unter  welcher  die  allgemeine  Gleichung 
des  zweiten  Grades  zwei  gerade  Linien  darstellt. 

Aufg.  1.   Bepräsentirt  die  Gleichung 

fl?  —  5a?y  +  4y2  4-  aj  +  2y  —  2  =  0 

gerade  Linien  und  welche? 

Indem  man  wie  im  Vorhergehenden  f%Lr  x  auflöst,  erhält  man 
f&r  die  durch  die  Gleichung  dargestellten  geraden  Linien  die  Glei- 
chungen X  —  y  —  IcssO,  X  —  4y  +  2  =  0. 

Aufg,  2.   Beprftsentirt  die  Gleichung 
(«*  +  ^y  -  f»)»  =  {cfl  +  jS»  -  r»)  (i>?  +  y'  -  ^) 
gerade  Linien  und  welche? 

Aufg.  3.   Welche  gerade  Linien  sind  durch  die  Gleichung 

x^  —  xy  -\-  y"^  —  X  —  y-f-1— 0    dargestellt? 

Aufl.   Die  imaginären  geraden  Linien 

a^  +  ^y  +  ö^  =  0,  a?  +  ö^y  +  Ö  =  0, 
wenn  9  eine  der  imaginären  Cuhikwurzeln  der  Einheit  ist. 

Aufg,  4.  Man  soll  die  Grösse  a^^  ^^  bestimmen,  dass  die  Glei- 
chung a^  4"  ^^\2^y  "l~y*  —  ö^  —  7y-|-6=0  gerade  Linien 
darstellt. 

Indem  man  die  Werthe  der  Coef&cienten  in  die  allgemeine 
Bedingungsgleichnng  substituirt,  erhält  man  für  üx^  die  quadra- 
tische Gleichung  12aj2'  —  Söa^j  +  25  =  0,  aus  welcher  fttr  a^^ 
die  Werthe  a^^  ^^  i »  ^n   '^^  4  hervorgehen. 

90.  Die  in  dem  vorigen  Art.  angewendete  Methode,  ob- 
gleich die  einfachste  in  dem  Fall  der  Gleichung  zweiten  Gra- 
des, ist  auf  Gleichungen  höherer  Grade  nicht  anwendbar;  wir 
geben  daher  in  dem  Folgenden  noch  eine  andere  Auflosung 
derselben  Aufgabe. 

Dieselbe  verlangt  zu  erkennen,  ob  die  gegebene  Gleichung 
des  zweiten  Grades  mit  dem  Product  der  Gleichungen  zweier 
geraden  Linien  {ax  +  /5y  —  1)  {ax  +  ^y  —  1)  «=  0  identisch 
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werden  kai^.  Wir  diyidiren  dazu  die  allgemeine  Gleichang 
des  zweiten  Grades  durch  a^^  und  vergleichen  die  Coefficienten 
ihrer  Glieder  mit  den  entsprechenden  Coefficienten  in  der  Ent- 
wickelung  jenes  Products;  dadurch  erhalten  wir  fünf  Bedin- 
^  gungsgleichungen,  von  denen  vier  die  Bestimmung  der  vier 
unbestimmten  Grössen  a^  ß,  a,  ß'  liefern  müssen.  Durch  die 
Substitution  der  erhaltenen  Werthe  in  die  fünfte  Bedingungs- 
gleichung finden  wir  die  verlangte  Bedingung.  Jene  fünf  Glei- 
chungen sind 

Die  vier  ersten  liefern  sofort  zwei  quadratische  Gleichungen 
zur  Bestimmung  von  a,  a\  ß,  ß\  Wir  können  dieselben  auch 
durch  die  Bemerkung  erhalten,  dass  diese  vier  Grössen  die 
Reciproken  der  Abschnitte  sind^  welche  durch  die  geraden 
Linien  in  den  Coordinatenaxen  gebildet  werden^  und  dass  die 
von  dem  durch  die  Gleichung 

«11«*'  +  2a,2^y  +  «22^^  +  2a,3a;  +  2a^^y  -f  033  =  0 
dargestellten  Orte  in  den  Aken  gebildeten  Abschnitte  dadurch 
bestimmt  werden,  dass  man  in  derselben  nach  einander  x  «=^0, 
y  SS  0  setzt,  wodurch  sich  ergeben 

0,1^:2  +  2(1,30?  +  «33  =  0,  022^^  +  2a23y  +  Ö33  =  0. 

Bezeichnen  wir  durch  i,  L\  M,  M'  die  vier  so  erhalte- 
nen Durchschnittspunkte  des  bezeichneten  Ortes  mit  den  Axen, 
so  müssen,  wenn  derselbe  aus  geraden  Linien  zusammengesetzt 
ist,  diese  entweder  das  Paar  Xüf,  L'M'  oder  das  Paar  LM\ 
L' M  sein;  die  Gleichungen  derselben  sind 

{ax  +  ßy-l)  {ax  +  /S'y  -  1)  =  0 

und  (ax  +  ß'y  —  1)  (ax  -f  /Sy  —  1)  =  0, 

und  die  gleichmässige  Berechtigung  derselben  lehrt^  daiss  für 

---  nicht  allein  der  oben  gegebene  Werth  a/S'  +  ccß,  sondern 

auch  der  andere  ccß  -{-  aß'  gelten  muss.     Die  Summe  beider 
Grössen  ist 

=  («  +  «0  (i»  +  ßl  =  ^T^  und  ihr  Product 


r 
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und  es  ergiebt  sich  daher  zur  Bestimmung  von  "  die  qua- 
dratische  Gleichung 

welche  y  von  Brüchen  befreit ,  die  im  vorigen  Art.  erhaltene 
Bedingungsgleichung  wiedergiebt. 

-^vfy'  C^ergl.  Art  89,  Aufg.  4.)  Man  soll  die  Grösse  aj^  so 
bestimmen,  dass 

x^  +  2a^^xy  +  y^  —  öa;  —  7y  +  6  =  0 

gerade  Linien  darstelle. 

Die  Abschnitte  in  den  Axen  sind  durch  die  Gleichungen 

a;2  —  5iC  +  6  =  0,  y^  —  ly-{-Q  =  0 

gegeben,  deren  Wurzeln  x  =  2,  rr"  «=  3;  i^'  =  1 ,  |^"  =  6  sind. 
Indem  wir  die  Gleichungen  der  geraden  Verbindungslinien  der  so 
gefundenen  Punkte  bilden,  sehen  wir,  dass  die  Gleichung,  wenn 
sie  gerade  Linien  darstellt,  entweder  yon  der  Form 

{x  +  2y^  2)  (2x  +  y  —  6)  =  0, 

oder  von  der  Form  (a?  +  3y  —  3)  (Src  -j"  ^  —  6)  «=  0  sein  muss. 
Daraus  ergeben  sich  durch  Ausftihrung  der  angedeuteten  Multipli- 
cationen  die  Werthe  von  a^j. 

Mit  Hilfe  der  Grundsätze  der  Determinantentheorie  lässt 
sich  die  nämliche  Bedingung  in  folgender  Weise  finden  und 
darstellen.    Wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung 

das  ^roduct  von  zwei  linearen  Factoren  sein  soll;  so  müssen 
in  der  mit  ihr  identischen  Form 

^i  («11^1  +  «12^2  +  «13^3)  +  ^2(^12^1  +  «22^2  +  «23^3) 

+  ^3(^13^1  +  «23^2  +  «33^3)=  0 

die  drei  linearen  Functionen 

«11^1+«12^2+«'l3^3  7  «12^1+ «22^2+ «23^3?  «13^1+ «23 ^2+ «33 ^3 

ZU  einander  in  constantem  Yerhältniss  sein,  etwa  «=^91»!  rut^irnj-, 
denn  dann  ist  sie  das  Product  von  zwei  zu 

V  «11^1  +  «12^2  +  «I3^3>    *'^J^1  +  ^2^2  +  ♦^*3^3 

proportionalen  Factoren.  Die  zu  erfüllende  Bedingung  ist  also 
die  Erfüllung  der  Gleichheiten 

j»!  »w,  m, 

für  alle  Werthe  von  x^^x^y  x^  oder  die  Existenz  solcher  Werthe 
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von  x^yX^,  x^y  fQr  welche  gleichzeitig  ana?i4-fli2^2+^i3^3'*^; 

öl2^1  +  Ö22^2+«23^3  =  f>^  «13  ^1  +  ^^23  ^  +  «33  ^3  =  ^  sind.    Die 

Elimination  von  x^yX^yX^  zwischen  diesen  Gleichungen  giebt 
die  bezügliche  Bedingung;  also  die  Bedingung  des  Problems 

«li;«l2;  «13 
«12;  «22;  «23 


=  0  mit  (li^  ^  a 


^jf 


der  vorigen  Art.,  in  der  Form 

«13;  «23;  «33 

Ihre  entwickelte  Form  ergiebt  die  Relation  wie  vorher;  man 
nennt  die  linke  Seite  derselben  die  Discriminante  der  Glei- 
chung zweiten  Grades. 

*91.  Man  soll  angeben,  wie  viele  Bedingungs- 
gleichungen erfüllt  seih  müssen^  damit  die  allge- 
meine Gleichung  des  n^''^  Grades  gerade  Linien  dar- 
stellt. 

Die  Zahl  derselben  wird  durch  das  Verfahren  des  vorigen 
Art.  leicht  erhalten;  wir  vergleichen  die  allgemeine  Gleichung 
des  n^^^  Grades,  nachdem  wir  in  ihr  das  absolute  Glied  der 

•  

Einheit  gleichgemacht  haben,  mit  dem  Product  von  n  linearen 
Gleichungen 

{ax  +  ßy-l)  (ax  +  /S'y  -  1)  {cc"x  -f  ^>  -  1) . . .  =  0. 

Ist  die  Zahl  der  Glieder  in  der  allgemeinen  Gleichung 
=  N,  so  erhalten  wir  durch  die  Gleichsetzung  der  entspre- 
chenden Coefficienten  in  ihr  und  in  der  Entwicklung  dieses 
Productes  N  —  1  Gleichungen.  Von  denselben  dienen  2#  zur 
Bestimmung  der  2n  unbekannten  Grössen,  a,  a', . . .,  /3,  /f,. . ., 
und  die  so  erhaltenen  Werthe  derselben  liefern,  in  die  übrig- 
gebliebenen Gleichungen  substituirt,  N —  1  —  2n  Bedingungen. 
Da  aber  die  allgemeine  Gleichung  n^^  Grades  in  der  Form 
geschrieben  werden  kann:       Ä 

+  Bx  +  Cy 
-f  Dx^  +  Exy  -f  jPy» 
-f  Gx^  +  Hx'^y  +  Kxy^  +  Ly^  -f  etc.  =  0, 

so  ist  die  Zahl  ihrer  Glieder  die  Summe  der  arithmetischen  Reihe 

2Vc=l  +  2  +  3  +  ...(n+l)-=i(»+l)(n  +  2); 

daher  ergiebt  sich  die  Anzahl  der  nöthigen  Bedingungen 

JT—  1  —  2n  =  I «  (n  —  1). 


Seelistes  Kapitel. 

Ableitung  der  Hanpteigenschaften  aller 
Curveri  zT\^eiten  Grades  aus  der  allgemeine^i 

Gleichung. 


92.    Die  allgemeinste  Form  der  Gleichang  zweiten  Gra- 
des ist 
ajix'  +  2a^^xy  +  ajjy^  ^  ^a^^x  +  2a23y  +  «23  ~  0, 

worin  aji,  032  >  ^33,  a^ßi  0,3,  a^j  Gonstanten  sind. 

Die  Natur  der  durch  diese  Gleichung  dargestellten  Cur- 
Ten  ist  Yon  den  speciellen  Werthverhältnissen  der  Constanten 
abhängig.  Wie  das  vorige  Kapitel  gezeigt  hat;  in  welchen 
fSüen  sie  zwei  gerade  Linien  darstellt,  so  ist  es  die  Aufgabe 
des  gegenwärtigen  Kapitels,  die  verschiedenen  Curven  zu  classi- 
fidren,  welche  durch  Gleic];iungen  der  angezeigten  allgemei- 
nen Form  dargesteUt  werden  können,  und  einige  der  Eigen- 
schaften zu  entwickeln,  welche  ihnen  allen  gemeinsam  sind*). 

Fünf  Relationen  zwischen  den  CoefBcienten  sind  hinrei- 
chend, eine  Gurve  zweiten  Grades  zu  bes|immen.  Zwar  ent- 
hält die  allgemeine  Gleichung  sechs  Constanten;  aber  es  ist 
offenbar,  dass  die  Natur  der  Curve  nicht  von  der  absoluten 
Grosse  dieser  Coefficienten  abhängt,  weil  die  Gleichung,  wenn 


*)  Wir  werden  später  beweisen ,  dass  der  durch  eine  Ebene  in  einem 
Kegel  über  circularer  Basis  gemachte  Schnitt  eine  Curve  vom  2.  Grade 
ist,  und  umgekehrt,  dass  es  keine  Curve  des  zweiten  Grades  giebt, 
welche  nicht  als  ein  solcher  Kegelschnitt  betrachtet  werden  kann.  Unter 
diesem  Gesichtspunkte  sind  die  Curven  des  zweiten  Grades  zuerst  von 
den  Geometem  untersucht  worden.  Wir  gedenken  dieser  Eigenschaften, 
weil  vir  es  oft  passend  finden  werden,  die  Bezeichnung  „Kegelschnitt*' 
statt  der  längeren  Benennung  „Curve  zweiten  Grades"  zu  gebrauchen. 
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wir  sie  mit  irgend  einer  Gonstanten  n  multipliciren  oder  divi- 
diren,  immer  dieselbe  Gurve  darstellt;  wir  können  daher  die 
Gleichung  durch  a^^  dividiren,  um  das  absolute  Glied  =  1  zu 
machen,  und  sie  ist  somit  durch  5  Gonstante  bestimmt. 

So  z.  B.  kann  ein  Kegelschnitt  durch  5  Punkte  beschrieben 
werden.  Indem  wir  in  die  Gleichung  die  Goordinaten  x,  y  etc. 
jedes  Punktes  substituiren ,  durch  welchen  die  Gurve  gehen 
muss;  erhalten  wir  fünf  Relationen  zwischen  den  Goefficienten, 

welche  zur  Bestimmung  der  fünf  Grössen  ^,  etc.  genügen. 

93.  Weil  wir  in  diesem  Kapitel  oft  Gelegenheit  haben, 
die  Methode  der  Goordinatentransformation  anzuwenden,  so  ist 
es  nützlich,  im  Voraus  die  Veränderungen  anzuzeigen,  welche 
die  allgemeine  Gleichung  durch  die  Transformation  zu  paral- 
lelen Axen  durch  einen  neuen  Ursprung  x,  y'  erfahrt.  Wir 
bilden  die  neue  Gleichung,  indem  wir  a^+a?' für  a;,  y-f"y' ^ 
y  einsetzen  (Art.  8)  und  erhalten 

+  2a23(y-f  y')  +  «33  =  0. 
Indem  wir  diese  Gleichung  nach  den  Potenzen  der  Ver- 
änderlichen ordnen,  finden  wir,  dass  die  Goefficienten  von  x^, 
xyj  y^  dieselben  sind,  wie  vorher,  nämlich  a^^,  2a|2  a,,;  dass 
das  neue  ffjj  wird  ai3'=flf||3:'+a,2j/'+^i3i 
das  neue  0^3    „     a^z  =  ^i2^'  +  ^22y'+<^2zi 
das  neue  «33    „  a^i''='ai^x^+2a^^y+a^jy'^+2ay^'+2ai^'+a^^] 
d.  h.  wenn  die  Gleichung  einer  Gurve  des  zweiten 
Grades  zu  parallelen  Axen  durch  einen  neuen  Ur- 
sprung transformirt  wird,  so  bleiben  die  Goefficien- 
ten der  höchsteli  Potenzen  der  Veränderlichen  un- 
geändert,  während  das  neue  absolute  Glied  das  Re- 
sultat der  Substitution  der  Goordinaten  ist*). 

94.  Jede  gerade  Linie  schneidet  eine  Gurve  zwei- 
ten Grades  in  zwei  reellen,  zusammenfallenden  oder 
imaginären  Punkten. 

Wir  erkennen  dies  daran,  dass  wir  zur  Bestimmung  der 
Punkte,  in  denen  eine  gerade  Linie  r/  =  mx  -}-  ^  die  Gurve 
schneidet,  eine  quadratische  Gleichung  erhalten;  durch  Sub- 

*)  Dies  gilt  gans  ebenso  för  Gleichungen  von  beliebigen  Grmden. 
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stitation  dieses  Werthes  von  y  an  Stelle  desselben  in  die  Glei- 
chung zweiten  Grades  insbesondere  eine  solche  zur  Bestim- 
mung der  Abseissen  x  der  Durchschnittspunkte.  Die  Punkte, 
in  denen  die  Gurre  die  Axen  schneidet,  sind  bestimmt  durch 
die  quadratischen  Gleichungen 

«11^^  +  2öj3a:  -f  a33  =  0,    a^^y^  +  2023»  +  «33  =  0. 
Eine  scheinbare  Ausnahme  hiervon  tritt  in  dem  Falle  ein,  wo 
die  Gleichung  zweiten  Grades  das  Quadrat  der  einen  Yerander- 
lichen  nicht  oder  mit  verschwindenden  Coefficienten  enthält; 
z.  B.  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  zweiten  Grades 

rry  +  2y'  +  rc  +  5j/  +  3  =  0 

für  y  e=s  0  eine  Gleichung  ersten  Grades  zur  Bestimmung  der 
Äbscissen  des  Schnittpunktes  des  dargestellten  Ortes  mit  der 
Axe  X,    Wenn  aber  in  einer  Gleichung  zweiten  Grades 

Ax^  +  2Sx+C^0 

der  Goefficient  C  verschwindet,  so  sagen  wir  darum  nicht,  dass 
dieselbe  sich  auf  eine  lineare  Gleichung  reducirt  habe ,  sondern 
wir  betrachten  sie  noch  immer  als  eine  quadratische  Gleichung, 
deren  eine  Wurzel  ^  «s  0  ist,  während .  die  andere  den  Werth 
x  »  —  2B  :  Ä  hat.  Diese  quadratische  Gleichung  kann  aber 
auch  in  der  Form 


^(iy+25(i)+^-o 


geschrieben  werden,  und  wir  erkennen  nun,  dass  wir  sie  auch 
beim  Verschwinden  von  Ä  noch  immer  als  eine  quadratische 
Gleichung  zu  betrachten  haben ,  von  deren  Wurzeln  die  eine 
den  WerÜi  1  :  a?  =  0,  oder  a:  =  oo,  die  andere  aber  den  Werth 
l:x=  —  2B:C  oder  x  =  —  C :  25  hat.  Dasselbe  Resul- 
tat ergiebt  sich  durch  die  Auflosung  der  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades,  die  man  in  jeder  der  beiden  Formen 

*~  Ä  '^  '-B:fy(B^~AC) 

erhalten  kann,  je  nachdem  man  für  x  oder  für  die  Beciproke 
1 :  X auflöst;  die  Aequivalenz  beider  Formen  ergiebt  sich  auch 
dorch  die  kreuzweise  Multiplication  ihrer  Zähler  und  Nenner. 
Je  kleiner  aber  Ä  ist,  desto  weniger  unterscheidet  sich  der 
Werth  der  Wurzelgrosse  von  +  ^7  ^^^  ^i®  letztere  Form  der 
I^sung  zeigt  damit,  dass  die  eine  Wurzel  der  Gleichung  um 

Salmoii-Fi6dl«r,  anal.  Geom.  d.  Kegelichn.    4.  Aufl.  9 
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SO  mehr  wächst;  je  kleiner  A  ist,  und  dass  mit  dem  Verschwin- 
den von  A  die  eine  Wurzel  der  Gleichung  unendlich  gross  wird. 
Wenn  wir  also  eine  lineare  Gleichung  zur  Bestimmung  der 
Punkte  erhalten ;  in  welchen  eine  Gerade  die  Curven  schnei- 
det; so  haben  wir  sie  als  den  Grenzfall  einer  quadratischen 
Gleichung  von  der  Form  0.aj^+  2Bx  -j-C  =  0  anzusehen, 
für  welchen  die  eine  der  Wurzeln  unendlich  gross  ist,  d.  h. 
als  Ausdruck  des  Umstandes ,  dass  der  eine  der  Schnittpunkte 
der  Geraden  mit  der  Curve  unendlich  entfernt  sei.  So  repra- 
sentirt  die  als  Beispiel  gewählte  Gleichung,  die  in  der  Form 
(y  +  1)  (a;  +  2y  4"  3)  =  0  darstellbar  ist,  zwei  gerade  Linien, 
deren  eine  die  Axe  der  x  in  einem  endlichen  Punkte  schnei- 
det;  während  die  andere  den  unendlich  fernen  Punkt  mit  ihr 
gemein  hat. 

In  derselben  Art  sagen  wir,  dass  in  einer  quadratischen 
Gleichung  Ax'^  +  ^Bx  +  C  =  0,  in  der  sowohl  B  als  C  ver- 
schwinden ,  beide  Wurzeln  gleich  0  seien,  und  dass  beide  Wur- 
zeln X  unendlich  gross  sind,  wenn  B  und  A  zugleich  ver- 
schwinden. Es  ist  ferner  hinzuzufügen,  dass  die  beiden  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung,  abgesehen  von  diesen  Grenzwer- 
then,  reell  oder  imaginär  sein  können.  Darnach  sagen  wir, 
um  die  Sprache  der  analytischen  Geometrie  mit  der  der  Alge- 
bra in  Uebereinstimmung  zu  setzen,  dass  jede  gerade  Linie 
eine  Curve  zweiten  Grades  in  zwei  reellen  oder  imaginären 
Punkten  schneidet. 

95.     Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
a,ia;2  ^  2a^^xy  +  a^^y^  +  2a^^x  +  2a^y  +  «33  =  0 
liefert  nach  Art.  1 2  durch  Transformation  zu  Polar  -  Coordinaten  *) 

(«jj  cos'ö-f  2aj2CosÖ8inö-J-a22  8in2ö)()2-|-2(aj3COsö-j-a23  sinö)p-f-<'33=0; 

die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung  sind  die  beiden 
Werthe  des  Radius  vector,  welche  irgend  einem  Werthe  von 
0  entsprechen.    Nun  haben  wir  im  letzten  Ari  gesehen,  dass 


*)  Die  folgenden  Prozesse  gelten  gleichmässig  aach  dann,  wenn  die 
ursprüngliche  Gleichung  auf  schiefwinklige  Coordinaten  bezogen  ist. 
Wir  Bubstituiren  dann  mp  für  x  und  np  für  y^  wo  nach  Artikel  12 

sin  ö       ,           sin  (w  —  ö)  •  i.       j       _*  1.        ...      m  _.. 
m  sas  -; — r  un(j  ^  s-a 1 tL  ist  ^nd  verfahren  wie  im  Text 

am  Ml  ain  Mk 
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der  eine  dieser  Werthe  unendlich  gross  wird,  d.  h.  dass  der 
Radius  vector  die  Curve  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte 
schneidet,  wenn  der  Coefficient  von  q^  verschwindet.  Diese 
Bedingung  wird  aber  für  zwei  Werthe  von  $  erfüllt,  nämlich 
für  diejenigen,  welche  die  quadratische  Gleichung 

a,i  +  2a,2  tan  ö  +  öjj  tan^  d  =  0 
liefert  D«nnach  können  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  zwei  gerade  Linien  gezogen  werden, 
welche  die  Curve  in  unendlicherEntfernungschnei- 
den;  jede  dieser  Linien  schneidet  die  Curve  auch  in  einem 
Punkte  in  endlicher  Entfernung,  und  der  Abstand  desselben 
Tom  Anfangspunkt  ist  durch  die  Gleichung 

2(aj3  cos  $  +  ^?3  sin  ö)  p  -f-  «,3  =  0 
bestimmt.     Multiplicirt  man  mit  q^  die  Gleichung 

a,i  cos*  ö  +  2ai2  ^^^  ö  sin  ö  +  032  sin'  ö  «=  0 
und  setzt  för  (>  cos  0,  p  sin  0  ihre  Werthe  x  und  y  ein,  so 
erhält  man  als  die  Gleichung  der  beiden  in  Bede  stehenden 

Geraden  «ti^*  +  ^(^n^y  +  ^ntf^  *==  0* 

Es  giebt  also  zwei  Richtungen,  nach  welchen  durch  jeden 

Punkt  Gerade  gezogen  werden  können ,  die  die  Curve  in  un- 
endlicher Entfernung  schneiden ;  denn  maü  kann  durch  Trans- 
formation der  Coordinaten  den  gedachten  Punkt  zum  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  machen  und  den  vorhergehenden  Beweis 
anwenden.  Im  Art.  93  ward  aber  bewiesen,  dass  die  Grössen 
Oll,  0,2,  022  bei  einer  solchen  Transformation  vollkommen  un- 
geändert  bleiben,  und  jene  Richtungen  werden  daher  stets  durch 
die  nämliche  quadratische  Gleichung 

aj,  cos^  Ö  +  2ai2  cos  ö  sin  ö  +  032  sin^  $  =  0 
bestimmt.  Wenn  also  durch  irgend  einen  Punkt  zwei  reelle 
Gerade  gezogen  werden  können,  welche  die  Curve  in  unend- 
licher Entfernung  schneiden,  so  schneiden  auch  die  durch  irgend 
einen  andern  Punkt  zu  ihnen  gezogenen  Parallelen  die  Curve 
in  unendlicher  Entfernung,  wie  es  geometrisch  evident  ist. 

06.  Die  vfichtigste  Frage,  die  wir  betreffs  der  Form  der 
durch  irgend  eine  Gleichung  dargestellten  Curve  thun  können, 
ist,  ob  sie  in  jeder  Richtung  begrenzt  ist,  oder  ob  sie  sich  in 
irgend  einer  Richtung  ins  Unendliche  erstreckt.  Das  Beispiel 
unbegrenzter  Ausdehnung  giebt  der  Fall,  in  welchem  sie  ein 
Paar  gerade  Linien  darstellt.  Es  ist  aber  noth wendig,  ein  Eenn- 

9» 
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zeichen  zu  finden  ^  wodnrch  wir  unterscheiden  können^  welcher 
Classe  von  Oertem  die  durch  ii^end  eine  specielle  Gleichung 
zweiten  Grades  dargesteUte  Gurre  angehört.  Ein  solches  Kenn- 
zeichen ist  uns  aber  durch  den  letzten  Artikel  geliefert.  Wenn 
die  Curve  in  jeder  Richtung  begrenzt  ist,  kann  kein  durch  den 
Ursprung  gezogener  Radius  vector  der  Curve  einen  unendlichen 
Werth  haben;  wir  fanden  aber  im  letzten  Artikel  dass  wir, 
damit  der  Radius  vector  unendlich  gross  werde,  haben  müssen 

Oll  -f-  2  ^12  tan  0  -{-  0,2  tan^  $^=^0. 
1)  Wenn  wir  nun  yoraussetzen,  aj^^  —  ^11^22  ^^^  nega- 
tiv ^  so  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  imi^när,  und  es 
kann  kein  reeller  Werth  von  $  gefunden  werden,  welcher  der 
Bedingung    a,, C08^d+2a,2cosösin0+a22siii'ö=0    genügt 

In  diesem  Falle  kann  daher  keine  reelle  gerade  Linie  ge- 
zogen werden,  die  die  Curve  im  Unendlichen  schneidet,  und 

die  Curve  ist  in  jeder 
Richtung  begrenzt.  Wir 
werden  im  zehnten  Kapitel  zei- 
gen, dass  ihre  Form  die  in  der 
Figur  dargesteUte  ist.  Eine 
Curve  dieser  dasse  wird  El- 
lipse genannt. 

2)   Wenn  ajj-  —  ^^n^tt 
positiv-  ist,  so  sind  die  Wur- 
zeln der  Gleichung 
a„  +  2aij  tan  ^  +  0,2  *tan*  ö  «=  0 
reell  und  verschieden;  folglich 
giebt  es  zwei  reelle  Werthe 
von  9,  welche  den  Radius  vec- 
tor  des  einen  der  Punkte  un- 
endlich machen,  wo  die  Linie 
die  Curve  schneidet. 
-^  Also  können  in  diesem 

Falle  zwei  reelle  gerade  Li- 
nien, dargestellt  durch 

durch  den  Ursprung  gezogen 
werden ,  welche  die  Curve  im 
Unendlichen  schneiden. 


/r 
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Eine  Garve  dieser  Classe  wird  eine  Hyperbel  genannt^ 
und  wir  ^igen  im  zehnten  Kapitel;  dass  ihre  Form  die  in  der 
Figur  dargestellte  ist. 

3)  Wenn  a^^ — «hä^j  =  0  ist,  so  sind  die  Wurzeln  der 
Gleichung  a,i  +  2aij  tan  ö  +  «22  tan'ö  =  0  reell  und  einander 

gleich,  und  die  zwei  Sich- 
tungen, in  welchen  eine 
gerade  Linie  gezogen  wer- 
den kann ,  die  die  Gurre 
inunendlicherEntfemung 
schneidet,  fallen  zusam- 
men. Eine  Gurve  dieser 
Glasse  wird  eine  Parabel 
genannt,  und  wir  zeigen 
im  elften  Kapitel,  dass  ihre 
Form  die  hier  dargestellte  ist.  Die  gefundene  Bedingung  kann 
ausgedrückt  werden,  indem  man  sagt,  dass  die  Gurve  eine  Para- 
bel ist,  wenn  die  ersten  drei  Glieder  ihrer  Gleichung  ein  voll- 
ständiges Quadrat  bilden. 

97.  Es  scheint  nützlich,  die  Ableitung  der  Figur  der  Gurve 
aqs  der  Gleichung  hier  folgen  zu  lassen,  ohne  dass  vorher 
durch  Transformation  diese  Gleichung  auf  ihre  einfachste  Form 
reducirt  worden  wäre.  Die  allgemeine  Wahrheit  der  vorher 
gewonnenen  Ergebnisse  lasst  sich  in  der  That  auch  darthun, 
indem  man  nach  der  im  Art.  16  angegebenen  Art  die  durch 
die  Gleichung  dargestellte  Figur  construirt.  Wenn  man  y  durch 
X  ausdrückt,  so  erhält  man  analog  wie  in  Art.  89 

«22^=  —  (»12^+023) 

±/{ai2^— «ii«22)^^+2Ca,2a„— a2,ai3)a?+(a23^— a„a33)}. 
Da  nun  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Gleichungen  jede 
Grosse  von  der  Form  a;*  -f"  1^^  +  2  ^^^  Product  von  zwei 
reellen  oder  imaginären  Factoren  {x  —  a)  {x  —  ß)  äquivalent 
ist,  so  kann  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grosse  in 
der  Fonn  {a{^  —  ^110^22)  (^  ~"  ")  (f  —  ß)  dargestellt  werden. 
Ist  daher  ax^  —  ^11^22  i^^gf^tiv,  so  ist  die  Grösse  unter  dem 
Wurzelzeichen  negativ  und  daher  y  imaginär,  wenn  die  Fac- 
toren a:  —  a,  x  —  ß  entweder  beide  positiv  oder  beide  nega- 
tiv sind;  reelle  Werthe  von  y  werden  nur  für  solche  Werthe 
von  X  gefunden^  die  zwischen  a  und  ß  gelegen  sind,  und  die 


134  VI.   Curven  zweiten  Grades.   97. 

Curve  existirt  daher  nur  in  dem  zwischen  den  geraden  Linien 
x=a,  a;=/J gelegenen  Theil  der  Ebene.  (Vergl.  Art.  16,  Aufg.3.) 
Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  a^^  —  ^11^22  positiv  ist; 
man  erhält  reelle  Werthe  von  y  für  alle  die  Werthe  von  Xj 
welche  die  Factoren  x  —  a,  x  —  ß  entweder  beide  positiv  oder 
beide  negativ  machen^  nicht  aber  für  solche,  die  den  einen 
positiv  und  den  andern  negativ  werden  lassen.  Die  Curve  be- 
steht in  diesem  Falle  aus  zwei  Zweigen ,  welche  im  positiven 
und  negativen  Sinne  ins  Unendliche  gehen,  aber  durch  einen 
zwischen  den  Linien  x  ^=  a  und  x  ^=  ß  gelegenen  Raum  ge- 
trennt sind,  in  dem  kein  Theil  der  Curve  liegt.  Wenn  a,2^ — a,  jOjj 
den  Werth  Null  hat,  so  ist  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende 
Grösse  entweder  x  —  a  oder  a  —  x]  in.  dem  einen  Falle  er- 
hält man  reelle  Werthe  von  y,  so  lange  x  grösser  ist  als  ce, 
und  in  dem  andern,  so  lange  x  kleiner  ist  als  a;  die  Curve 
besteht  daher  aus  einem  einzigen  Zweig,  der  auf  der  rechten 
oder  linken  Seite  der  Geraden  x  =  a  sich  ins  Unendliche  er- 
streckt. 

Sind  die  Wurzeln  a  und  /3  imaginär,  so  kann  die  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  stets  in  die  Form 

(a.j»  -  «„  o„)  {(a;  -  y)' +  <J2} 

gebracht  werden.  Ist  a,2^  —  ^11  ^^22  positiv,  so  ist  diese  Grösse 
stets  positiv,  und  gerade  Linien,  welche  der  Axe  der  y  paral- 
lel sind,  schneiden  die  Curve  stets.  So  schneiden  in  der  Figur 
der  Hyperbel  im  vorigen  Art.  gerade  Linien,  welche  der  Axey 
parallel  sind,  die  Curve  stets,  während  Parallelen  zur  Axe  o; 
existiren,  welche  sie  nicht  treffen.  Andererseits  ist  für  den 
negativen  Werth  von  a,2^ — ^11^^22  ^^^  Grösse  unter  dem  Wur- 
zelzeichen immer  negativ,  und  die  Gleichung  repräsentirt  keine 
reelle  Figur. 

Äufg.  1.    Construire  wie  in  Art.  16  die  Figuren  und  bestimme 
die  Gattung  der  durch  folgende  Gleichungen  dargestellten  Curven: 

bx^  +  ^xy  +  y'^  —  5x  —  2y  —  19  =  0.   Hyperbel. 

3x^  +  Axy  +  2^2  ^  3a;  —  2y  +  21  =  0.   Ellipse. 

4x2  +  ^xy  +  2/2  —  5a:  —  22/  —  10  =  0.   Parabel.  * 

Äufg.  2.     Welches  ist  die  Gattung  der  Curve  fttr  a|2=0? 

Aufl.  Eine  Ellipse  für  gleiche  Vorzeichen  von  a^  und  022  und 
eine  Hyperbel  für  entgegengesetzte  Vorzeichen  dieser  Grössen. 
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Aufg.  3.  Man  bestimme  die  Gattung  der  Carre  für  verschwin- 
dendes a^i  oder  a^^' 

ÄufL  '  £ine  Parabel,  wenn  zugleich  a|2  =  0  ist;  sonst  eine 
Hyperbel.  Wenn  a,|  =  0  ist,  so  schneidet  die  Axe  x  die  Curve 
in  unendlicher  Feme  und  für  Ojq  =  0  die  Axe  y. 

Aufg,  4.    Welche  Curve  wird  durch 

dargesteUt? 

Aufl.  Eine  Parabel,  welche  die  Azen  in  den  Punkten  x^=  a 
und  y  =^h  berührt. 

98.  Wenn  in  einer  quadratischen  Gleichung 

der  Coefficient^  verschwindet,  so  sind  die  beiden  Wurzeln  der- 
selben gleichgross  mit  entgegengesetzten  Zeichen.  Dies  wird 
also  in  der  Gleichung 

(a,  j  cos^  -j-  2a|2  co89sind-|-'^22  sin'ö)  p'+  2(ai  3  cos5  -|-  «23  8inÖ)^-f~ö^33 = 0 
eintreten ;  wenn  der  Radius  ve'ctor  in  der  durch  die  Gleichung 
a|3  cos  9  -{-  ^23  ^^  ^  "^  ^  bestimmten  Richtung  gezogen  ist.  Die 
Punkte,  welche  gleichen  und  eni^egengesetzten  Werthen  von 
Q  entsprechen,  sind  gleichweit  entfernt  und  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  vom  Anfangspunkt  der  Üoordinaten ;  die  durch 
die  Gleichung  a,^^  -f-  ajsj^  =  0  dargestellte  Sehne  wird  also 
im  Anfangspunkt  der  Coordinaten  halbirt.  Durch  jeden 
Punkt  kann  somit  im  Allgemeinen  eine  Sehne  der 
Cnrve  so  gezogen  werden,  dass  sie  in  ihm  halbirt 
wird. 

99.  Es  giebt  jedoch  einen  Fall,  in  welchem  mehr  als  eine 
Sehne  der  Curve  durch  den  gegebenen  Punkt  gezogen  werden 
kann,  welche  in  ihm  halbirt  wird.  Wenn  in  der  allgemeinen 
Gleichung  ajj  «=  0,  0,3  «==  0  ist,  so  hat  die  Grösse 

ai3  cos  ö  -j-  a23  sin  ö 

den  Werth  Null  unabhängig  von  dem  Werthe  von  ö,  und  wie 
im  letzten  Art.  wird  erkannt,  dass  dann  jede  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  gezogene  Gerade  in  ihm  halbirt 
wird.  Der  Anfangspunkt  wird  dann  das  Centrum  der  Curve 
genannt.  Nun  kann  man  im  Allgemeinen  durch  Transformation 
der  Gleichung  zweiten  Grades  zu  einem  neuen  Anfangspunkt 
den  Coefficienten  a^^  und  ajs  derselben  den  Werth  Null  geben. 
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Denn  wenn  man  die  im  Art.  93  gegebenen  Weiihe  iF&r  das 
neue  a^^  und  »23  gleich  Null  setzte  so  findet  man,  dass  die 
Coordinaten  des  neuen  Anfangspunktes  den  Bedingungen 

a^^x'  +  «12^'  +  ai3  =  0,  a^2^'  +  a^zV  +  0^23  =  0 
genügen  müssen.  Diese  Gleichungen  sind  hinreichend  zur  Be- 
stimmung von  x'  und  y' ,  und  da  sie  linear  sind,  so  können 
sie  nur  durch  einen  Werth  von  x'  und  y'  befriedigt  werden, 
d.  h.  ein  Kegelschnitt  besitzt  im  Allgemeinen  nur 
einCentrum.  Die  Auflösung  der  Bedingungsgleichungen  lie- 
fert die  Coordinaten  des  Centrums 

Für  die  Ellipse  und  Hyperbel  ist  nach  Artikel  96  die  Grosse 
a,2^ — ein «22  8*®*^  endlich,  für  die  Parabel  ist  a^*  —  a,i  a2i=®> 
und  die  Coordinaten  des  Centrums  sind  unendlich  gross.  Die 
Ellipse  und  Hyperbel  sind  deshalb  wohl  zusammen  als  Cen- 
tralcurven  bezeichnet  worden,  während  die  Parabel  eine 
Curye  ohne  Centrum  genannt  worden  ist.  Genau  gespro- 
chen hat  aber  jede  Curve  des  zweiten  Grades  ein  Centrum, 
nur  da^s  in  dem  Fall  der  Parabel  dieses  Centrum  in  einer  un- 
endlichen  Entfernung  gelegen  «ist, 

100.  Den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen  zu 
finden,  die  bei  einer  Curve  des  zweiten  Grades  einer 
gegebenen  geraden  Linie  parallel  sind. 

Wir  sahen  (Art.  98),  dass  eine  Sehne  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  in  ihm  halbirt  wird,  wenn 

a^2  cos  ö  -f-  «28  8^^  ^  =  ö 

ist.  Yerl^en  wir  nun  den  Anfangspunkt  nach  irgend  einem 
andern  Punkte,  so  erhellt  in  derselben  Art,  dass  eine  zu  jener 
parallele  Sehne  in  dem  neuen  Anfangspunkt  halbirt  wird,  wenn 
die  Summe  der  Producte  des  neuen  Coefücienten  a,,  in  cos  9 
und  des  neuen  Coefficienten  aja  in  sin  ^  gleich  Null  ist,  oder 
(Art.  93)  wenn 

cos  $  {tti^x'  +  a^2y'  +  «13)  +  Sill  ^  («12^'  +  «22»'  +  «23)  =  0 

ist.  Dies  ist  daher  eine  Relation,  welcher  durch  die  Coordi- 
naten des  neuen  Anfangspunktes  genügt  werden  muss,  wenn 
derselbe  der  Mittelpunkt  einer  Sehne  sein  soll,  die  den  Win- 
kel $  mit  der  Axe  x  einschliesst.    Also  muss  der  Mittelpunkt 
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irgend  einer  zu  ihr  parallelen  Sehne  in  der  geraden  Linie 

cos  9  (a^^x  +  a^^y  +  «13)  +  «^  ^  («12^?  +  «22^  +  «23)  =  0 
liegen,  nnd  diese  ist  somit  der  verlangte  geometrische  Ort. 
Jede  gerade  Linie,  die  ein  System  von  parallelen  Sehnen 

einer  Curve  halbirt, 
wird  ein  Durchmes- 
ser derselben  genannt, 
und  die  Sehnen,  welche 
er  halbirt,heissen  seine 
Ordinaten. 

Die  Form  seinerGlei- 
chung  zeigt  (Art.  40), 
dass  j  eder  Durchmesser 
durch  denDurchschnitt 
der  zwei  Geraden  geht, 
welche  dieGleichungen 
«11« +  «»12»  + «13  =  0,  a^2^  +  a22y  +  a.,^  =  0 
darstellen;  dies  sind  aber  die  Gleichungen,  durch  welche  in 

Art.  99  die  Coordinaten  des 
Centmms  bestimmt  wurd^, 
und  man  erkennt,  dass  je- 
derDurchmesser  durch 
das  Centrum  der  Curve 
geht.  Für  die  Werthe  von 
0  gleich  Null  und  gleich  90« 
erhellt  aus  der  obigen  Glei- 
chung, dass 

a,,a?  +  aj2y +  a,3  — 0 
die  Gleichung  des  Durchmes- 
sers ist,  welcher  die  zur  Axe  x  parallelen  Sehnen  halbirt,  und 
ebenso  a|iÄC+a22y+^23=^ö  ^^^  Gleichung  desjenigen  Durch- 
messers, der  die  zur  Axe  x  parallelen  Sehnen  halbirt*). 

^)  Die  Qleichnng  des  Art.  97,  die  von  der  Form 

ony  —  —  {»««  +  0«)  ±  -B 
ist,  wird  am  leichtesten  constmirt,  indem  man  zaerst  die  gerade  Linie 

aiiX-(-  Oisy  -^'  Ofg'saO  darstellt  nnd  dann  in  jeder  Ordinate  MP  der- 
lelben  fiber  und  anter  P  Strecken  PQ,  PQ'  abträgt,  welche  gleich  B 
lind;  danuis  erkennt  man,  dass  axtX-\-  a^y  -j-a^m^o  jede  dieser  Ordi- 
nalen balbirt. 
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Füi  die  Parabel  ist  «12^  — «ii«22  ^^^^  ^11' Öfi2=«i2-öfj2f 
d.  h.  die  Gerade  «na:  +  ajjjf  -f  ajg  =  0  der  Geraden 

parallel;   daher  sind  alle   Durchmesser  der  Parabel 
einander  parallel.    Ebendies  folgt  indessen  schon  aas  der 

Nothwendigkeit^  dass  alle 
Durchmesser  eines  Kegel- 
schnitts durch  das  Cen- 
trum desselben  gehen^  nnd 
daraus,  dass  im  Falle  der 
Parabel  eben  dieses  Cen- 
trum unendlich  entfernt 
ist;  deun  parallele  Gerade 
können  als  solche  betrach- 
'  tet  werden,  die  sich  in 
einem  unendlich  entfern- 
ten Punkte  schneiden*). 
Das  vertraute  Beispiel  des  Kreises  reicht  hin,  dem  An- 
fänger die  Natur  der 'Durchmesser  der  Curven'  zweiten  Gra- 
des zu  erläutern.  Er  muss  nur  bemerken,  dass  die  Durchmesser 
nicht  im.  Allgemeinen,  wie  im  Fall  des  Kreises,  ihre  Ordina- 
ten  unter  rechten  Winkeln  durchschneiden.  In  der  Parabel 
z.  B.  wo  die  Richtung  der  Durchmesser  unveränderlich  ist,  kann 
die  der  Ordiuaten  jede  beliebige  sein  und  der  Winkel  zwischen 
beiden  jeden  möglichen  Werth  annehmen. 

101.  Die  Durchmesser  der  Parabel  haben  die- 
selbe Richtung  wie  die  geraden  Linien  durch  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  welche  die  Curve 
in  unendlicher  Entfernung  schneiden. 

Denn  die  Linien  durch  den  Ursprung,  welche  die  Curve 
in  unendlicher  Entfernung  schneiden ,  sind  (Art.  95)  durch  die 


*)  Wenn  ein  Theil  des  Kegelschnitts  genan  verzeichnet  ist,  so  kann 
man  sein  Centrum  nnd  seine  Gattung  nach  dem  Vorigen  bestimmen. 
Denn  je  zwei  parallele  Sehnen  bestimmen  durch  ihre  HalbirungspnnktQ 
einen  Durchmesser;  in  derselben  Art  erhält  man  durch  zwei  andere 
parallele  Sehnen  einen  zweiten  Durchmesser.  Sind  beide  Durchmesser 
parallel,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Parabel;  schneiden  sie  sich  auf 
der  concaven  Seite  des  Curvenbogens,  so  ist  er  eine  Ellipse  nnd  im 
entgegengesetzten  Falle  eine  Hyperbel. 
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Gleichang  a^^x^  +  2a^2^y  +  «22 y'  "=*  ^y  ^^^h  "*<J^ni  wir  für 
fljj  seinen  Werth  ^(«11  «22)  schreiben,  {xYa^^  +  ^^«22)*  "^  ^ 
ausgedrückt.  Aber  die  Dorchmesser  sind  nach  dem  letzten  Ar- 
tikel parallel  zu  a^^x  +  a^^y  «=  0,  welches,  wenn  wir  für  a,^ 
denselben  Werth  schreiben,  sich  auch  auf  xYa^y^  +  yVc^n  ■**  ^ 
redacirt.  Also  schneidet  jeder  Durchmesser  der  Parabel  die 
Curve  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte  und  kann  daher 
nur  einen  Punkt  im  EndUchen  mit  ihr  gemein  haben. 

102.  Wenn  zwei  Durchmesser  eines  Kegel- 
schnittes so  liegen,  dass  einer  von  ihnen  alle  zu  dem 
andern  parallele  Sehnen  halbirt,  so  halbirt  auch 
der  zweite  alle  Sehnen,  welche  dem  ersten  paral- 
lel sind. 

Die  Gleichung  desjenigen  Durchmessers ,  der  die  Sehnen 
halbirt,  welche  einen  Winkel  9  mit  der  Axe  x  bilden,  ist  nach 
Art  100 

(aitX  +  a,2y  +  0,3)  +  {a^^x  +  a^^y  +  «23)  tan  ^  ««  0. 

Nach  Art.  21  ist  für  den  Winkel  0',  welchen  diese  Gerade  mit 

der  Axe  x  bildet, 

tan  9' =  -  ?ii-+-?i45.« 

«II  +  «ts  tan  ö  ' 

oder  es  ist 

ajj  tan  Ö  tan  ö'  -J-  a,,  (tan  ö  +  tan  ö')  +  »n  =*  0. 

Die  Symmetrie  dieser  Gleichung  in  Bezug  auf  9,  0'  zeigt 
an,  dass  die  Sehnen,  welche  mit  der  Axe  x  den  Winkel  ^  bil- 
den, ihrerseits  von  einem  Durchmesser  halbirt  werden,  der  mit 
der  Axe  x  den  Winkel  0  einschliesst. 

Zwei  Durchmesser,  die  so  auf  einander  bezogen  sind,  dass 
jeder  die  zu  dem  andern  parallelen  Sehnen  halbirt,  heissen  con- 
jugirte  Durchmesser'^). 

Ist  in  der  allgemeinen  Gleichung  a]2=0,  so  sind  die  Axen 
ZQ  einem  Paar  conjugirter  Durchmesser  parallel.  Denn  der 
Durchmesser,  welcher  die  zur  Axe  der  x  parallelen  Sehnen  hal- 
birt, wird  in  diesem  Falle  ano;  -f~  ^13  =  ^  und  daher  zur  Axe 
der  y  parallel;  in  gleicher  Weise  wird  der  Durchmesser,  wel- 
cher die  zur  Axe  der  y  parallelen  Sehnen  halbirt,  in  diesem 
Falle  a^^y  +  ^23  =  0  und  daher  zur  Axe  der  x  parallel. 

*)  Nor  die  Central carven  können  conjugirie  Durchmesser  haben, 
weil  bei  der  Parabel  die  Richtung  aller  Durcbmetfser  dieselbe  ist. 
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103.  Wir  haben  bemerkt  I  dass  die  Ordinaten  eines  Dorch. 
messers  oder  der  ihm  conjugirte  Durchmesser  im  Allgemeinen 
nicht  rechtwinklig  zu  ihm  stehen,  uud  untersuchen  daher  jetzt 
die  Frage,  welchen  Bedingungen  ein  Paar  conjugirte  Durch* 
messer  genügen  müssen,  wenn  sie  sich  rechtwinklig  durchschnei- 
den sollen. 

Für  zwei  zu  einander  rechtwinklige  conjugirte  Durchmes- 
ser hat  man  nach  Ari  25  tan  ö'  =  —  tt'ä;  ^ur  Bestimmung 

von  $  also  ai,  tan^  Ö  +  (a^  —  a^j)  tan  Ö  —  a,2  =  0,  eine  qua- 
dratische Gleichung. 

ai2  sin^  ö  +  («n  —  «22)  ^^  ö  cos  ö  —  ä,2  cos^  ö  =  0 
ergiebt  aber 
ai2  cos  2$  —  ^"7^  sin  2d  =  0,  also  tan  2$  =  -^^     . 

Ist  für  die  betrachtete  Ourve  zweiten  Grades  gleichzeitig  a|2=0, 
a,|  es  a22i  so  ist  tan  20  eine  unbestimmte  Grösse,  d.  h.  jeder 
Durchmesser  der  Gurve  ist  rechtwinklig  zu  dem  ihm  conjugir- 
ten;  die  besondere  Curve  zweiten  Grades,  die  man  so  erhalt, 
ist  der  Kreis. 

Geht  man  für  die  Gleichung 

a,2  tan'  $  +  («11  "^  ^22)  **^  ö  —  «,2  =  0 
zu  den  Coordinaten  x  und  y  zurück,  indem  man  q  cos  $  uud 
Q  sin  0  durch  x  und  y  in  der  mit  q^  multiplicirten  Gleichung 

ersetzt,  so  erhalt  man  a,2»'  —  («n  —  «22)  ^tf  ^  ^12^*  "="  ^f 
nach  Art.  87  die  Gleichung  von  zwei  zu  einander  rechtwink- 
ligen Geraden,  uud  erkennt  daraus,  dass  jeder  Kegelschnitt 
mit  einem  Oentrum  zwei  und  nur  zwei  zu  einander 
rechtwinklige  conjugirte  Durchmesser  hat.  Wir 
nennen  dieselben  dieAxen  der  Ourve,  und  die  Punkte,  in 
denen  sie  die  Curve  schneiden ,  die  Scheitel  derselben.  Die 
Entwickelungen  des  Ari  88  zeigen  überdies,  dass  die  Glei- 
chung der  Axen  mit  der  Gleichung  derjenigen  beiden  geraden 
Linien  übereinstimmt,  welche  den  innem  und  äussern  Winkel 
zwischen  den  beiden  durch  die  Gleichung 

a,ia;2  ^  2a^iXy  -f  a22y^  =  0 

repräsentirten  Geraden  halbirt.  Wir  haben  im  Art.  95  gesehen, 
dass  jede  dieser  beiden  geraden  Linien  die  Curve  in  einem  un- 
endlich entfernten  Punkte  schneidet  und  überdies  in  einem 


Axen  und  Asymptoten.   Tangente.   104.  141 

Punkte  in  der  Entfernung  p  =  —  st — ' — ä-^ ^—i^  vom  An- 

faogspunkt  der  Coordinaten.  Ist  dieser  Anfangspunkt  das  Cen- 
tram der  Curve,  so  sind  (Art.  99)  a^^  =0,  «23  =  ^y  ^'  ^-  ^^^ 
Badios  vector  auch  des  zweiten,  sonst  in  endlicher  Entfernung 
gel^enen  Schnittpunktes  wird  unendlich  gross.  Durch  das 
Centrum  der  Curve  können  demnach  zwei  gerade  Linien  ge- 
zogen werden,  welche  die  Curre  in  zwei  zusammenfallenden 
Punkten  in  unendlicher  Entfernung  treffen.  Sie  werden  die 
Asymptoten  der  Curve  genannt  und  sind  reell  im  Falle 
der  Hyperhel  und  imaginär  im  Falle  der  Ellipse. 

Nach  dem  Vorigen  sind  die  Axen  der  Curve  die- 
jenigen Durchmesser  derselben,  welche  die  von 
ihren  Asymptoten  gebildeten  Wiükel  halbiren,  und 
sie  sind  reell,  gleichviel  ob  die  Asymptoten  reell  oder  imagi- 
när sind;  ein  wichtiges  Beispiel  zu  der  Schlussbemerkung  des 
Art  88. 

104.  Wenn  in.  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Gra- 
des Oj'j  =  0  ist,  so  ist  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ein 
Punkt  der  Curve,  weil  die  ihm  entsprechenden  Werthe  fl?=0, 
y  s=  0  der  Gleichung  genügen ,  was  offenbar  beim  Verschwin- 
den des  absoluten  Gliedes  für  eine  Gleichung  beliebigen  Gra- 
des gilt  In  Uebereinstimmung  damit  ist  eine  der  beiden  Wur- 
zeln der  entsprechenden  quadratischen  Gleichung 

(a,  jcos^  d-|-2a,  2  cos  $  sin  ^+«22  ^^^  ^)  P^+^CaijCosö-f-ajssinö)^ = 0 
inuner  p  :=  0.  Die  zweite  Wurzel  ist  ebenfalls  q  =  0y  wenn 
a,|  cos  d  -|-  a23  sin  9  =i  0  ist,  d.  h.  in  diesem  Falle  schneidet 
der  Radius  vector  die  Curve  im  Anfangspunkt  in  zwei  zusam- 
menfallenden Punkten.  Die  Multiplication  der  Gleichung  mit 
Q  giebt  wegen  q  cos  9  «=  rr,  p  sin  9  =  y  in  ai^x  -f-  €^2^y  »*  0 
die  Gleichung  der  geraden  Linie,  welche  mit  der  Curve  im 
Aii£ang8punkt  der  Coordinaten  zwei  unendlich  nahe  benach- 
bute  Fankte  gemein  hat.  Man  nennt  eine  solche  gemde  Linie, 
welche  zwei  unendlich  nahe  Punkte  mit  der  Curve  gemein  hat, 
eine  Tangente  derselben  und  die  Vereinigui^  dieser  Punkte 
den  Berührungspunkt. 

Durch  dasselbe  Verfahren  kann  man  die  Gleichung  der 
Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  af  y'  bestimmen. 

Wenn  man  zu  parallelen  Axen  durch  den  Punkt  x'y  trans- 


142  VI.    Curven  zweiten  Grades.    104. 

formirt,  so  verschwindet  ^33'  nach  dem  Vorigen,  und  die  Glei- 
chung der  Tangente  ist  a^^x  +  flfjs'y  =  0  in  Bezug  auf  die 
neuen  oder  0,3'  (x  —  x)  +  «23'  {y  —  y ')  =  0  in  Bezug  auf  die 
alten  Äxen,  also  nach  den  Werthen  von  0,3',  a^^  im  Art.  93, 

Addirt  man  auf  beiden  Seiten  die  Identität 

a^^x^  +  2a,2a:y  +  «22?*  +  ^<^n^'  +  ^«23^  +  «33  =  0, 
so  erhält  man  die  einfachere  Form 

{a^^x•\'a^^y+a^^)x+{a^^x+a^^y'^a^^)y^\'a^^^^ 

oder 

a^yx'x+a,^{xy']ryx)+a^^y'y'^a^^{x+x)+a^^^ 

Die  nämliche  Gleichung  wird  als  Gleichung  der  Yerbin- 
dungslinie  zweier  einander  unendlich  nahe  gelegenen  Punkte 

X  v\  x"y*  der  Curve  erhalten  aus  ^~^/  =  ^/ ""  ^/; .  Denn  für 
x'y',  xy"  als  in  der  Curve  zweiten  Grades  gelegen  sind 
«11^'^  +  2ai2a;'y'  +  a^^y"^  +  20,3^;'  +  2aj3y'  +  033  =  0, 

a^^x"^  +  2a^^x'y'  +  .  . .  +  «33  =  0, 
also  durch  Subtraction 

«„  {x'^  -  x'"') + 2  a„  (a^y -«>")+ «« (?'''-/'')  +  2a,3  (a;'-  x") 

+  2a,3  {y  -  y")  =  0; 

dies  geht  aber  durch  Division  mit  {x  —  x")  über  in 

a„  {X'  +  X")  +  2«,j  (y-  +  x"  ^^')  +  o,,  (y  +  y")  t^-^, 

+  2o,3  +  2a„^^=0 
und  giebt  für  ^, ""  ^//  den  Werth 


Oft  (y'+  y  )  +  2a„a;'  +  20«  ' 

also  für  das  Zusammenfallen  von  xy  mit  rr"y"  die  der  vorigen 
äquivalente  Gleichung  der  Tangente 

y  —  y  an  X  +any  +  a„ 

X  —  X  <*uX -\- OnV' -\- ^ 

Aufg.  1.    Der  Punkt  (1,  1)  ist  in  der  Curve 

Sx^  —  ^xy  +  2y'  +  7a;  —  5y  —  3  =  0; 

transformire  die  Gleichung  zu  parallelen  Axen  durch  diesen  Punkt 
und  finde  die  Gleichung  der  Tangente  in  ihm. 
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Aufl.    Sie  ist  9x  —  5^  =  0  bezogen  zu  den  neuen  Azen^  und 
9{x  —  1)  —  ö(y  —  1)  =  0  bezogen  auf  die  alten. 

Äufg.  2.    Man  bestimme  die  Tangente  in  (2,  1)  zu 

3x2  ^  4^^  ^  5y2  _  7a;  —  8y  —  3  =  0. 
Aufl.    9  o:  +  lOy  =  28. 

105.    filan  kann  die  Gleichung  der  geraden  Verbindungs- 
linie von  irgend  zwei  Punkten  der  Curve  zweiten  Grades 

a^^x^  -f  2ai^xy  +  aj^y^  +  ^(^iz^  +  2^23^  +  «33  =  0 
in  der  Form 

=  a^^x^  +  2a,2xy  +  022^'  +  2a,32?  +  2a^^y  +  a^s 
schreiben ,  in  welcher  die  Glieder  vom  zweiten  Grade  in  x  und 
y  sich  gegenseitig  aufheben,  und  die  offenbar  durch  die  Goor- 
dinaten  der  beiden  Punkte  x  y,  x"  y"  befriedigt  wird.  Indem 
man  x'*  «=  x\  y"  «=  y  setzt;  erhält  man  die  Gleichung  der 
Tangente 

«11  (^  —  ^Y  +  2a,2  (a;  -  x)  (y  —  y)  +  «22  (y  —  y')' 
=  a„rr2  +  2a^^xy  +  ajjy'  +  2a^^x  +  2033^  +  «33 
oder 
2a,ia;x  +  2a,2(a;'y  +  yx)'^2a^^f/y  +  2a,3a?  +  2a23y+flf33 

=  »11^*  +  2ai2a:y  +  a22y'^> 
Äddirt  man  endlich  beiderseits  die  Glieder  2a, 3 a?'  +  2a23y '  +  ^33 
und  beachtet,   dass  x' ,  y'  der  Gleichung  der  Curve  genügen 
müssen,  so  findet  man  wieder  als  Gleichung  der  Tangente 

auxa;+a,2{a:'y+y'a:)+a22y'y+a,3(a:+a;')+023(y+y')+ö^33=0. 
Man  bemerke,  dass  dieselbe  aus  der  Gleichung  der  Curve  her- 
vorgeht, indem  man'die  Grössen  ^^,  jy*,  2xy  durch  xx',  yy' 
und  (a;y+y^^)  sowie  2x  und  2y  durch  a:+a;',  y+y' ersetzt. 

Äufg.   Man  bestimme  die  Gleichungen  der  Tangenten  der  Cur- 
ven  xy  =s  O33*  und  y^  =  px  im  Punkte  x'y\ 

Aufl.    xy  +  yx  =  2 033^  und  2yy  =jp(a;  +  x). 

.  106.    Die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente 

a„a;'a;+a,2(a?  y+y  ^)  +  Ö22y  y+0^13  (p+^)  +«23  (y +y)+«33  =0 
drückt  eine  Relation  aus,  welche  zwischen  den  Coordinaten  xy 
eines  beliebigen  Punktes  der  Tangente  und  denen  des  Berüh- 
rungspunktes x'  y  besteht.  Wenn  wir  die  Coordinaten  des  Be- 
rührungspunktes als  unbekannt  und  die  eines  Punktes  der  Tan- 
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gente  ausser  ihm  als  bekannt  ansehen,  so  wird  dies  dureh  den 
Wechsel  der  Indices  ausgedrückt;  aber  wir  bemerken ,  dass  die 
vorige  Gleichung  als  nach  x^  y  und  x\  y'  symmetrisch  dadurch 
gar  nicht  verändert  wird*).  Dieselbe  Gleichung  also,  welche 
für  x'y'  als  einen  in  der  Curve  gelegenen  Punkt  die  Tangente 
der  Curve  in  diesem  Punkte  darstellt,  reprasentirt  für  x'y  als 
einen  nicht  in  der  Curve  gelegenen  Punkt  eine  gerade  Linie, 
welche  durch  die  Berührungspunkte  der  reellen  oder  imagi- 
nären Tangenten  hindurchgeht,  die  sich  von  x'y  an  dieselbe 
ziehen  lassen.  Diese  Linie  wird  die  Polare  des  Punktes 
x' y'  in  Bezug  auf  die  Curve  zweiten  Grades  genannt.  Der 
Punkt  x'y'  heisst  ebenso  der  Pol  dieser  Geraden.  Wenn 
wir  Xjy'tmXyyin  die  Gleichung  der  Polare  substitairen, 
so  erhalten  wir  das  nämliche  Resultat,  wie  durch  Substitution 
derselben  Werthe  in  die  Gleichung  der  Curve;  dies  Substi- 
tutionsresultat  verschwindet  also,  wenn  x'y'  in  der  Curve  selbst 
liegt.  Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  geht  nur  dann  durch  diesen  Punkt, 
wenn  -derselbe  in  der  Curve  liegt;  die  Polare  des- 
selben ist  dann  die  Tang-ente  der  Curve  in  diesem 
Punkte.  Da  die  Berührungspunkte  der  von  x'y  ausgehen- 
den Tangenten  die  Durchschnittspunkte  einer  geraden  Linie 
mit  der  Curve  sind ,  so  folgt  nach  Art  94,  dass  durch  irgend 
einen  Punkt  x'y'  zwei  reelle,  zusammenfallende  oder  imagi- 
näre Tangenten  an  die  Curve  gezogen  werden  können. 

Zusatz.  Die  Polare  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten 
hat  die  Gleichung  a^^x  -{-  »23^  +  «33  =  0. 

Diese  Linie  ist  offenbar  der  Sehne  0,3^:  -}-  OjaV  *=  ^  P*''" 
allel,  welche  im  Anfangspunkt  der  Coordinaten  halbirt  wird 
(Art.  98),  und  diese  letztere  ist  eine  Ordinate  des  durch  den 
Anfangspunkt  gehenden  Durchmessers.  Also  ist  die  Polare 
irgend  eines  Punktes  den  Ordinaten  des  durch  ihn  gehenden 
Durchmessers  parallel,  und  insbesondere:    Die  Tangente  im 


*)  Wenn  aber  z.  B.  die  Gleichung  der  Tangente  einer  Curve  im 
Punkte  xy'  ist  xx*  -{-  yy'*  —  r»,  so  hegen  die  Berührungapunkte  der 
von  einem  beliebigen  Punkte  x'y  an  die  Curve  gezogenen  Tangenten 
in  der  Curve  xx*  -\-yy*  =  rK  Nur  in  dem  Falle  der  Curven  zweiten 
Grades  ist  die  Gleichung,  welche  den  Ort  der  Berührungspunkte  be- 
stimmt, Yon  derselben  Form  mit  der  Gleichung  der  Tangente. 
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Endpunkt  eines  Durchmessers  ist  parallel  den  Ordinalen  dieses 
Dorchmessers.  Und  da  in  dem  Falle  der  Centralcurven  die 
Ordinaten  ii^end  eines  Durchmessers  dem  zu  ihm  conjugirten 
Durchmesser  parallel  sind,  so  erkennen  wir,  dass  die  Polare 
eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Centralcurve  zu  dem  conju- 
girten ihres  Durchmessers  parallel  ist. 

107.  Die  Gleichung  der  Curve  zweiten  Grades  in  Polar- 
coordinaten 

(a,  jC0s*ö+2öi2CO8Ö8inW-ay^sin2ö)p'+2  (a,3Cos^+a23sinö)p+a33  =  0 

(Art.  95)  führt  zu  den  nämlichen  Resultaten,  wenn  man  nach 
den  Punkten  fragt,  in  welchen  der  fiadius  yector  zwei  zusam- 
menfallende Punkte  mit  der  Curve  gemein  hat.  Die  in  q  qua- 
dratische Gleichung  besitzt  zwei  gleiche  Wurzeln,  wenn  man  hat 

(flr,3  cosd-|-a23  sin  0)2=033  (rt,,co82ö+2a,2COSÖ  sin  ^+^22^^^'^)  5 
man  erhält  also  zwei  Werthe  von  0,  d.  h.  zwei  reelle,  zusam- 
menfaUende  oder  imaginäre  Tangenten  der  Curve,  die  vom  Co^ 
ordinatenanfangspunkt  ausgehen. 

Multiplicirt  man  die  gefundene  Bedingungsgleichung  mit' 
Q^,  und  ersetzt  man  q  cos  9  und  q  sin  0  durch  x  und  y,  so 
erhält  man  die  Gleichung  dieses  Tangentenpaares  in  der  Form 

Stellt  man  endlich  die  Bedingung  für  die  Gleichheit  der  Wur- 
zeln für  diese  Gleichung  auf;  so  erhält  man 

(«II  «33  — «13^) («22 «33  ~  «23^^  =  («33 «12" «13 «23)^        ^der 
"3j(«JI«22«33  +  2«23«J3«12  — «ll«23'  — «22«I3^  — «33«12^)=0; 

cl.  h.  die  beiden  vom  Coordinatenanfangspunkt  ausgehenden 
Tangenten  fallen  zusanunen  für  0^3=^0,  d.  i.  wenn  dieser  Punkt 
der  Curve  angehört;  oder  irgend  ein  Punkt  in  der  Curve  ist 
als  der  Durchschnittspunkt  von  zwei  zusammenfallenden  Tan- 
genten der  Curve  anzusehen;  ebenso  wie  jede  Tangente  als  die 
Verbindungslinie  von  zwei  zusammenfallenden  Punkten  erklärt 
worden  ist     Sie  fallen  auch  zusammen  für 

<*ll«23^  +  «22«13*  +  «33«12*— «ll«22«33-"2a23a|3a,2  =  0, 

d.  h.  wenn  die  Curve  in  ein  Paar  von  geraden  Linien  dege- 
nerirt  (Art.  89);  dann  ist  die  einzige  Gerade,  die  sie  in  zwei  zu- 
sammenfallenden Punkten  schneiden  kann,  die  nach  dem  Durch- 
schnittspunkt dieser  geraden  Linien  gezogene,  oder  beide  an 

Salmon-Fiedler,  anal.  0«om.  d.  Kagolachn.   4.  Aafl.  10 
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eine  solche  Curve  zweiten  Grades  gehende  Tangenten  fallen 
mit  dieser  Linie  zusammen. 

Der  Werth  der  anter  obiger  Bedingung  vorhandenen  glei- 
chen Wurzeln  von 

(a,iCos2ö+2a,2COsteinH-a228in^)pH-2(flr|3C08H-a238Uiö)p+Ö33=^ 

ist  p  = —  -irr ^—Ä3  o<'er  es  gilt  für  die  Berührungs- 

^  a,j  cos  $  +  afiBin$'  ^  ° 

punkte  die  Relation  q  («13  cos  0  +  ^23  sin  0)  +  ff 33  =  0  oder  im 

Uebergange  zu  Parallelcoordinaten  a^^x  +  a^ztf  +  «»» *=  0; 

es  ist  dieselbe  Form  der  Gleichung  der  Polare  des  Coordina- 

tenanfangs,  die  oben  schon  gefunden  ist.    Es  sei  hier  nur  noch 

bemerkt,  dass  für  den  Anfangspunkt  als  Gentrum  derCunre 

wegen  «23=0,  a,3=0  die  Gleichung  der  Polare  auf  033=0 

reducirt  wird^  welches  nach  Art.  62  die  unendlich  entfernte 

gerade  Linie  bezeichnet;  und  dazu  erinnert  an  das  Ergebniss 

des  Art.  103,   wonach  vom  Gentrum  der  Gurve  zwei  gerade 

Linien  gezogen  werden  können,  die  die  Gurve  in  unendlicher 

Ferne  berühren:    die  Polare  des  Gentrums  —  die  unendlich 

entfernte  Gerade  —  ist  die  Berührungssehne  der  Asymptoten. 

108.    Die  allgemeine  Gleichung  des  Art.  106 

a^^xx + a^^ix'y + yx) + «22?  V+ai3(^'+  ^)+«23(y'+»)+«33 =0 
lässt  einige  wichtige  Eigenschaften  der  Pole  und  Polaren  er- 
kennen. Wenn  der  Punkt  Ä  in  der  Polare  von  fliegt, 
so  liegt  auch  B  in  der  Polare  von  Ä.  Denn  die  Be- 
dingung, unter  welcher  der  Punkt  x"i/'  in  der  Polare  von  x'y 
liegt,  ist 

a ,  iXx''+ai^(xY+yx'')+a22yY+ai^(x+x')^^^  =  0, 

und  dieselbe  Formel  ist  auch  die  Bedingung,  unter  welcher  der 
Punkt  x'y'  in  der  Polare  von  x"i/'  liegt.  Man  kann  diesen 
Satz  auch  so  aussprechen:  Wenn  die  Polare  von  B  durch 
einen  festen  Punkt  A  geht,  so  ist  der  Ort  von  B  die 
Polare  von  Ä]  oder  die  Polare  eines  Punktes,  der 
längs  einer  geraden  Linie  fortschreitet,  dreht  sich 
um  einen  festen  Punkt,  den  Pol  dieser  Geraden.  Die 
Gleichungsform 

(Art.  104)  lässt  dies  in  Erinnerung  an  Art.  51  direct  erkennen. 
Dem  Vorigen  entspricht  die  Umkehrung:     Der  Pol  einer 
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Geraden^  welche  sich  um  einen  festen  Punkt  dreht, 
beschreibt  eine  gerade  Linie,  die  Polare  dieses 
Punktes.  Femer:  Der  Durchschnittspunkt  von  zwei 
geraden  Linien  ist  der  Pol  der  Geraden,  welche  ihre 
Pole  verbindet;  und  umgekehrt:  Die  gerade  Verbin- 
dungslinie Ton  zwei  Punkten  ist  die  Polare  des 
Durchschnittspunktes  der  Polaren  dieser  Punkte. 
Denn  wenn  man  in  der  Polare  von  A  zwei  beliebige  Punkte 
wählt,  so  durchschneiden  sich  ihre  Polaren  in  A. 

Man  beweist  femer  den  Satz:  Wenn  zwei  aus  einem 
Punkte  0  gezogene  Gerade  eine  Curve  zweiten  Gra- 
des je  in  zwei  Punkten  schneiden,  so  liegen  die 
Durchschnittspunkte  P  und  Q  der  beiden  andern 
Paare  von  Geraden,  welche  dieseSchnittpunkte  ver- 
binden, in  der  Polare  von  0.  Wenn  die  beiden  festen 
Geraden  die  Coordinatenaxen  sind  und  in  ihnen  durch  den 
Kegelschnitt  die  Abschnitte  X,  A';  ft,  fi  bestimmt  werden,  so  sind 

cKe  Gleichungen  der  beiden  Paare  von  Geraden,  welche  jene 
Punkte  verbinden.    Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  von 

P  und  ^  ist  aber  dann  |  +  ^  +  ^  +  ?C  —  2  =  0;  denn  diese 

Gerade  geht  nach  Art.  40  durch  die  Schnittpunkte  der  Linien- 
p^re 

Aus  der  Gleichung  des  Kegelschnitts 

a„x«  +  2a,2icy  +  a^^y^  +  2a^^x  +  2a^^y  +  «33  =  0 
bestimmen  sich  aber  die  Parameter  A ,  A' ;  ft ,  fc'  als  Wurzeln  von 

aux^  +  2a,3a;  +  agj  =  0  und  a^^y^  +  2a23y  +  «3s  =  0 
'^cspective,  man  hat  also 

and  somit  för  P^  die  Gleichung  a^zX  +  a^^y  +  «33  =  0,  nach 

10* 
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Art.  106  4lie  Gleichung  der  Polare  des  Anfangspunktes  0.  Wenn 
also  der  Punkt  0  gegeben  ist^  und  die  beiden  durch  ihn  gehen- 
den Geraden  yeränderlich  gedacht  werden,  so  ist  der  Ort  der 
Punkte  P  und  ö  <üe  Polare  des  Punktes  0.  (VergL  Art.  48,  7.) 
Wenn  beide  Linien  zusammenfallen ,  so  entsteht  als  ein 
Specialfall  der  Satz:  Wenn  durch  einen  Punkt  0  eine 
Gerade  Öi2  gezogen  wird,  so  schneiden  sich  die 
Tangenten  der  Curye  in  den  Punkten  K  und  R'  in 
der  Polare  von  0.  Dieselbe  EUgenschaft  geht  auch  aus  den 
Ergebnissen  des  Art.  106  hervor;  denn  weil  KK'y  die  Polare 
von  P;  durch  0  geht,  so  muss  P  in  der  Polare  von  0  liegen. 
Man  kann  hiemach  die  Polare  eiues  Punktes  als  den  Ort  der 
Durchschnittspunkte  derjenigen  Tangentenpaare  der  Curve  de- 
finiren,  welche  in  den  Endpunkten  der  durch  ihn  gehenden 
Sehnen  an  dieselbe  gezogen  werden  können.  Die  Definitionen 
dieses  Artikels  sind  unabhängig  von  der  Lage  des  Pols  gegen 

den  Kegelschnitt. 

Endlich  ergiebt  sich,  dass 

eine  Gerade  OR  mit  den  bei- 
den von  0  ausgehenden  Tan- 
genten OT,  OT  des  Kegel- 
schnitts und  der  Geraden  OPy 
welche  den  Punkt  0  mit  dem 
Pol  P  von  OJB  verbindet^  ein 
harmonisches  Büschel 
bildei  Denn  da  OR  die  Po- 
lare von  P  ist,  so  ist  die 
Gruppe  von  Punkten  P,  T, 
22,  T  harmonisch,  und  dieOe- 
raden  OP,  OT,  022,  OT'  bilden  somit  ein  harmonisches  Büschel. 

Aufg.  1.  Wenn  ein  Vier- 
eck AB  CD  einem  Kegelschnitt 
eingeschrieben  ist,  so  ist  jeder 
der  Punkte  JE?,  P,  0  der  Pol  der 
geraden  Linie,  welche  die  bei- 
den andern  Punkte  verbindet. 

Aufl,    Da  EC,  ED  zwei 
durch  den  Punkt  E  gezogene  Ge- 
rade sind,  und  OD,  A  B  das  eine 
-jf*  Paar  der  Yerbindangslinien  ihrer 
Schnittpunkte  mit  der  Curve,  A  2> 
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and  CB  aber  das  andere  Paar  derselben  sind,  so  liegen  die  re- 
spectiven  Schnittpnnkte  F  und  0  dieser  Paare  in  der  Polare  von 
E  in  Bezog  auf  den  Kegelschnitt.  Ebenso  beweist  man  den  Satz 
f&r  die  beiden  andern  Paare  Yon  Pol  und  Polare. 

Aufg,  2.  Man  soll  an  einen  Kegelschnitt  mit  Hilfe  des  Lineals 
allein  die  Tangenten  aus  einem  beliebigen  Punkte  E  seiner  Ebene 
ziehen. 

Aufl.  Man  zieht  durch  den  gegebenen  Punkt  E  zwei  den  Kegel- 
schnitt schneidende  Gerade  ECA^EDB  und  vervollständigt  das 
Viereck  AB  CD  wie  in  der  Figur;  so  ist  OF  die  Polare  von  E 
und  bestimmt  also  mit  dem  Kegelschnitt  zwei  Schnittpunkte,  welche 
darch  Verbindung  mit  E  die  gesuchten  Tangenten  liefern. 

Aufg.  3.  Wenn  ein  Viereck  einem  Kegelschnitt  umgeschrieben 
ist,  so  ist  jede  Diagonale  die  Polare  des  Durchschnittspunktes  der 
beiden  andern  Diagonalen. 

Aufl.  Wir  beweisen  diesen  Satz,  wie  auch  der  der  Aufgabe  1 
bewiesen  werden  konnte,  mittelst  der  harmonischen  EigcDschaften 
des  Vierecks.  In  Art.  60,  Aufg.  1  ist  gezeigt  worden,  dass  die 
Linien  EA^  EO,  EB^  EF  ein  harmonisches  Büschel  bilden.  Weil 
also  EAf  EB  nach  der  Voraussetzung  zwei  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts sind  und  EF  eine  Gerade  durch  ihren  Schnittpunkt  ist,  - 
so  muss  nach  dem  Vorigen  EO  auch  durch  den  Pol  von  EF  gehen, 
ans  demselben  Grunde  FO  durch  den  Pol  von  EF]  daher  muss 
0  dieser  Pol  sein. 

Aufg.  4.  Die  Polare  von  0  ist  der  Ort  der  zu  0  coi^jugirten 
harmonischen  Punkte  in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte  JB,  E'  der 
von  0  ausgehenden  Transversalen. 

Die  Badienvectoren  OR',  OB"  sind  nach  Art.  95  durch  die 
Wurzeln  der  Gleichung  gegeben 

{a^cos'ö -f  2a,  jcos  9  sin  ^ + Oj^sin' ö)^' +  2(a,  3COS  ö -f  0,3  sin  ^)  9  +  033 = 0 ; 

man  erhSlt  nach  der  Theorie  der  Gleichungen  also 

1,1                2  (dii  008  9  -f~  ^ts  Bin  ^) 
»  i -^ 


OB'  ~^  OB a 


n 


und  indem  man  dies  =  tt-^  setzt  und  für  OB  cos  0  und  OB  sin  9 

ihre  Werthe  x  und  y  einführt,  als  Ort  von  B  die  Polare  des  An- 
fangspunktes 0        0,3a;  +  a^y  +  033  =  0. 

109.  Der  Satz  des  vorhergehenden  Beispiels  und  mit  ihm 
ein  grosser  Theil  der  vorgetragenen  Theorie  kann  auch  durch 
ein  Verfahren  abgeleitet  werden,  welches  aus  dem  im  Art.  42 
angewendeten  hervorgeht.  Wir  können  das  Verhältniss  suchen, 
in  welchem  die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  durch  die  Curve 
geschnitten  wird.  Nach  Art.  7  hat  jeder  Punkt  in  der  geraden 
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Verbindungslinie  zweier  Punkte  xy  und  x"\f\  welchem  das 
TheiluDgsverhältniss  l\m  entspricht,  die  Coordinaten 

Ix'  +  wx      ^sT+jw^'. 

wenn  diese  Werthe  für  x  und  y  in  die  Gleichung  der  Curve 
eingesetzt  werden ,  so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  des  Thei- 
lungsverhältnisses,  in  welchem  die  Verbindungslinie  der  Punkte 
xy  und  ^'y"  durch  die  Curve  geschnitten  wird,  die  quadra- 
tische Gleichung 

V((x,,x"^  +  2a,,a;Y'  +  «22J/"'  +  2a,3a;"  +  2a^^y"  +  «33)  + 
2lm{a^yP^x-\'a^lxy'-\'Xyy^a^^y'\-a^^^^^ 

+  w2  [a^^v!'^  +  2a,2Äy  +  a^^y"*-  +  2a,3a;'  +  2aj3y'+  Oj.,)  =  0. 

Wenn  nun  x**y  in  der  Polare  Nonxy  liegt,  so  verschwindet 
der  Coefficient  von  Zw,  die  liuearen  Pactoren  der  Gleichung 
sind  von  der  Form  Z  +  /xm,  und  die  Verbindungslinie  der 
Punkte  x'y  und  x'y"  wird  durch  die  Curve  harmonisch  getheilt 

Dieselbe  Gleichung  erlaubt  uns,  die  Gleichung  der  beiden 
Tangenten  zu  bilden,  welche  man  von  irgend  einem  Punkte 
aus  an  die  Curve  ziehen  kann.  Denn  wenn  x"y"  in  einer  der 
Tangenten  durch  x'if  liegt,  so  muss  die  Gleichung  für  lim 
gleiche  Wurzeln  haben  und  x"y"  muss  daher  der  Gleichung 
genügen 

(a„  a?'2  +  2a^^xif  +  a^^y"^  +  2a^^x  +  2a23y'  +  «33)  X 

={(^ix^'x+€t^7{^'y'\^x)+a^^ify'\-ay^(x 

Für  flj'  =  y  ==  0  entspringt  daraus  die  Gleichung  des  vom 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  ausgehenden  Tangentenpaares  in 
der  Form  (Art.  107) 

Ö38(aiia;^+2ai2a»+a22y^+2a,3a;+2a23y+Ö33)=(«i3^+Ö23»+Ö33)^ 
oder  (ai,a83—  a,32)a?»+2(a33ai2—a,3a23)i»y+(a2ja33— 023^)^^=0. 

110.  Wenn  durch  einen  Punkt  0  zwei  Sehnen 
gezogen  werden,  die  die  Curve  in  den  Punkten  If,  U"; 
S\S"  schneiden,  so  ist  das  Verhältniss 

OK  .  OB' :  OS' .  OS'' 

der  Rechtecke  aus  den  durch  die  Curve  gebildeten 
Abschnitten  dieser  Sehnen  für  jede  Lage  des  Punk- 
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tes  O  das  nämliche,  sobald  die  Richtungen  der  Seh- 
nen OR^  OS'  dieselben  bleiben. 

Denn  aus  der  zur  Bestimmung  von  q  in  Art.  95  gegebe- 
nen Gleichung  folgt 

OR  .OK  = 


Oll  008*  9  +  S^it  ®08  0  sin  9  +  <hf  b"^'  ^  ' 

In  gleicher  Art  ist 

OS'    OS"  = ^ 

Oll  cod»  9'  +  2aif  €08  $*  sin  0'  4-  <>tt  siu*  B' ' 

OB' ,  OR" ttifcos'  ^  4"  ^^it  C08  ö'  sin  $'+(hM  sin'ö' 

0  S' .  OÄ"        a,,  C08*  ö  +  2a|t  cos  Min  ö  +  Ota  siQ*^  " 

Da  aber  die  Coefficienten  a^^,  a^29  ^22  ^  ^^^  allgemeinen  Glei- 
chung unverändert  bleiben;  wenn  die  Axen  nach  einem  neuen 
Anfangspunkt  verlegt  werden  (Art.  93)  und  0,  ff  constant  sind, 
80  lange  die  Radien  vectoren  ihre  Richtung  beibehalten,  so  ist 
die  ünveranderlichkeit  des  Verhältnisses  OB' .  OR'i  OS'.  OS" 
unter  den  ausgesprochenen  Voraussetzungen  bewiesen. 

Der  Satz  dieses  Artikels  kann  auch  so  ausgesprochen  wer- 
den: Wenn  durch  zwei  feste  Punkte  0  und  0|  irgend 
zwei  parallele  Linien  012  und  O^E^  gezogen  werden, 
so  ist  das  Verhältniss  der  Rechtecke 

OR  .OR'iO^B^'  .O^E^" 

constanty  welches  auch  die  Richtung  dieser  Linien 
sei. 

Denn  diese  Rechtecke  sind 

«M  ^^A  «33' 


und 


Oll  cos*  9  4- 2^»  cos  9  sin  ^-j-Ot,  sin*  9  aiiC0B*9+2<>itC08  98in9-t-as,Bin*^ 

wenn  a^'  der  Werth  ist,  welchen  das  absolute  Glied  der  all- 
gemeinen Gleichung  annimmt,  indem  man  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  von  0  nach  0|  verlegt. 

Das  Verhältniss  dieser  Rechtecke  ist  daher  =  033  :  a^^' 
und  somit  von  9  unabhängig.  Dieser  Satz  ist  die  Verallge- 
meinerung der  Sätze  35,  36  im  dritten  Buch  des  Euklid. 

111.  Das  Theorem  des  vorigen  Artikels  schliesst  verschie- 
dene spedelle  Fälle  ein,  welche  getrennt  auszusprechen  nütz- 
lich ist 

L  Ist  0,  das  Centrum  der  Curve,  so  ist  OiBi'  =  0,B/', 
and  die  Grosse  O^B^' .  O^B"  wird  das  Quadrat  des  zu  OB' 
parallelen  Halbdurchmessers.    Also  verhalten  sich  die 
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Rechtecke  aus  den  Abschnitten  zweier  sich  schnei- 
dender Sehnen  zu  einander  wie  di_e  Quadrate  der  zu 
diesen  Sehnen  parallelen  Durchmesser. 

n.  Wäre  die  Linie  OR  eine  Tangente,  so  ist  OR  =  OR' 
und  die  Grosse  OR' .  OR'  wird  das  Quadrat  der  Tangente; 
und  weil  zwei  Tangenten  durch  den  Punkt  0  gezogen  werden 
können,  so  können  wir  aus  dem  eben  gefundenen  Verhältniss 
die  Quadratwurzel  ausziehen  und  schliesseu,  dass  die  Langen 
zweier  durch  einen  Punkt  gezogenen  Taugenten 
sich  zu  einander  yerhalten  »wie  die  Längen  der 
Durchmesser,  zu  welchen  sie  parallel  sind. 

HL  Sei  die  Linie  00^  ein  Durchmesser  und  ORy  0^R  par- 
allel zu  seinen  Ordinaten,  so  ist  0R=  OR'  und  0,2Z|'=  0,2J|". 
Schneidet  der  Durchmesser  die  Curve  in  den  Punkten  AyB, 
so  ist  also  OR^ :  AO.OB==  O^R^^  :  ÄO^  .  O^B,  d.  h.  die 
Quadrate  der  Ordinaten  irgend  eines  Durchmessers 
sind  den  Rechtecken  aus  den  Segmenten  proportio- 
nal, welche  sie  im  Durchmesser  bestimmen. 

112.  Es  giebt  aber  einen  Fall,  in  welchem  der  Satz  des 
Art.  110  nicht  länger  gültig  bleibt,  nämlich  wenn  die  Linie 
OS  parallel  zu  einer  von  den  Linien  ist;  die  die  Curve  im  Un- 
endlichen schneiden.  Das  Segment  OS"  ist  dann  unendlich, 
und  O/S  schneidet  die  Curve  nur  in  einem  endlichen  Punkt. 
Wir  prüfen  im  gegenwärtigen  Artikel  die  naheliegende  Ver- 
muthung,  ob  in  diesem  Falle  das  Verhältniss  OS'  :0R' .  OR' 
constant  ist.  Nehmen  wir  zur  grossem  Einfachheit  die  Linie 
OS  zur  Axe  der  x  und  die  Linie  OR  zur  Axe  der  y.  Weil 
die  Axe  der  x  parallel  zu  einer  der  Linien  ist,  die  die  Curve 
im  Unendlichen  schneiden^  so  ist  a|,  =0  (Art.  97,  Aufg.  3) 
und  die  Gleichung  der  Curve  demnach  von  der  Form 
2a^^xy  +  aj^y^  ^  2a^^x  +  2a2^y  +  a^^  =  0. 

Indem  wir  y  ^=0  machen,  wird  der  Abschnitt  in  der  Axe 
der  X  gefunden  OS'  =  —  %3  •  ^^la;  ^^^  indem  wir  x  ^=0 
machen,  das  Rechteck  unter  den  Abschnitten  in  der  Axe  der 
y  gleich  a33 :  a22 •  Also  ist  OÄ':OiJ'.  022"=— a22: 2 ajj.  Wenn 
wir  nun  zu  irgend  andern  parallelen  Axen  transformiren  (Art 
93),  so  bleibt  022  unverändert,  und  das  neue  ajj  wird  gleich 

Ö12!/'  +  «13- 
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Also  verändert  sich  jenes  Verhältniss  —  ^-  in  —  57 — -,^. r . 

•*  2a,3  2{atty  +a,,) 

Wenn  die  Curve  aber  eine  Parabel  ist,  so  ist  a,^  "=  0,  und 
das  Verhältniss  istconstant;  d.h.  wenn  in  einer  Parabel 
eine  gerade  Linie  irgend  einen  Durchmesser  schnei- 
det, so  ist  das  Rechteck  unter  den  in  ihr  bestimm- 
ten Segmenten  zu  dem  durch  sie  im  Durchmesser 
gebildeten  Abschnitt  in  constantem  Verhältniss, 
so  lange  ihre  Richtung  dieselbe  bleibt. 

Wenn  die  Curve  eine  Hyperbel  ist,  so  ist  das  Verhältniss 
norconstant,  so  lange  y' constant  ist.  Also  sind  die  durch 
zwei  parallele  Sehnen  einer  Hyperbel  in  einer  Par- 
allelen zu  eijier  Asymptote  gebildeten  Abschnitte 
proportional  den  Rechtecken  unter  den  Segmenten 
der  Sehnen. 

113.  Die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  die 
gerade  Linie  |x  -j-  ^9  +  (  =  ^  ^^^  durch  die  allge- 
meineGleichung  dargestellten  Kegelschnitt  berührt. 
Indem  wir  für  y  aus  ix-^-  t^y  -{-  ^^=0  auflösen  und  in  die 
allgemeine  Gleichung  einsetzen,  finden  wir  die  Abscissen  der 
Punkte,  wo  diese  Linie  den  Kegelschnitt  schneidet,  durch  die 
Gleichung  bestimmt 

+  («33^^  —  2023^6  +  «22H  =  0. 
Wenn  die  gerade  Linie  den  Kegelschnitt  berührt,  so  muss 
diese  quadratische  Gleichung  gleiche  Wurzeln  haben,  oder  die 
Bedingung  (a^ij^  — 20,2^1?  ^-aj^l^)  (0331?'  — 2 «23 1? 6 +«22?^ 
==  («13^^  —  ^nVt  "~  ö^23^?l  +  02266)^  erfüllt  sein.  Indem  wir 
ausmultipliciren,  wird  diese  Gleichung  durch  i}^  dividirbar  und 
kann  geschrieben  werden,  wie  folgt: 

(«22033  —  «23')  i^  +  («33  «11  —  «13^)  V^  +  («11  «22  "  «12^)  S'  + 
2(a|3fll2~«ll«23)^f+2(ai2a23~«22«I3)SS+2(a23«I3-«33«12)l^==0- 

Wir  werden  später  andere  Methoden  zur  Bildung  dieser 
Gleichung  angeben,  die  als  die  Tangentialgleichung  des  Kegel- 
schnitts a^^x^  +  2a^^xy  +  a^y^  +  2a,3a;  +  2023!/  +  «33  =  ^ 
bezeichnet  werden  kann,  weil  jede  Tangente  desselben  durch 
die  Coefficienten  ihrer  Gleichung  |,  17,  (  oder  durch  ihre  Para- 
meterrerhaltnisse  sie  befriedigen  muss.  Zur  Abkürzung  ihres 
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Äasdrucks  schreiben  wir  sie  in  der  Form 

welche  ganz  der  Form 

«n^^  +  «22!/^  +  «33  +  2a23»  +  2ay^x  +  2a^^xy  =  0 
entspricht;  und  in  welcher  man  die  Goefficienten 

-^11  ^^  ^22^33  ^23   }    ^22  "^  ^'33^11  —  ^13    >   ®^" 

am  einfachsten  durch  folgende  Regel  erhält:    Sei  (Art.  90) 

j  =  a,i  «22033  +  2a23ai3ai2  —  «najs^  —  «22^13^  —  «33  «12'; 

die  im  Vorigen  mehrfach  aufgetretene  Function^  welche  man  die 
Discriminante  der  Gleichung  zweiten  Grades  zu  nen- 
nen pflegt,  in  ihrer  Determinantenform,  so  sind  die^,y  die  den  Ele- 
menten derselben  entsprechenden  Unterdeterminanten ;  öderes  ist 
^11  die  derivirte  Function  von  ^  in  Bezug  auf  a^]  als  Veränder- 
liche, ^22  ^^  Bezug  auf  «22;  ^339  2^123 y  ^^13;  ^^12  ^üid  die 
deriyirten  Functionen  von  /l  in  Bezug  auf  «33,  «23,  aj3,  a^^* 

Die  Goordinaten  des  Centrums  (Art.  99)  sind  A^^ :  ^33 
und  ^23  ••  ^3  • 

Aufg.  1.  Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  zu  finden,  welcher 
die  Abschnitte  A ,  A',  fi ,  fi'  in  den  Axen  bildet. 

Die  Abschnitte  in  den  Azen  sind  durch  die  quadratischen  Glei- 
chungen gegeben 

a,J  _  (i  4.  A')  a;  +  ii'  =  0,  »»  -  (^  +  ^')  y  +  ^^'  =  0. 

Diese  sind  aber  das,  was  die  allgemeine  Gleichung  wird,  wenn 
man  darin  ^  «=  0,  x  =  0  macht,  es  ist  also  diese  Gleichung 

wo  a]2  unbestimmt  bleibt,  so  lange  nicht  noch  eine  weitere  Be- 
dingung gegeben  ist.  So  z.  B.  können  zwei  Parabeln  durch  die  vier 
Punkte  gelegt  werden,  da  dtmn  «12  =  +  K(^^Vf^O  sein  mnss. 

Aufg,  2.  Wenn  vier  Punkte  eines  Kegelschnitts  ge- 
geben sind,  so  geht  die  Polare  eines  festen  Punktes 
durch  einen  festen  Punkt. 

Nehmen  wir  zwei  Gegenseiten  des  durch  die  Punkte  gebildeten 
Vierepks  zu  Axen,  bilden  dann  nach  Art.  106  die  Gleichung  der 
Polare  des  Punktes  xy  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  so  enthält 
dieselbe  die  unbestimmte  Grösse  aj  2  im  ersten  Grad,  und  die  Polare 
geht  daher  immer  durch  einen  festen  Punkt. 

Aufg,  3.  Finde  den  Ort  des  Centrums  eines  Kegelschnitts, 
der  durch  vier  gegebene  Punkte  geht. 
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Das  Gentram  des  Kegelschnitts  in  Beisp.  1  ist  durch  die  Glei- 
chungen gegeben 

Eliminiren  wir  a|2,  so  ist  der  Ort 
2fi,*'x2  -  2U'y2  _  ^^'(i  +  r)  X  +  XX'  Oi  +  |,i')  y  =  0, 

ein  Kegelschnitt ,  welcher  durch  den  Durchschnittspunkt  jeder  der 
drei  Linienpaare  geht,  welche  durch  die  vier  Punkte  gezogen  wer- 
den, und  durch  die  Mittelpunkte  dieser  Linien.    Der  Ort  ist  eine 
Hyperbel,  wenn  X,  X'  und  (i,  (a   beide  entweder  gleiche  oder  beide 
ungleiche  Vorzeichen  haben,  und  er  ist  eine  Ellipse  im  entgegen- 
gesetzten Falle.     Wenn  also  die  zwei  Punkte  der  einen  Aze  auf 
derselben  Seite  des  Anfangspunktes  und  die  der  andern  Aze  auf 
entgegengesetzten  Seiten  desselben  liegen,    so  ist  die  Curve  eine 
Ellipse;  d.  h.  wenn  das  durch  die  vier  Punkte  gebildete  Viereck 
einen  einspringenden  Winkel  hat.  Dies  ist  auch  geometrisch  evident, 
denn  ein  Viereck  mit  einem  einspringenden  Winkel  kann  nicht  in 
eine  elliptische  oder  parabolische  Linie  eingeschrieben  werden;  der 
ungeschriebene  Kegelschnitt  muss  eine  Hyperbel  sein,  deren  ent- 
gegengesetzten Aesten  die  Punkte  angehören,    und  da  das  Centrum 
emer  Hyperbel  nie  unendlich  entfernt  sein  kann,  so  muss  der  Ort 
der  Centra  in  diesem  Falle  eine  Ellipse  sein.  Im  andern  Falle  sind 
zwei  Lagen  des  Centrums  in  unendlicher  Feme,  entsprechend  den 
beiden  Parabeln,  welche  durch  die  gegebenen  Punkte  gehen. 


Siebentes  Kapitel. 
Der  Kreis. 


1 14.  Wir  haben  im  Art.  103  den  Kreis  als  diejenige  Curve 
zweiten  Grades  bezeichnet^  in  welcher  jeder  Durchmesser  auf 
seinem  conjugirten  rechtwinklig  ist,  und  die  Goefficientengleich- 
heit  aji »»  a22  a-Is  ^i^  analytische  Bedingung  dieser  Eigenthüm- 
lichkeit  erkannt.  In  Folge  dessen  ist  seine  allgemeine  Glei- 
chung unter  der  Voraussetzung  schiefwinkliger  Goordinaten 

a,ia?2  +  2ai2xy  +  a^y^  +  2a,3a;  +  2^23^  +  0,3  «=  0. 

Für  rechtwinklige  Axen,  als  welche  zu  einem  Paare  con- 
jugirter  Durchmesser  parallel  sind,  verschwindet  das  Glied 
2a|2^9i  und  die  allgemeine  Gleichung  geht  über  in 

'    öii(^^  +  y^)+ 2ai3a:  +  2a23y  +  a33  =  0. 

yVählen  wir  endlich  das  Centrum  der  Curve  zum  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten,  so  verschwinden  die  Glieder  2a^^x  und 
2a23.v,  und  die  allgemeine  Gleichung  reducirt  sich  auf 

«n  (^' +  y')  +  «33' -  0,    oder    x^^y'  =  -^f^. 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  das  Centrum  des 
Kreises  nicht  allein  der  Halbirungspunkt  aller  durch  dasselbe 
gezogenen  Sehnen  des  Kreises  ist,  sondern  auch  weiter,  dass 
alle  Punkte  des  Kreises  vom  Centrum  gleichweit 
entfernt  sind;  denn  x^  -{•  y^  ist  das  Quadrat  der  Entfernung 
eines  beliebigen  Punktes  xy  dfer  Curve  vom  Coordinatenanfang, 
und  der  Werth  derselben  ist  einer  Constanten  gleich.  Diese 
geradlinige  Entfernung  aller  Punkte  der  Kreislinie  vom  Cen- 
trum heisst  der  Radius  des  Kreises  und  soll  in  den  fol- 
genden Entwicklungen  stets  durch  r  bezeichnet  werden. 

115.  Die  Gleichung  des  Kreises  zu  finden,  dessen 
Gentrum  der  Punkt  aß  und  dessen  Radius  r  ist. 
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Indem  wir  ausdrücken,  dass  die  Entfernung  eines  belie- 
bigen Punktes  Xy  y  der  Gurve  vom  Centrum  dem  Radius  gleich 
ist;  erhalten  wir  für  rechtwinklige  Coordinaten:  4 

{X  -  af  +  {y-  ßy  =  r\ 

und  für  schiefwinklige 

(a;  —  «)'  +  (y  —  ßf  +  2(a:  —  1^  (y  —  /})  cos  0  =  r^ 

als  Gleichung  des  Kreises*).  Daraus  ergiebt  sich  die  Gleichung 
eines  Kreises,  dessen  Centrum  der  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten ist,  x^  +  y^  =  ^^-  Ist  die  Axe  der  x  ein  Durchmesser 
des  Kreises  und  die  Axe  der  y  die  in  einem  seiner  Endpunkte 
auf  ihm  errichtete  Senkrechte,  so  geht  die  allgemeine  Glei- 
chung durch  die  Substitution  a  =  r,  /J  =  0  für  rechtwinklige 
Coordinaten  (vergl.  Art,  104)  in  a?^  +  y'  =  2ra;  über.  Diese 
einfachsten  Formen  der  Kreisgleichung  kommen  in  den  An- 
wendungen am  häufigsten  vor. 

Durch  Yergleichung  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten 
Grades  mit  den  allgemeinen  Formen  der  Kreisgleichung  erhal- 
ten wir  die  Bedingungen,  unter  welchen  jene  einen  Kreis  re- 
prasentirt,  wie  folgt.  Für  rechtwinklige  Coordinaten  a,2  =  0, 
a^y  =  a22  ^^^  ^  schiefwinklige  Coordinaten  0,2  =  ^n  cos  d, 
a,j  =  ajj.    In  Folge  dessen  ist  (Art.  96) 

ai2^  —  «1 1  «28  '^  —  ^11^  sin^  o, 
d.  h.  wesentlich  negativ,  oder  der  Kreis  gehört  zu  den  Ellipsen. 

116.  Wenn  im  ersteren  Falle  eine  quadratische  Gleichung 
den  aufgestellten  Bedingungen  entspricht,  so  bringt  man  sie 
auf  die  Form  (x  —  a)^  +  (y  —  ßY  =  ^^  durch  ein  der  Auf- 
losung quadratischer  Gleichungen  ganz  analoges  Verfahren. 
Man  macht  den  Coefficienten  von  x^  und  y^  der  Einheit  gleich 
durch  Division  der  Gleichung  mit  demselben,  vereinigt  dann 
die  Glieder  mit  x  und  y  auf  der  linken  und  setzt  das  absolute 
Glied  auf  die  rechte  Seite,  vervollständigt  endlich  die  Quadrate 
durch  Addition  der  Quadrate  der  halben  CoefGcienten  von  x 
und  y  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung. 

Aufg.   Man  reducire  die  Gleichungen 

^)  Da  von  schiefwinkligen  Axen  in  der  Theorie  des  Kreises  selten 
(iebraach  zu  machen  ist,  so  werden  wir  im  Folgenden  zumeist  nur  die 
Gleichungen  für  rechtwinklige  Axen  berücksichtigen. 
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x^  +  y^  —  ^X'-Ay:^  20,     Sa?«  +  3y*  —  6x  —  7y  +  1  =  0 
auf  die  Form  {x — af +(y— ßY  =  r^ 

Atifl.  (x-iy+(y-2y^25;  (,«— 1)^  +  0^ -^)' =  ^j. 
Die  Coordinaten  des  Centrums  und  der  Halbmesser  sind  im  ersten 
Falle  (1,  2)  und  6;  im  zweiten  (|,  |)  und  i/62. 

117.    Wenn  man  die  Gleichung 

öll(^*  +  y^)  +  2at3»  +  2023»  +  «33  =  0 

in  derselben  Weise  behandelt,  so  erhält  man 

die  Coordinaten  des  Centrums  und  der  Radius  sind  respective 


—  a„    —  Ott 


und  -^  /(aij«  +  aj,«  —  0,1033). 


öii  '    «11  «11 

Wenn  a^^^  -}~  «23^  kleiner  ist  als  a,,  ajs ,  so  ist  der  Radius  des 
Kreises  imaginär,  und  die  mit  (x—  äy  +  (j/ — /3)«  +  r«  =  0 
äquivalente  Gleichung  kann  durch  keine  reellen  Werthe  von 
X  und  y  befriedigt  werden. 

Ist  a|3«  -^  a23«  =  a,,  033,  so  ist  der  Radius  Null,  und  die 
Gleichung  als  mit  {x  —  af  +  (y  —  /J)«  =  0  äquivalent  wird 
durch  keinen  andern  reellen  Werth  von  x  und  y  als  durch  a 
und  ß  befriedigt.  Man  ist  versucht,  die  Gleichung  in  diesem  Falle 
als  die  Gleichung  des  Punktes  aß  zu  betrachten ;  aber  aus  den 
im  Art  78  gegebenen  Gründen  ziehen  wir  vor,  sie  als  die 
Gleichung  eines  unendlich  kleinen  Kreises  zu  be- 
zeichnen, der  diesen  Punkt  zum  Centrum  hat.  Im  Art.  86  ist 
auch  gezeigt,  dass  sie  als  die  Gleichung  von  zwei  imaginären 
geraden  Linien  {x  —  a)  +  (y — /3)  t  =  0  durch  den  Punkt  aß 
anzusehen  ist.  In  derselben  Weise  kann  die  Gleichung  x^'\-y*^ »»  0 
eben  so  wohl  als  Gleichung  eines  unendlich  kleinen  Kreises  aus 
dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten ,  wie  als  Gleichung  der  bei- 
den imaginären  geraden  Linien  x+yi^^O  angesehen  werden. 
Für  die  Gleichung  des  Kreises  in  schiefwinkligen  Coordinaten 
erhält  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Centrums  und 
des  Radius  die  Bedingungsgleichungen 

a  -1-  ö  cos  OB«  —  ^,    /}  -^  CK  cos  (0  SS  —  ^, 

Oll  011 

a?  +  Ä2   I   2a/J  cos  CD  -  r2=  ^ . 


Schnittpunkte  mit  einer  Geraden.    118.  159 

Da  a  und  ß  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  allein  bestimmt 
sind,  welche  a^^  nicht  enthalten,  so  sind  zwei  Kreise  con- 
centrisch,  deren  Gleichungen  nur  im  constanten 
Gliede  von  einander  abweichen. 

In  der  Untersuchung  der  Eigenschaften  des  Kreises  ziehen 
wir  es  vor,  auch  solche  unter  ihnen,  welche  aus  den  allgemei- 
nen Entwickelungen  des  vorigen  Kapitels  leicht  als  specielle 
Falle  hergeleitet  werden  könnten,  unabhängig  von  denselben 
auf  dem  Wege  zu  entwickeln,  welcher  durch  die  besondere 
Natur  des  Kreises  sich  empfiehlt;  die  augedeutete  Ableitung 
ans  den  allgemeinen  Eigenschaften  def  üurve  zweiten  Grades 
überlassen  und  empfehlen  wir  dem  Leser  als  eine  sehr  nütz- 
liche Uebung. 

118.  Die  Goordinaten  der  Punkte  zu  finden,  in 
denen  eine  gegebene  gerade  Linie  einen  gegebenen 
Kreis  schneidet. 

Sei  die  Gleichung  des  Kreises  rr^  +  y^  =  r^  und  die  der 
geraden  Linie  x  cos  a  '\'  y  mi  a  =  p.  Indem  wir  die  Werthe 
von  y  aus  beiden  entwickeln  und  mit  einander  vergleichen,  er- 
halten wir  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung 


p  —  rc  coB  a 


=  Y^^^Z.x^, 


sin  a 

oder  durch  Reduction  x^ — 2p  x  cos  a-^p'^  —  r^  sin'a=0;  also 


x^=p  cos  a  +  sin  a  Yr-  —  p^. 

Ebenso  bestimmt  sich  y  =  p  sin  a  +  cos  a  /r^  —  p^. 

(Der  Leser  mag,  indem  er  diese  Werthe  in  die  g^ebe- 
nen  Gleichungen  substituirt,  sich  selbst  überzeugen,  dass  das 
negative  Zeichen  in  dem  Werth  von  y  dem  positiven  in  dem 
Werth  von  x  entspricht  und  umgekehrt.) 

Weil  wir  eine  quadratische  Gleichung  zur  Bestimmung  von 
xoAety  erhalten,  so  müssen  wir,  um  unsere  Sprache  mit  der 
Sprache  der  Algebra  übereinstimmend  zu  machen,  behaupten, 
dass  jede  gerade  Linie  einen  Kreis  in  zwei  Punkten 
schneidet.  Wir  unterscheiden  die  drei  Fälle  dieser  Auflösung: 

1)  Wenn^,  d.  h.  die  Entfernung  der  geraden  Linie  vom 
Centmm  des  Kreises,  kleiner  ist  als  der  Radius,  so  erhalten 
wir  zwei  reelle  Werthe  für  x  und  y,  und  die  gerade  Linie 
schneidet  den  Kreis  in  zwei  reellen  Punkten. 
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2)  Wenn  p  '=  r,  d.  h.  die  Entfernung  der  geraden  Linie 
vom  Centrum  gleich  dem  Radius  ist,  so  führt  die  Analjsis  zu 
dem  geometrisch  wohlbekannten  Ergebnisse,  dass  die  ge- 
rade Linie  eine  Tangente  des  Kreises  ist;  denn  die 
zwei  Werthe  von  x  sind  in  diesem  Falle  gleich,  und  ebenso 
die  zwei  Werthe  von  y._  Die  beiden  Durchschnittspunkte  fallen 
in  einen  einzigen  zusammen,  und  die  Tangente  wird  als  die 
gerade  Verbindungslinie  zweier  unendlich  nahen 
Punkte  der  Curye  betrachtet. 

3)  Sei  p  grosser  als  r.  In  diesem  Falle  ist  es  gebräuch- 
lich zu  sagen,  dass  die  gerade  Linie  den  Ereis  nicht  schnei- 
det. Aber  die  Analjsis  ersetzt  die  reellen  Werthe  für  x  und 
y  durch  imaginäre  Werthe,  und  wir  finden  es  daher  passen- 
der zu  sagen,  dass  in  diesem  Falle  die  gerade  Linie  den 
Kreis  in  zwei  imaginären  Punkten  schneidet.  (Vergl. 
Art.  94.) 

Wenn  die  gerade  Linie  durch  Ax  +  By+  C  =  0  ge- 
geben ist,  so  führt  die  nämliche  Elimination  und  Auflösung 
einer  Gleichung  zweiten  Grades  zur  Bestimmung  der  Durch- 
schnittspunkte. 

Au  fg.  1.    Finde  die  Coordinaten  des  Durchschnitts  von 
iT«  -|-  y2  =  65  und  3rc  -f  3/  =  25. 

Aufl.    (7,  4)  und  (8,  l). 

Aufg,  2.  Finde  den  Durchschnitt  von  (a:  —  c)^+(y — 2c)' = 25c* 
mit  4  a;  -j-  3y  =  35  c. 

Aufl.    Die  Linie  berührt  im  Punkte  {pc^  5  c). 

Aufg,  3.  Wenn  berührt  die  gerade  Linie  y  =  mx  -\-  b  den 
Kreis  a^  -j-  j/*  -.-,.« 9 

Aufl.    Wenn  h^  =  r«  (1  +  w«)  ist. 

Aufg.  4.  Wenn  berührt  eine  durch  den  Anfangspunkt  der  Co- 
ordinaten gebende  Gerade  y  ^=s  mx  den  Kreis 

«n  («'^  +  2iry  cos  w  +  y')  +  2a,3a:  -f  2033^  +  O33  =  0? 

Aufl.  Die  Schnittpunkte  einer  solchen  Geraden  mit  dem  Kreise 
sind  durch  die  Gleichung 

a,i  (1  +  2w  cos  »  +  •»')  a?*  +  2 (0,3  +  «23  •**)  ^  "t"  %s  *=  ^ 
gegeben,  welche  gleiche  Wurzeln  hat,  wenn 

(«13  +  ^n^y  =  «ii«3s(l  +  2m  cos  w  -f  m^) 
ist.  Man  hat  also  eine  quadratische  Gleichung  zur  Bestimmung  von  m . 
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Aufg,  5.  Finde  die  Tangenten  vom  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  an  den  Kreis  a:'  +  y*  —  6a;  — -  2y  +  8  =  0. 

Aufl.    X  —  y  =  0,  a;+7y  =  0. 

119.  Zar  Bestimmung  der  Lage  eines  Kreises,  der  durch 
eine  gegebene  Gleichung  repräsentirt  wird ,  ist  es  oft  eben  so 
zweckmässig,  die  in  den  Axen  erzeugten  Abschnitte  zu  ermit- 
teln; als  Centram  und  Badius  zu  suchen.  Denn  ein  Kreis  ist 
durch  drei  Punkte  seiner  Peripherie  bestimmt,  und  die  Angabe 
der  vier  Punkte,  in  denen  er  die  Axen  schneidet,  genügt  daher 
zorFixirung  seiner  Lage.  Durch  die  Substitutionen  y=0,  x=0 
erhält  man  respective  die  Gleichungen 

a^^x^  +  2a^^x  +  «33  =  0,    a^^y^  +  2a^^y  +  033  =  0 

für  diese  Schnittpunkte  und  erkennt  daraus,  z.  B.  dass  die  Axe 
der  X  den  Kreis  berührt  für  a^^  =  a^^a^^  und  die  Axe  der  y 
für  a,3^  ="  ^u^s-  Soll  umgekehrt  ein  Kreis  in  der  Axe  der  x 
die  Abschnitte  A,  K'  bestimmen,  so  können  wir  a^^  «=  1  wählen 
und  müssen  2a|3  =»  —  (A  +  A);  «33  =  AA'  haben.  Damit  zu- 
gleich die  Abschnitte  in  der  Axe  y  gleich  ft,  ft'  respective  sind, 
muss  2053  s=  —  (ft  +  ft'),  «83  "™  f^f*'  8^^°*  M^^  erkennt  dar- 
aus, dass  AA'  s»  fift'  sein  muss.  (Euklid,  lU,  36.) 
Aufg,  1,    In  welchen  Punkten  schneidet  der  Kreis 

a^^  +  y^  —  öa;  —  7y  +  6  =  0 
die  Axen? 

Aufl.    In  a;  =  3,  a:  =  2;  y  =  6,  y  =  1. 

Aufg,  2.  Welches  ist  die  Gleichung  des  Kreises,  der  die  Axen 
in  Abständen  =^  a  Yom  Anfangspunkt  berührt? 

Aufl.    a;^  +  y«  —  2aa;  —  2ay  +  a*  =  0. 

Aufg,  3.  Man  soll  die  Gleichung  eines  Kreises  so  bestimmen, 
dass  die  eine  der  Axen  eine  Tangente ,  die  andere  eine  durch  den 
Berührungspunkt  gehende  beliebige  Gerade  sei.  Man  hat  daher 
i  =  A'=fi=0  und  erkennt  aus  der  Figur  leicht,  dass  ft'=2rsin  co 
ist,  erhält  somit  die  fragliche  Gleichung 

x^  +  2ary  cos  w  +  y*  —  2 r^  sin  00  s=s  Q. 

120.  Die  Gleichung  der  Tangente  zu  finden,  wel- 
che im  Punkte  x' y'  an  einen  gegebenen  Kreis  ge- 
zogeii  werden  kann. 

Weil  die  Tangente  (Art.  118,  104)  als  Verbindungslinie 
zweier  unendlich  nahen  Punkte  in  der  Curve  definirt  worden 
ist,  80  wird  ihre  Gleichung  gefunden,  indem  man  zuerst  die 

Salmon-Fiedler,  anal.  Oeom.  d.  Kegelschn.  4.  Aufl.  11 
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Gleichung  der  geraden  Linie  bildet,  welche  irgend  zwei  Punkte 
^' y\  ^"y"  in  der  Curve  verbindet  und  dann  in  dieser  Glei- 
chung a:'=  x",  y=szy"  macht.  In  Anwendung  dieses  Grund- 
gedankens auf  den  Kreis  lassen  wir  zuerst  das  Centrum  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  sein ,  so  dass  die  Gleichung  des 

Kreises  a;^  +  y^  =  ^^  ist- 

Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  von  irgend  zwei  Punk- 

ten  xy'  und  x'y"  ist  dann  (Art.  29)  ^^  ^-.  ==  ^,  '^--„  • 

Da  die  beiden  Punkte  x'y\  xy"  der  Kreisperipherie  an- 
gehören, so  ist 

r2  «=  a;'2  -|-  y'2  =  a^'2  -|-  y"2^  also  x"^  —  x"^  =  y"^  —  y ' 

j        y  —  y  X  +  X       \    y  —  y  x  +  x 

und         -,  — - ,,  =  — •  -r-r   H  :  also  ^ — -'s  = r  r— •• 

aj—a;  y+y  a:  -  a;  y+y 

die  Gleichung  der  Sehne^  und  durch  die  Voraussetzung  x'=x'\ 

y'==y"  die  Gleichung  der  Tangente  ^"~^>  =  —  -^,  oder  durch 

Reduction  mit  Hilfe  der  Bemerkung,  dass  x^  -^  y*^  =  r^  ist, 
xx'  +  yy'  =  ^^.  Oder  (Art.  105)  die  Gleichung  der  Verbin- 
dungslinie von  zwei  Punkten  eines  Kreises  ist 

(a;  _  X')  {X  -  x')  +  {if-y')(y-yl^x^  +  y^-r^', 
und  daher  die  Tangente 
{x  —  a^')'+  (y  —  y')*=  a;^  +  y^  —  ^^  oder  ara;'+  yy'  =  r'.'*) 

Die  Transformation  auf  einen  neuen  Coordinatenanfang, 
für  welchen  a,  ß  die  Coordinaten  des  Centrums  sind,  liefert 
alsdann  durch  die  Substitution  x  —  a,  x' —  a,  y  —  ^,  y  —  ß 
für  XyX'jy^y'  die  Gleichung  des  Kreises  {x —  a)^+(y — ßy=sr^ 
und  die  der  Tangente  (x — a)  {x' — a)  -f-  (y — ß)(y' — /5)  =  r', 
eine  wegen  ihrer  Aehnlichkeit  mit  der  Kreisgleichung  mnemo- 
technisch sehr  bequeme  Form. 

Die  Vergleichuug  der  gefundenen  Gleichung  der  Tangente 
^^'-|~yy'  =^^  mit  der  Gleichung  des  nach  dem  Berührungs- 
punkte x'y  gehenden  Radius  xy' —  yx'  >=  0  zeigt,  dass  die 
Tangente  des  Kreises  auf  dem  Radius  des  Berüh- 
rungspunktes senkrecht  steht. 

Äufg,  1 .    Finde  die  Tangente  im  Punkte  (5 ,  4)  zu 

{x  -  2)2+  (y  -  3)2  =  10. 

AufL  3z  +  y=  19. 


BerÜhrtugspunkte  der  Tangenten  aus  xy\   121.  163 

Aufg.  2.  Welches  ist  die  Gleichung  der  die  Punkte  x  y ,  xy' 
verbindenden  Sehne  im  Kreise  o^  -\'  y'^  ^^  r^'i 

Aufl.  {x  +  x)  a;  +  (y  +  y')  y  =  r^  +  xx"  +  yy'. 

Aufg.  3.  Finde  die  Bedingung,  unter  welcher  Ax-\'  By  +  C=-  0 
den  Kreis  {x  —  «)»+  (y  -  ßf  =  r^  berührt  • 

weil  die  Senkrechte  vom  Punkte  a  ß  auf  diese  Linie  dann  =»  r 
sein  muss. 

121.  Die  Berührungspunkte  der  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  aus  an  einen  Kreis  gezogenen  Tan- 
genten zu  finden. 

Wenn  x'y'  der  gegebene  Punkt  ist,  und  wenn  wir  durch 
x'y'  die  Coordinaten  des  Berührungspunkte^^  ausdrücken ,  so 
ist  nothig,  dass  z'y  die  Gleichung  der  Tangente  erfüllen,  also 
xx''+  yV*=*  ^'«  ^^^  w^il  ^"y"  ^^^  Kreislinie  angehört,  ist 
x"^  -\-  y"^ = r^.  Durch  Auflösung  dieser  Bedingungsgleichungen 
erhalten  wir  für  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  die 
Ausdrücke 

^—  ä^'  +  s/'  '    ^~  a;'«  +  y« ' 

Von  jedem  Punkte  aus  lassen  sich  somit  an  den  Kreis  zwei 
Tangenten  ziehen',  welche  reell  sind,  so  lange  a;'^  +  y '  >  r^ 
isty  d.  h.  so  lange  der  Punkt  ausserhalb  des  Kreises  liegt.  Wenn 
x'^'^^^=^r^  ist,  so  fallen  beide  Tangenten  zusammen;  der 
Punkt  liegt  dann  in  der  Kreislinie  selbst. 

Die  Coordinaten  der  Berührungspunkte  werden  somit  durch 
Auflosung  der  Gleichungen  xx  +  yy'  «=  r*,  rc*  -|-  y^  —  r*  für 
X  und  y  bestimmt,  d.  h.  diese  Punkte  sind  die  Durchschnitts- 
pnnkte  des  Bjreises  a:'+y^=  r*  mit  der  geraden  Linie  rca?'+  yy'=  r^. 
Die  letztere  Gerade  ist  also  die  Verbindungslinie  der  Berüh- 
rungspunkte der  Yom  Punkte  xy  ausgehenden  Tangenten,  wie 
man  auch  bestätigen  würde,  indem  man  die  Gleichung  der  ge- 
raden Linie  bildet,  welche  die  durch  die  vorher  gefundenen 
Coordinaten  bestimmten  Punkte  verbindet.  Man  sieht,  dass  die 
Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  eine  stets  reelle  Ge- 
nide ist,  ebensowohl  wenn  die  Tangenten  selbst  reell,  als  wenn 
sie  imaginär  sind;  es  ist  die  Polare  von  xy  in  Bezug  auf 
den  Kreis.    Sie  ist  zu  der  geraden  Linie  x'y  —  yx  =  0  nor- 

11* 
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mal ,  welche  den  Punkt  xy  mit  dem  Centrum  des  Kreises  ver- 
bindet,  und  ihre  Entfernung  von  diesem  Centrum  ist  nach  Art.  23 

=  ^77-'«  n — ^  •   Man  construirt  somit  die  Polare  des  Punktes  P, 

indem  man  P  mit  dem  Centrum  Cyerbindet,  und  in  dem  Punkte 
M  dieser  Linie,  für  welchen  CM,  CP  ^^^  r*  ist,  die  Normale 
zu  CP  errichtet.  Wenn  x'y'  in  der  Ereisperipherie  liegt,  so 
ist  die  Polare  die  zugehörige  Tangente  des  Kreises.  (Art.  1 06.) 

Äufg.  1.    Finde  die  Polare  von  (4,4)  in  Bezug  auf 

{x  -  lY  +  (y  -  2)2  =  13. 

Auft,    3a;  +  2y  =  20. 

Aufg,  2.    Finde  die  Polare  von  (4,  5)  in  Bezug  auf 

a;2  +  3^2  _  3x  —  4y  ==  8. 

Aufl.  5a;  4-  6y  =  48. 

Aufg.  3.    Finde  den  Pol  von  u4aj+J5y-(-C=0  in  Bezug  auf 

a;^  -[-  y'  =  r'. 

Aufl.  l ^  j c)^  ^^®  ^^^  ^®^  Vergleicbung  der  ge- 
gebenen Gleichung  mit  xx  -f-  yy  =  r^  hervorgeht. 

Aufg^.  4.    Finde  den  Pol  von  3x  '\'  4y  =  7  in  Bezug  auf 

^^  "t"  y'  =  14.    , 
Aufl.    (6,  8). 
Aufg,  5.    Finde  den  Pol  von  2  a;  -{-  3y  =  6  in  Bezug  auf 

(a;_l)3  +  (y_2)2=12. 

Aufl.    (—  11 ,  —  16). 

122.  Die  Länge  der  Tangente  zu  finden,  die  von 
einem  beliebigen  Punkte  an  den  Kreis 

(x  -  ay  4-  (y  _  /3)2  ^  r2  =  0 

gezogen  wird. 

Das  Quadrat  der  Entfernung  irgend  eines  Punktes  vom 
Centrum  ist  =  (a;  —  a)^  +  (j/  —  ßY  >  ^^^  weil  dies  das  Qua- 
drat der  Tangente  um  das  Quadrat  des  Radius  übertrifft,  so 
wird  das  Quadrat  der  Tangente  von  einem  Punkte  aus  gefun- 
den, indem  man  die  Coordinaten  des  Punktes  fOr  x  und  y  in 
den  ersten  Theil  der  Gleichung  des  Kreises  substituirt 

{x^ay  +  {y^ß)^^r^^O. 

Weil  die  allgemeine  Gleichung  in  rechtwinkligen  Goor- 
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dinaten  a^  (x^  +  tf*)  +  2a^^'X  +  2^232^  +  033  =  0,  wenn  man 
sie  durch  a^  dividirt^  mit  einer  Gleichung  von  der  Form 

(a;  -  a)2  +  (y  —  /3)  -  r^  =  0 

identisch  ist  (Art.  115),  so  lernen  wir,  dass  das  Quadrat  der 
Tangente  zu  einem  Kreise  aus  der  in  ihrer  allgemeinsten  Form 
gegebenen  Gleichung  desselben  gefunden  wird ,  indem  man  diese 
durch  den  Coefficienten  von  x^  dividirt  und  dann  die  Goordina- 
ten  des  g^ebenen  Punktes  in  die  Gleichung  substituirt.  Das 
Quadrat  der  vom  Coordinatenanfang  ausgehenden  Tangente  wird 
gefunden,  indem  man  x  und  y  =^0  macht,  und  ist  daher  gleich 
dem  durch  a^  dividirten  absoluten  Glied  in  der  Gleichung  des 
Kreises.  Dieselben  Schlussfolgerungen  sind  anwendbar,  wenn 
die  Axen  schiefwinklig  sind. 

123.  Das  Verhältniss  zu  finden,  in  welchem  die 
Verbindungslinie  von  zwei  gegebenen  Punkten  a;'j^', 
x^'y"  durch  einen  gegebenen  Kreis  geschnitten  wird. 

Wir  verfahren  genau  wie  in  Art.  42  und  in  Art.  109.  Wir 
setzen    ^  J"^^  ^  y^^V  fg^  ^  ^jjj  y  ^  jj^  Gleichung  des 

Kreises  x'  +  y'  —  r^  =  0  ein,  ordnen  und  erhalten  zur  Be- 
stimmung des  Verhältnisses  2 :  m  die  quadratische  Gleichung 
P(j;"2+y"2_  y2)^2Zm(a;V+yy'~  r^)+  m'  (a^'^+y'^-r^) =0. 

Wenn  aus  dieser  Gleichung  die  Werthe  von  l:m  bestimmt 
sind,  so  haben  wir  damit  zugleich  die  Coordinaten  der  Punkte, 
wo  die  gerade  Linie  den  Kreis  schneidet.  Die  Synmietrie  der 
Gleichung  lässt  die  jetzige  Methode  geeigneter  erscheinen,  als 
die  im  Art.  118  gebrauchte. 

Wenn  x"  y'  in  der  Polare  von  xy  liegt,  so  haben  wir 
(Art  121)  a?V  +  y'y"  —  r*  -=  0;  und  die  Factoren  der  vor- 
hergehenden Gleichung  müssen  von  der  Form  l-^-fim,  l — 11  m 
•ein;  die  x^j/  und  x'^y"  verbindende  gerade  Linie  wird  d^er 
innerlich  und  äusserlich  in  demselben  Verhältniss  geschnitten, 
und  wir  leiten  daraus  den  wohlbekannten  Satz  ab:  Jededurch 
einen  beliebigen  Punkt  gezogene  gerade  Linie  wird 
harmonisch  g^theilt  durch  den  Punkt,  den  Kreis 
und  die  Polare  des  Punktes.    (Vergl.  Art.  108,  4.) 

124.  Die  Gleichung  der  Tangenten  von  einem  ge- 
gebenen Punkt  an  einen  gegebenen  Kreis  zu  finden. 

Wir  haben  vorher  (Art.  121)  die  Coordinaten  der  Beruh- 
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rungspunkte  gefunden ;  indem  wiiw  ihre  Werthe  in  die  Glei- 
chung xx'  +  yy"  —  r^  =  0  substituiren,  erhalten  wir  für  die 
Gleichung  der  Tangenten  respective 

r (^a?'+  yy'  -  x'^  -  y^)  +  {j/x  -  yx)  Y{a!^+  y '- r')  =  0, 
r{xx'  +  yy  -  x^  —  y'^)  -  (y'x  —  yx')  Vix^-^  y' -  r^)  =  0. 

Diese  beiden  Gleichungen  geben  mit  einander  multiplicirt 
die  Gleichung  des  Tangentenpaares  in  einer  von  Wurzelgrossen 
freien  Form.  Der  vorhergehende  Artikel  erlaubt  uns  aber  diese 
Gleichung  in  einer  einfacheren  Form  zu  erhalten.  Denn  die 
Gleichung,  welche  l:m  bestimmt,  hat  gleiche  Wurzeln,  wenn 
die  x'y'  und  x"y'  verbindende  gerade  Linie  den  Kreis  berührt; 
wenn  daher  xy  irgend  ein  Punkt  in  einer  der  Tangenten  durch 
x' y'  ist,  so  genügen  seine  Coordinaten  nothwendig  der  Be- 
dingung 

(a;'2  +  y'2  _  ^2)  (^2  +  y2  -  r^)  =  (reo;-  +  yy  -  r')^; 

diese  ist  daher  die  Gleichung  des  Tangentenpaares  durch  den 
Pxinkixy\  Sie  ist  mit  der  durch  die  erstangezeigte  Methode 
erhaltenen  identisch.     (Vergl.  Art.  107,  109.) 

125.  Die  Gleichung  eines  Kreises  zu  finden,  der 
durch  drei  Punkte  geht. 

Wir  haben  nur  in  die  allgemeine  Gleichung 

^  +  y^  +  Za^jar  +  2a^^y  -f  ajj  =  0 

nach  einander  die  Coordinaten  jedes  der  gegebenen  Punkte  zu 
substituiren,  so  erhalten  wir  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  drei  unbekannten  Grössen  a^s,  »23,  »33.  Man  kann  die 
Gleichung  auch  bilden,  indem  man  die  Coordinaten  des  Cen- 
trums und  den  Radius  so  bestimmt,  wie  in  der  5.  Aufg.  des 
Art.  5  geschehen  ist. 

Äufg,  1.  Bestimme  den  Kreis  durch  die  Punkte  (2,  3),  (4,  5)f 
(6,  1). 

Aufl.    ^a;-i?y+(y-|y=y.    (Vergl.  a.  a.  0.) 

Äufg.  2.  Bestimme  den  Kreis  durch  die  Punkte  (2,  3),  (3,  4) 
und  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten. 

Aufl.  Es  ist  033=0  undl34-4ai3+6a23=0, 25+6a,3+8aj3==0, 
also  2a,3  =  — 23,  2a23  =  ll. 

Äufg.  3.  Man  bestimme  fdr  die  Coordinatenaxen  der  Aufg.  1 
im  Art.  48  die  Gleichung  des  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
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naten  imd  die  Mittelpunkte  der  Scbeitelseiten  gehenden  Kreises  und 
zeige,  dass  derselbe  auch  den  Mittelpunkt  der  Basis  enthält 

Aufl.  .2jp  {x^  +  y^)—p(s  —  s)  x  —  (p^  +  ss)y  =  0. 

126.  Die  Gleichung  des  Kreises  durch  drei  Punkte 
x'y,x'y',x'"y"mitielat  der  Coordinaten  dieser  Punkte 
auszudrücken. 

Wir  haben  in 

x^  +  y'^  +  2a^^x  +  2a2zy  +  «sa  =  0 
die  aus 

(«''  +  JT)  +  2a„a;'  +  2a,,y'  +  a,,  =  0, 

(a;"*  +  y"^  +  2ai3x"  +  2aj3y"  +  «33  =  0, 

ix'"'  +  y  "')  +  2a,3«"'  +  2aj3y"'+  a,,  =  0, 

abgeleiteten  Werthe  von  a^^y  a^^j  a^^  zu  substituiren.  Das 
Resultat  dieser  Substitution  oder  der  Elimination  von  a^^,  a^^y 
033  zwischen  diesen  Gleichungen  wird  in  der  Form 

(*'  +  »»)  ix    {^■'-y'")  +  x"{y--y)  +  x''{y'-y")-]- 

(^''  +  y')[«"(y"'-y)  +  «"'(y  -y")  +  x  (y"-y")] + 

(x"»+y"^)  \x"(y  -y')  +  x  {^- y")  +  x'  (y'"- y  )]  - 

(A+y  "^  C«  (y'  -  y" )  +  ^'  (y"  -  y  )  +  a:"  (y  -  y  )]  =  0 

erhalten;  am  einfachsten  durch  Multiplication  der  vier  Glei- 
chungen mit  den  in  dieser  Gleichung  auftretenden  Factoren  von 
{^  -\-y^)y  (a?'*  +  y'*)  0*^-7  ^*  dann  durch  Addition  der  Pro- 
ducte  die  Coefficienten  a^^y  a^^y  a^^  gleichzeitig  verschwinden. 

Nach  Analogie  der  Beispiele  in  Art.  72  erhält  man  diese 
Gleichung  auch  in  der  gleichbedeutenden  Determinautenform 


x'^  +y2 


X 
X 


ffl 


X'  +  y"\ 


ff 


ff 


x\  y  ,  1 


oi"^+  y'\  ^\  y\  1 


=  0. 


Wenn  verlangt  wird y  die  Bedingung  zu  finden,  unter 
welcher  vier  Punkte  in  einem  Kreise  liegen,  so  haben 
wir  nur  in  der  letzten  Gleichung  ic<^>,  y<*>  für  x,  y  zu  schreiben. 
Die  daraus  entspringende  Bedingung  erlaubt  folgende  geome- 
trische Interpretation :  Wenn -4,  ByC,D  irgend  vier  Punkte 
in  einem  Kreise  sind  und  0  ein  fünfter  beliebig  ge- 
nommener Punkt,  und  wir  bezeichnen  durch  BCD 


1 


168 


VII.  Der  Kreis.   127. 


den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  dieser  Punkte  etc., 
so  ist 

ÖÄ\BCD  +  ()Cf.ÄBD  =  OB\ACD+ÖD^\ABC. 

Äufg.  Man  entwickele  die  Relation  zwischen  den  gegenseitigen 
Entfernungen  von  vier  Punkten  eines  Kreises.  Man  bildet  das  Fro- 
duct  aus  den  folgenden  beiden  äquivalenten  Schreibweisen  der  De- 
terminante des  Textes 


x^  +y^  ,-2x  ,-2y  ,1 
x^+y\—2x,—2y,l 
x^+y'\-2x%-2y%l 
^.,2+^,.2^_2rr'", -2/',  1 


^j^   yV 


X' 


+y' 


^yX  ,y  ,x''+y'2 


Wenn  wir  die  vier  Punkte  als  1 ;  2 ,  3,4  und  ihre  Entfer- 
nungen durch  12,  13,  14,  23  etc.  bezeichen,  seist  das  Product 
die  Relation 


0  ,  12%    13%   14^ 
12',     0  ,   23',   24' 


13' ,  23' 


14',  2?,  34', 


0  ,   34' 

0 


=  0; 


in  entwickelter  Form 

12\34*  +23M4*  +  13*.  24* 

2  {12'.  13'.  24'.  34'+  13'.  14'.  2?.  24'+T2'.  23'.  IP.  34'}  =0 

oder  durch  Umformung  der  Determinante  in 

0  ,  12.34,  13.24,  14.23 
12.34,  0  ,  14.23,  13.24 
13.24,  14.23,  0  ,  12.34 
14.23,  13.24,  12.34,       0 

und  somit  in  Uebereinstimmung  mit  der  entwickelten  Form  für 

2S=  12.34+13.24  +  14.23 

S(S  —  12.34)  (Ä  —  13 .  24)  (fif  —  14.23)  =  0; 

d.  h.  endlich 

12.34  +  13.24  +  14.23  =  0, 

die  bekannte  Relation  des  Ptolemäus  ^^). 

127.    Wir  zeigen  zum  Schluss  dieses  Kapitels,  wie  die 
Polargleichung  des  Kreises  zu  finden  ist. 
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Wir  können  sie  entweder  erhalten,  indem  wir  für  ^  und 
y  die  Werthe  q  cos  $,  ^  sin  9  (Art.  12)  in  eine  der  früher  ge- 
gebenen Gleichungen  des  Kreises 

«ii(«'+!/')  +  2a,3a?+2a23y+a33-0oder(rc^a)'+(y-/J)2=r' 

substituiren,  oder  sie  auch  unabhängig  aus  der  geometrischen 
Natur  des  Kreises  finden,  Vie  folgt: 

Sei  0  der  Pol,  C  das  Centrum 

des  Kreises  und  0  C  die  feste  Axe ; 

'  sei  die,  Entfernung  00  ^=^d  und 

^'--  '- —  { ---g'        )     OP  irgend  ein  Radius  vector  und 

daher  =»  q  ,   endlich  der  Winkel 
POO'^^O,  so  haben  wir 

PC'  =  ÖT^  +  OCf-  20P.00.co8  POC, 

d.  h.  r'  =  p*  +  (P  —  2^  d  cos  ö;  dies  ist  daher  die  Polarglei- 
chmig  des  Kreises. 

Wenn  die  feste  Axe  nicht  mit  OC  zusammenfallt,  sondern 
damit  einen  Winkel  a  bildet,  so  ist  die  Gleichung,  wie  in  Art«  44, 

Q^  —  2dQ  cos  (Ö  —  a)  +  (P  —  r'  =  0, 

Wenn  wir  den  Pol  auf  dem  Kreise  voraussetzen,  so  nimmt 
die  Gleichung  die  einfachere  Form  ^  «a  2r  cos  0  an,  weil  r  «»  d 
wird;  ein  Resultat,  welches  wir  auch  rein  geometrisch  aus  der 
Eigenschaft  erhalten  haben  würden,  dass  der  Peripheriewinkel 
über  dem  Halbkreis  ein  rechter  ist;  oder  indem  wir  für  x  und 
fj  ihre  polaren  Werthe  in  die  Gleichung  ic'+y*"2ra;  einsetzen. 


Achtes  Kapitel. 

Lehrsätze  und  Aufgaben  vom  Kreis. 


128.  Nachdem  wir  im  Yorigen  Kapitel  gezeigt  haben,  wie 
die  Gleichungen  des  Kreises  und  der  bemerkenswerthesten  auf 
ihn  bezüglichen  Linien  zu  bilden  sind,  wollen  wir  in  dem  jetzigen 
diese  Gleichungen  durch  Beispiele  erläutern  und  sie  zur  Be- 
gründuDg  einiger  der  wichtigsten  Eigenschaften  des  Kreises  an- 
wenden. Wir  verweisen  zuerst  den  Leser  auf  die  Beispiele  des 
Art.  49,  damit  er  untersuche,  in  welchen  Fallen  die  erhalte- 
nen Gleichungen  Kreise  darstellen,  und  für  dieselben  die  Mit- 
telpunktscoordinaten  und  den  Radius  berechne  oder  die  Punkte 
bestimme,  in  welchen  die  Azeu  von  einem  derselben  geschnitten 
werden.  Einige  weitere  Beispiele  von  kreisförmigen  Oertem 
fügen  wir  neu  hinzu. 

Aufg.  1.  Man  soll  aus  der  Basis  und  dem  gegenüberliegen- 
den Winkel  eines  Dreiecks  den  Ort  seiner  Spitze  für  beliebige  Lage 
der  Coordinatenaxen  suchen. 

Auft,  Die  Coordinaten  der  Basispunkte  seien  oiiy\  x"y\  Die 

Gleichung  der  einen  Seite  sei  y — y'=m{x  —  x\  dann  wird  die 

Gleichung  der  andern  Seite,  die  mit  dieser  den  Winkel  C  bildet, 
(Art.  33), 

(1  -|-  w  tan  C)  (y  —  y')  =  (m  —  tan  C)  {x  —  /'). 

Durch  Elimination  von  m  erhalten  wir  nun  die  Gleichung  des  Ortes 
tan C[{y-'y){y  — /) -f  (rc— a;')(a:— x")]  -f  a;(y -y") — y (« -a;") 

a^y  —yx  =0. 

Wenn  C  ein  rechter  Winkel  wäre,  so  sind  die  Gleichungen  der 
Seiten      y_j,'=^(a,_^'),  miy-f)  +  iz-x")  =  0^ 

und  die  des  Ortes  ist 

Aufg.  2.   In  einem  Dreieck  ist  die  Basis  und  der  Winkel  an 
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der  Spitze  gegeben;  man  soll  den  Ort  des  Durcbschnittspunktes 
der  drei  Senkrechten  bestimmen »  die  von  den  Ecken  auf  die  Gegen- 
Seiten  geftUt  werden. 

Die  Gleichungen  der  Senkrechten  zu  den  Scheitelseiten  sind 

»{y^")+(«^^")=0,  (m~tanO)(y-y')+(l+mtanC0(a;-a;')— 0. 

Indem  wir  m  eliminiren, «erhalten  wir  die  Gleichung  des  Ortes 

tan  C  [(y  —  y')  (y  —  y")  +  {x  —  x)  (x  —  x')]  =  a?(y'  —  y") 

X  —X  )  +  xy   —y  X  \ 

eine  Gleichung,  welche  von  der  im  letzten  Art.  gefundenen  ledig- 
lich im  Vorzeichen  von  tan  (7 abweicht,  und  welche  daher  der  Ort 
ist,  den  wir  fQr  die  Spitze  gefunden  haben  würden,  wenn  dieselbe 
Bssis  und  der  Winkel  an  der  Spitze  gleich  dem  Supplement  des 
vorigen  gegeben  worden  wäre. 

Aufg.  3.  Es  ist  allgemein  irgend  eine  Anzahl  von  Punkten 
gegeben;  man  soll  den  Ort  eines  Punktes  finden,  der  so  liegt,  dass 
die  Summe  der  m\  m",  . .  .  fachen  Quadrate  seiner  Entfernungen 
Yom  ersten ,  zweiten  .  .  .  Punkte  respective  eine  constante  Grösse 
sei,  oder  (indem  wir  die  Bezeichnung  des  Art.  50,  Aufg. '4  an- 
nehmen), dass  Z{mr^)  constant  sei. 

Das  Quadrat  der  Entfernung  irgend  eines  Punktes  xy  yom 
Punkt  xy  ist  {x — x'Y-^-  (y — y')*.  Wir  multipliciren  dies  mit 
m  und  addiren  es  zu  den  entsprechenden  Gliedern,  die  man  durch 
den  Ausdruck  der  Entfernungen  des  Punktes  xy  von  den  andern 
Punkten  x'y\  ....  gefunden  hat.  unter  Benutzung  der  ange- 
führten Bezeichnungsweise  können  wir  für  die  Gleichung  des  Ortes 
schreiben 

X(m>?+2(my—  2  2(mx)x—2  Z{my)  y+i:{mx'^)+£{my^)^a 

Also  ist  der  Ort  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunktscoordinaten  sind 

X  =a  -ir— r^,  y  =  -^^1  d.  h.  das  Centrum  ist  der  Punkt,  den 

wir  in  jener  Aufgabe  4,  Art.  50  das  Centrum  der  mittleren  Ent- 
fernungen der  gegebenen  Punkte  genannt  haben. 

Wenn  wir  den  Werth  vom  Badius  dieses  Kreises  untersuchen, 
80  finden  wir  :B?2{m)  =  Z{mr^)  —  £{m(f^),  wo  S{mr^)  =  C 
gleich  der  Summe  der  m  fachen  Entfemungsquadrate  jedes  der  ge- 
gebenen Punkte  Yon  einem  Punkte  des  Kreises  und  Z(m(f^)  gleich 
der  Summe  der  9»  fachen  Entfemungsquadrate  aller  Punkte  yon  dem 
Centrum  der  mittleren  Entfernungen  isi 

Äufg.  4.  Man  soll  den  Ort  eines  Punktes  0  bestimmen,  durch 
welchen  von  Parallelen  zu  den  Seiten  eines  Dreiecks  in  den  Seiten 
desselben  Punkte  J?,  C;  C\  Ä'\  A'\  II'  so  bestimmt  werden,  dass 
die  Summe  der  drei  Rechtecke  BO.OC+O'O.OA'  +  Ä^O.Off' 
constant  ist. 
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Aufl.  Wenn  man  zwei  von  den  Seiten  des  Dreiecks  zu  Coor- 
dinatenoxen  wählt,  so  ist  die  Gleichung  des  Ortes 

oder         x^  +  y'  +  2xy  cos  C  —  ax  —  6^  +  w*  =  0. 

Diese  Gleichung  repräsentirt  einen  Kreis,  welcher  mit  dem  dem 
Dreieck  umgeschriebenen  Kreis  concentrisch  ist;  in  beiden  Fällen 
sind  die  Coordinaten  des  Centrums  durch 

2(a  +  j3  cos  (7)  =  a,     2(j3  +  a  cos  C)  =  6 

gegeben.  Diese  Gleichungen  gestatten  die  Lösung  des  Problems, 
den  Ort  für  das  Centrum  des  umgeschriebenen  Kreises  zu  finden, 
wenn  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  der  Lage  nach  gegeben  sind  und 
eine  ihre  Längen  verbindende  "Belation  bekannt  ist. 

Äufg.  5.  Man  bestimme  den  Ort  eines  Punktes  0  so,  dass 
die  Verbindungslinie  desselben  mit  einem  festen  Punkte  denselben 
Abschnitt  in  der  Axe  x  bilde,  wie  die  in  0  auf  der  Verbindungs- 
linie errichtete  Normale  in  der  Axe  y, 

Äufg.  6.  Bestimme  den  Ort  eines  Punktes  so,  dass  die  in 
den  Ecken  eines  Dreiecks  auf  ihren  Verbindungslinien  mit  ihm  er- 
richteten Perpendikel  sich  in  einem  Punkte  durchschneiden. 

129.  Wir  geben  zunächst  einige  Beispiele,  die  das  Pro- 
blem des  Art.  118  enthalten,  nämlicli  das  Problem,^  die  Coor- 
dinaten der  Punkte  zu  finden,  wo  eine  gerade  Linie  einen  ge- 
gebenen Kreis  schneidet. 

Äufg.  1.  Den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen  eines  Kreises 
zu  finden,  die  einer  gegebenen  Linie  parallel  sind.  « 

Sei  die  Gleichung  irgend  einer  der  parallelen  Sehnen 

a;  cos  er  -f-  y  sin  «  —  ^^  c=r  0, 

wo  a  nach  der  Voraussetzung  bestimmt  undjp  yeränderlich  ist;  die 
Abscissen  der  Punkte,  wo  diese  Linie  den  Kreis  schneidet  (Art.  118), 
werden  aus  der  Gleichung 

x^  —  2px  cos  a  + 1^*  —  ^^  si^^  «  =  0 

gefunden.  Wenn  nun  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  x\  x  sind,  so 
ist  die  Abscisse  des  Mittelpunktes  der  Sehne  ^{x  -f~  ^")  und  also 
dies  nach  der  Theorie  der  Gleichungen  Bs|>cosa.  In  gleicher  Weise 
ist  das  y  des  Mittelpunktes  =s  p  sin  a.  Also  ist  die  Gleichung 
des  Ortes  y  ^=^  x  tan  er,  d.  h.  eine  zu  dem  System  paralleler  Seh- 
nen senkrechte  gerade  Linie  durch  den  Mittelpunkt,  weil  a  der 
Winkel  ist,  den  eine  Senkrechte  zur  Sehne  o^cosa-j-^sina — ^«=0 
mit  der  Axe  der  x  bildet. 

Äufg*  2.    Die  Bedingung  zu  finden ,  dass  der  durch  den  Kreis 
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in  der  Linie  x  cob  a  ^  y  sin  a  =  p  gebildete  Abschnitt  einen  rech- 
ten Winkel  am  Punkt  xy  fasse. 

Wir  fanden  Art.  128,  Aufg.  2  die  Bedingung,  dass  die  die 
Punkte  x"y\  x" y"  mit  xy  verbindenden  geraden  Linien  recht- 
winklig zn  einander  sein  sollten,  nämlich 

(*-0(«-  O  +  (»  -  y'O  (y  -  »'")  =  0. 

Seien  nun  x'y" ,  x"y*'  die  Punkte,  wo  die  Linie  den  Kreis  schnei- 
det, so  ist  nach  dem  letzten  Beispiel 

/'-f j;'"=2i>cosa,  äV"«^J9^  — r'sin^of,    y'+y"=  2psina, 

y  y   =p*—r*  cos^a; 

aos  diesen  Werthen  ergiebt  sich  die  geforderte  Bedingung 

x'*  -f-  y^  —  2px'  cos  a  —  2py  sin  a  +  ^p^  —  r'  =  0. 

Äufg.  3.  Den  Ort  des  Mittelpunktes  einer  Sehne  zii  finden, 
welche  einen  rechten  Winkel  an  einem  gegebenen  Punkte  spannt. 

Wenn  x  und  y  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind,  so 
haben  wir  nach  Aufg.  1  j)cosa=a;,  |7sina=y,  p2==sa;'-|-y'j  und 
durch  die  Substitution  dieser  Werthe  wird  die  in. der  vorigen  Auf- 
gabe gefundene  Bedingung  (x — xY  -f-  (y — y'y  -^x^  -{-  y^  =^  r^. 

Aufg.  4.  Ist  eine  gerade  Linie  und  ein  Kreis  gegeben,  so 
soll  man  einen  Punkt  so  finden ,  dass ,  wenn  man  durch  ihn  eine 
Sehne  zieht  und  von  ihren  Endpunkten  auf  die  gegebene  Linie  Per- 
pendikel füllt,  das  Rechteck  dieser  Senkrechten  constant  sei. 

Man  nehme  die  gegebene  Linie  zur  Axe  x,  und  zur  Axe  der 
y  eine  vom  Centrum  des  gegebenen  Kreises  auf  sie  geföUte  Senk- 
rechte, deren  LSnge  ß  genannt  werden  mag.  Dann  ist  die  Glei- 
chung des  Kreises       x^  +  (y  —  l^)^  =  ^'. 

Wenn  femer  die  Coordinaten  des  gesuchten  Punktes  x'y  sind, 
80  ist  die  Gleichung  irgend  einer  Geraden  durch  ihn 

y  —  y  «r  w  (ä  —  x). 

Eliminirt  man  nun  zwischen  diesen  zwei  Gleichungen  x,  so  er- 
hSlt  man  eine  quadratische  Gleichung  für  y,  fär  welche  das  Pro- 

duet  der  Wurzeln  ist  (y  -  ^^')' +  ^' (P' -  r«)  •    j^.^^  Product  kann 

l  +  ifi» 
also  nur  dann  von  tn  unabhängig  sein,   wenn  der  Zähler  durch 
(l-f-m^)  theilbar  ist,  d.h.  nur  dann,  wenn  a;'=0,  y^'^^ß'^ — r^  ist. 
Aufg,  5.    Die  Bedingung  zu  finden ,  unter  welcher  der  in  der 
Geraden  x  cos  a  -^  y  sin  a  —  p  "^  0  durch  den  Kreis 

«^  +  y^  +  2a,3ic  +  Sa^gy  +  O33  =  0 

bestimmte  Abschnitt  am  Anfangspunkt  der  Coordinaten  einen  rech- 
ten Winkel  bestimmt. 

Aufl.  Die  Gleichung  des  Paares  von  geraden  Linien,  welches 
den  Anfangspunkt  mit  den  Endpunkten  der  Sehne  verbindet,  kann 
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gefunden  werden  wie  folgt:  Man  multiplicire  die  Glieder  vom  zwei- 
ten Grade  in  der  Gleichung  des  Kreises  mit  p^^  diejenigen  vom 
ersten  mit  p  [x  cos  a  '\'  y  ma  a)  und  das  absolute  Glied  mit 
{x  cos  u  -\'  y  iüjkciy^  es  entsteht  eine  in  x  imd  y  homogene  Glei- 
chung, welche  daher  zwei  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordina- 
ten  gehende  Gerade  darstellt,  und  die  durch  diejenigen  Punkte  des 
Kreises  befriedigt  wird,  in  welchen  x  cos  a  -|-  y  sin  a  =  p  ist. 

Die  Entwicklung  und  Ordnung  der  Gleichung  giebt 
(p'-{"2^iaPC<^8^'4'^8^8'''^)^+2(oi88ina4"^3Cosa+a33sinacoBa)5?y 
+  (i)2  -|-  2a23P  s«i  «  +  «33  sia*  «)  y^  =  0. 

Nach  Art.  87  sind  die  durch  sie  dargestellten  Geraden  recht- 
winklig zu  einander,  wenn 

2p^  +  2jp(aj3  cos  et  -f-  023  sii^  'i^)  +  «33  =  0  ist. 

Aufg.  6.  Man  soll  den  Ort  des  Fusspunktes  der  Normale  be- 
stimmen ,  die  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  auf  eine  Sehne 
gefällt  wird,  die  an  ihm  einen  rechten  Winkel  bestimmt. 

Aufl.  Die  l'olarcoordinaten  des  Ortes  sind  die  Grössen  jp  imd 
€t  in  der  zuletzt  gefundenen  Gleichung,  und  die  Gleichung  des  Ortes 
ist  daher  2  (rr^  -f  y^)  +  2aj3a;  -f-  ^«23^  +  «33  =  0.  Die  weitere 
Untersuchung  zeigt,  dass  dieser  Ort  der  schon  in  der  3.  Aufgabe 
gefundene  Kreis  ist. 

Aufg.  7.  Wenn  durch  irgend  einen  festen  Punkt  in  einem 
Durchmesser  des  £j*eises  eine  Sehne  gezogen  und  jeder  ihrer  End- 
punkte mit  einem  der  Endpunkte  des  Durchmessers  verbunden  wird, 
so  schneiden  die  Verbindungslinien  in  der  Tangente  des  Kreises 
am  andern  Ende  des  Durchmessers  Segmente  ab,  deren  Rechteck 
constant  ist. 

Aufl.  Man  entwickelt  wie  in  Aufg.  5  die  Gleichung  der  Ge- 
raden ,  welche  den  Anfangspunkt  mit  den  Durchschnitten  des  Krei- 
ses x^  +  3/*  —  2rx  =  0  und  der  Sehne  y  s=  m{x  —  x)  verbin- 
den ,  die  durch  den  festen  Punkt  {x,  0)  gezogen  ist.  Man  findet 
aus  ihr  die  in  der  bezeichneten  Tangente  gebildeten  Abschnitte  durch 
die  Substitution  x  =  2r  als  die  zugehörigen  Werthe  von  y,  Ihr 
Product  wird  als  von  m  unabhängig  gefunden,  nämlich  gleich 

4^2 —  . 

X 

130.  Die  in  Art.  121  gewonnene  Form  der  Gleichung  der 
•  Polare  des  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kreis  beweist  für  die- 
sen leicht  die  Sätze  der  Art.  108,  etc.  Die  Bedingung  z.  B. 
unter  der  der  Punkt  x'  y'  in  der  Polare  von  x'y"  li^,  ist 
x'x*  -{-  y'y"  t=sr^^  zugleich  auch  die  Bedingung,  unter  wel- 
cher der  Punkt  x'y"  in  der  Polare  von  xy'  liegt. 
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Wenn  ein  Kreis  und  ein  Dreieck  ABC  gegeben  ist,  so 
bilden  die  Polaren  der  Ecken  Ay  B^C  desselben  in  Bezug  auf 
den  Kreis  ein  neues  Dreieck  Ä  B'  C\  welches  man  als  dem 
ersten  conjugirt  bezeiclmet;  in  demselben  sei  A'  der  Pol  von 
BC,  B'  der  Pol  von  CA,  und  C  der  Pol  von  AB.  In  dem 
besondem  Falle,  wo  die  Pole  von  Ay  B,  C  respective  die  Gegen- 
seiten BC,  CAy  AB  des  Dreiecks  selbst  sind^  bezeiclmet  man 
dasselbe  als  ein  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck.  Die  gera- 
den Linien  AA',  BB',CC',  welche  die  entsprechen- 
den Ecken  eines  Dreiecks  und  des  ihm  conjugirten 
Terbinden^  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  des  Punktes  x'y  mit 
dem  Durchschnitt  der  zwei  Linien 

xx"  +  yy"  —  r«  =  0  und  xx'  +  yy"  —  r^  «=  0 

ist  (Art.  40,  Aufg.  2) 

AA'       ipix"  +  y'y"  -  r')  {xx"  +  yy"  -  r')  — 
{?!x'  +  y'f  -  r^  (XX"  +  yy"-  r^)  =  0. 

In  derselben  Art  ergeben  sich  die  Gleichungen  von 

BB        {x"x'  +  y"y'  -  r^)  {xx"-  yy"  -  r')  - 

'{x"x"'+y"y"'-  r«)  {xx  +  yy    -  r')  =  0, 

CC        {a!"a!'+  y"f  -  r^)  {xt!  +  yy'  -  r*)  - 

{x"x  +  y"'y'  -  r*)  (xx'  +  yy"  -  r^)  =  0, 

und  nach  Art.41  müssen  diese  Linien  durch  denselben  Punkt  gehen . 

Das  Folgende  ist  ein  specieller  Fall  des  eben  bewiesenen 
Theorems:  Wenn  einKreis  einem  Dreieck  eingeschrie- 
ben ist  und  jedeEcke  des  Dreiecks  mit  dem  Berüh- 
rungspunkte des  Kreises  mit  der  Gegenseite  ver-' 
bunden  wird,  so  schneiden  sich  die  drei  Verbin- 
dungslinien in  einem  Punkte.     ^ 

Der  eben  gegebene  Beweis  behält  seine  Geltung  auch  für 
die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades.  Wenn  wir  abkür- 
zend durch  Pj  =  0  die  Gleichung  der  Polare  von  xy\  also 
^11^'^+  etc-  *=  0,  und  ebenso  durch  P^  ==  0,  P3  =  0  die 
Gleichungen  der  Polaren  von  x"y",  x'"y"'  bezeichnen,  und 
wenn  wir  [1 ,  2]  für  das  Resultat  der  Substitution  der  Coordi- 
naten  x'^yf'  in  die  Polare  von  x'y'  oder  a^^xx*'  -|-  etc.,  etc. 
schreiben,  so  erhalten  wir  für  die  Gleichungen  von  AA',  BB'y 
CC  respective 
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[1,3]P,=3[1,2]P3,  [1,2]P3  =  [2,3]P„  [2,3]P,  =  ri,3]P„ 

d.  h.  die  Gleichungen  von  drei  geraden  Linien,  die  sich  in 
einem  Punkte  schneiden.  Nach  Art.  60,  Aufg.  3  folgt  dar- 
aus, dass  diä  Durchschnittspunkte  der  entsprechenden  Seiten 
eines  Dreiecks  und  des  ihm  conjugirten  in  einer  geraden  Linie 
liegen.  Centrum  und  Axe  dieser  Perspective  sind  nach  Art.  108 
Pol  und  Polare  für  den  betrachteten  Kegelschnitt.  Das  Doppel- 
verhältniss  derselben  (Art.  79,  Schluss)  ist  stets  gleich  der  nega- 
tiven Einheit. 

131.  Wenn  irgend  zwei  Punkte  A  und  B  und  ihre 
Polaren  mit  Bezug  auf  einen  Kreis  vom  Centrum  0 
gegeben  sind,  und  man  fällt  eine  Senkrechte  AP 
von^  auf  die  Polare  von  J?  und  eine  Senkrechte  BQ 
Yon  B  auf  die  Polare  von  -4,  so  ist  OA:AP=^OB:BQ. 

Die  Gleichung  der  Polare  von  A{xy)  ist  xx'+yy' — r'=«0, 
xxmdiBQy  die  Senkrechte  auf  diese  Linie  von  B{x"y"),  ist 

a?  g  +y  y  —r^ 

Also  finden  wir,  da  y(x'^  -f-  y^)  =  OA  ist, 

OA.B  Q  =  x'x"  +  y'y"  —  r'; 

und  aus  denselben  Gründen 

OB.  AP  =  xx'  +  y'y'  —  r\ 

Also  OA.BQ  =  OB.AP. 

132.  Bei  Aufgaben  über  den  Kreis  ist  es  oft  zweckmässig, 
anstatt  die  Lage  eines  Punktes  in  der  Curve  durch  seine 
zwei  Coordinaten  x'y'  zu  bestimmen,  diese  beiden  in  Func- 
tion einer  einzigen  unabhängigen  Veränderlichen 
auszudrücken.  Wenn  V  der  Winkel  ist ,  welchen  der  Radius 
nach  x'y  mit  der  Axe  der  x  macht,  so  wird  für  den  Mittel- 
punkt als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  x^^r  cos  ff,  y^^r  sin  9', 
und  indem  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  substituirt,  wer- 
den sie  im  Allgemeinen  vereinfacht.  Die  Gleichung  der  Tan- 
gente im  Punkte  xy  wird  durch  diese  Substitution 

X  cos  ö'  -j-  y  sin  ö'  e=  r; 

und  die  Gleichung  der  x'y'  mit  x'y"  verbindenden  Sehne,  welche 
nach  Art.  120  ist  x^x-^x")  -f  y{y'+y")  =  r'^-\^xx'-\'  y'y", 
durch  eine  gleiche  Substitution 

X  cos  ^{ff  +  r)  +  y  sin  \{ff  +  ö")  =  r  cos  \{ff  —  T), 
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wo  ^  und  ö"  die  Winkel  sind ,  welche  die  nach  den  Enden  der 
Sehne  gezogenen  Radien  mit  der  Axe  der  x  bilden. 

Diese  Gleichung  würden  wir  auch  direct  aus  der  allgemei- 
nen Gleichung  der  geraden  Linie  x  cos  a  +  y  sin  a  =  |)  er- 
halten haben;  denn  der  Winkel,  den  die  Senkrechte  zur  Sehne 
mit  der  Axe  der  x  bildet,  ist  offenbar  die  halbe  Summe  der 
Winkel,  die  yon  den  Radien  nach  ihren  Enden  mit  der  Axe 
der  X  gebildet  werden-,  und  die  Senkrechte  zur  Sehne  ist 

=  rcosi{ö'  — ö"). 

Aufg,  1.  Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  Tan- 
genten in  zwei  gegebenen  Punkten  des  Kreises  zu  finden. 

Die  Tangenten  sind  x  cos  ö'  +  y  sin  6»' = r,  x  cos  Ö"  +  y  sin  6" = r 
und  daher  die  Coordinaten  ihres  Durchschnittspunktes 

008  ^(^^-f  r)       ^^  _  ^  Bin^(g'+n 

^  ~  ^  008  i(d'  -T^'        2^  ~  '^  008  \{fi  -  O  ' 

Aufg.  2.  Den  Ort  des  Durchschnitts  der  Tangenten  an  den 
Enden  einer  Sehne  von  constanter  Länge  zu  finden. 

Indem  wir  die  Substitution  dieses  Art.  in  die  Gleichung 

(x  —  x'y-  -f-  {y  —  y'Y  =  const 

maehen,  reducirt  sie  sich  zu 

cos  (9'  —  Ö")  =  const. ,  oder  (ö'  — ;  ö")  =  const. 

Wenn  die  gegebene  Länge  der  Sehne  ==  2r  sin  ^  war,  so  ist 
^  —  ö"  =  2  d.  Die  in  dem  letzten  Beispiel  gefundenen  Coordina- 
ten erftlUen  die  Bedingung  (a;^  +  y^)  cos^d  =r^. 

Aufg,  3.  Welches  ist  der  Ort  eines  Punktes ,  in  welchem  eine 
Sehne  von  gegebener  Länge  in  einem  bestimmten  Verhältniss  ge- 
schnitten wird? 

Indem  man  nach  Art.  7  die  Coordinaten  des  Punktes  schreibt, 
wo  die  Sehne  in  gegebenem  Verhältniss  getheilt  ist,  findet  man, 
dass  sie  der  Bedingung  a;'  +  ^^  ==*  const.  genügen. 

Aufg,  3.  Die  Diagonalen  zwischen  den  Gegenecken  eines  dem 
Kreis  umgeschriebenen  Sechsecks  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Die  von  den  Radien  nach  den  Berührungspunkten  mit  der  Axe 
der  X  gebildeten  Winkel  seien  2cir,  2/3,  ^y^  2d,  2e,  2^;  dann  ist 
die  Gleichung  der  Verbindungslinie  des  Durchschnittspunktes  der 
Tangenten  in  2a,  2/3  mit  dem  der  Tangenten  in  2d,  2£ 

iin(J_^j  V  cos  (or  +  d)  +  y  sin  (a  +  d)  —  r  cos  («  —  d)] 

+  Bin(p,,)  V  cos  (/5  +  e)  +  y  sin  (/3  +  e)  -  r  cos  (/3  -  i)\  =  0, 

welche,  mit  den  andern  zwei  Gleichungen  derselben  Form  zusam- 
menaddirt,  die  Summe  Null  giebt. 

S«lmon -Fi edler,  anal.  Geom.  d.  Kcgeliohn.    4.  Aufl.  12 
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133.  Wir  haben  gesehen^  dass  die  Tangente  eines  Kreises 
^^  +  y^=^^  eine  Gleichung  von  der  Form  a;cosö4-ysinO=r 
hat,  und  erkennen  ganz  ebenso ,  dass  die  Gleichung  der  Tan- 
gente zu  {x  —  ay  +  (y  —  ßf  =  t'^  geschrieben  werden  kann 
{x — a)cosö  +  (y  —  /3)sinÖ  =  r;  wenn  daher  umgekehrt 
die  Gleichung  einer  geraden  Linie  eineUnbestimmte 
ö  in  der  Form  (a;  —  a)  cos  9  -f-  (y  —  ß)  sin  ö  =  r  enthält| 
so  berührt  sie  den  Kreis  (a?  — a)*  +  (y — ßy  =  r\ 

Aufg,  1.  Wenn  eine  Sehne  von  constanter  Länge  in  einen  Kreis 
eingeschrieben  wird^  so  berührt  sie  stets  einen  zweiten  Kreis.  Denn 
in  der  Gleichung  der  Sehne 

X  cos  ^(0-  +  r)  +  y  sin  ^(y  +  Ö")  =  r  cos  ^^  —  O 

(nach  dem  letzten  Art.)  ist  ö'  —  Ö"  bekannt  und  ö'-j-Ö"  unbestimmt; 
die  Sehne  berührt  daher  stets  den  Kreis  a?^  -f-  y^  =  r^  cos^  d. 

Aufg.  2.  Wenn  eine  Anzahl  von  Punkten  gegeben  ist  und 
eine  gerade  Linie  so  gelegt  wird,  dass  das  m' fache  des  Perpen- 
dikels auf  sie  vom  1.  Punkt  vermehrt  um  das  m'^  fache  des  Per- 
pendikels zu  ihr  vom  2.  Punkt  etc.  eine  constante  Summe  giebt, 
so  umhüllt  die  Linie  einen  festen  Kreis.  Dies  weicht  von  der  Auf- 
gabe 4  in  Art.  50  nur  darin  ab,  dass  die  Summe  constant  ist, 
anstatt  Null  zu  sein. 

Indem  wir  die  Bezeichnung  dieses  Artikels  annehmen ,  haben 
wir  statt  der  dort  gefundenen  Gleichung 

\xZ(m)  —  21{mx)]  cos  a  +  [y£{m)  —  £(my')\  sin  a  =  0 

nur  zu  schreiben: 

[xZ(m) —  Zimx')^  cos  a  +  [y21(m)  —  Z{my')\  sin  a  =  const 

Also  berührt  die  gerade  Linie  stets  den  Kreis 

dessen  Centrum  das  Centrum  der  mittleren  Entfernungen  der  ge- 
gebenen Punkte  ist. 

134.  Wir  schliessen  dem  Vorigen  einige  Beispiele  von 
dem  Gebrauch  der  Polar-Coordinaten  an. 

Aufg.  1 .  Wenn  man  durch  einen  festen  Punkt  eine  Sehne  im 
Kreise  zieht ,  so  ist  das  Rechteck  aus  ihren  Segmenten  von  con- 
stantem  Inhalt.     (Euklid.  III,  35.  36.) 

Nehmen  wir  den  festen  Punkt  zum  Pol ,  so  ist  die  Polarglei- 
cbung  (Art.  127)  q^  —  2^d  cos  Ö  +  d^  —  r^  -=  Qj  offenbar  sind 
OPy  0P\  d.  h.  die  Werthe  der  Radien  vectoren,  die  einem  ge- 
gebenen Werth  von  ö  oder  POC  entsprechen,  die  Wurzeln  dieser 
Gleichung.     Nun  ist  nach  der  Theorie  der  Gleichungen  OP.OP\ 
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das  Prodact  dieser  Wurzeln,  «s  ^  —  r\  eine  von  9  unabhSngige 
GrSsse  nnd  daher  constant,  welches  immer  die  Richtung  sei,  in 
'welcher  die  Linie  OP  gezogen  ist.  Wenn  der  Punkt  0  ausserhalb 
des  Kreises  Iftge,  so  ist  cP  —  r^  das  Quadrat  über  der  LSnge  der 
Tangenten. 

Äufg.  2.  Wenn  durch  einen  festen  Punkt  0  eine  Sehne  in 
einem*  Kreise  gezogen,  und  OQ  als  das  arithmetische  Mittel  zwi- 
schen den  Segmenten  OP,  OP'  genommen  wird,  den  Ort  yon  Q 
li  finden. 

Wir  haben  0P-\-  OP'  oder  die  Summe  der  Wurzeln  der  qua- 
dratischen Gleichung  im  letzten  Beispiel  Bs2dcos  ^;  aber 

OP-f  OP'  — 20C, 

daher  OQ  "=*  d  cos  $,  Also  ist  die 
Polargleichung  des  Ortes  Q'^dcoB$, 
Nun  erhellt  aus  derEndgleichung 
des  Art.  127,  dass  dies  die  Gleichung 
eines  über  der  Linie  0  C  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreises  ist. 

Die  Aufgabe  dieses  Beispiels 
hfttte  auch  so  ausgedrückt  werden 
können :  Den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen  im  Kreise  zu  fin- 
den, welche  durch  einen  festen  Punkt  gehen. 

Äufg.  3.  Man  soll  den  Ort  von  Q  finden,  wenn  die  Linie  OQ 
das  harmonische  Mittel  zwischen  OP  und  OP'  ist,  d.  h. 

^■"  OP  +  OP'' 

es  ist  OP.  OP'  =  cP  —  f^  und  0P+0P'=2d  cos.Ö  und  daher 
die  Polargleichung  des  Ortes 

cP  — f*      ,                .       cP-f» 
^=-J^8T  ^^'^'^  ^"^^^ d—' 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie ,  welche  in  der  Ent- 

femung  von  0  =  d  —  ^  und  daher  in  der  Entfernung  von  C^  *=  j 

zu  OC  senkrecht  ist.   Demnach  ist  der  Ort  die  Polare  des  Punk- 
tes 0.    (Art.  121.) 

Wir  können  in  derselben  Art  diese  und  ähnliche  Aufgaben 
Ulsen,  wenn  die  Gleichung  in  der  Form  gegeben  ist 

Än(«^  +  y')  +  2a,3a;  +  2033^  +  O33  —  0; 

denn  durch  Transformation  zu  Polar-Coordinaten  wird  diese  Gleichu  ng 

und  indem  wir  genau  wie  in  diesem  Beispiel  verfahren,  finden  wir 

iÄr  den  Ort  der  harmonischen  Mittel  g  = w-r^ —  --^it  und 

^        a,8C08Ö  +  a,,  sm  ^' 

12* 
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zu  rechtwinkligen  Coordinaten  zurückkehrend,  flisÄJ+öjay'f'^Ä»'*^^' 
die  früher  gefundene  Gleichung  der  Polare  des  Anfangspunktes. 

Aufg.  4.  Ein  Punkt  und  eine  gerade  Linie  oder  ein  Kreis  sind' 
gegeben,  und  der  Ort  von  Q  ist  zu  finden,  wenn  OQ  als  der  in- 
verse  Werth  von  OP^  dem  Radius  yector  der  Linie  oder  des  Krei- 
ses, genommen  wird. 

Aufg»  5.   Von  einem  Dreieck  ist  der  Scheitel,  der  Scheitel- 
^  inkel  und  das  Rechteck  unter  den  Seiten  gegeben ;  man  soll  den 
durch  die  eine  Basisecke  beschriebenen  Ort  bestimmen,  wenn  die 
andere  sich  in  einer  geraden  Linie  oder  einem  Kreise  bewegt. 

Wir  nehmen  den  Scheitel  zum  Pol ,  setzen  die  Längen  der  Sei- 
ten gleidi  Q  und  ^' ,  und  die  Winkel,  die  sie  mit  der  Axe  bilden, 

0  und  0';  alsdann  finden  wir,  indem  wir  für  ^,  -,  und  für  ö,  C-f-ö 

in  die  Gleichung  des  gegebenen  Ortes  einsetzen,  eine  Relation  zwi- 
schen q  und  $',  welche  die  Polargleichung  des  durch  die  andere 
Basisecke  beschriebenen  Ortes  ist.  Diese  Aufgabe  kann  in  dersel- 
ben Art  gelöst  werden ,  wenn  anstatt  ihres  Products  das  Verhält- 
niss  der  Seiten  gegeben  wSre. 

Aufg.  6.  Durch  einen  Durchschnittspunkt  zweier  Kreise  ist  eine 
gerade  Linie  gezogen ;  man  hat  den  Ort  für  den  Mittelpunkt  des 
zwischen  die  Kreise  gefassten  Stücks  derselben  zu  finden. 

Die  Gleichungen  der  Kreise  sind  von  der  Form  ^  =  2rcos  (0  —  a) 
und  ^  »B  2  r  cos  (^  —  er'} ,  und  die  Gleichung  des  Ortes  ist  alsdann 
^  =  r  cos  (ö  —  «)  +  ^'  cos  (ö  —  a) ;  sie  reprSsentirt  einen  Kreis. 

Aufg,  7.  Wenn  dui'ch  einen  beliebigen  Punkt  0  in  der  Peri- 
pherie eines  Kreises  drei  Sehnen  willkürlich  gezogen  werden  und 
über  jeder  als  Durchmesser  ein  Kreis  beschrieben  wird,  so  schnei- 
den sich  dieöe  drei  Kreise  in  drei  andern  Punkten ,  welche  in  einer 
geraden  Linie  liegen  ^^). 

Wenn  wir  den  festen  Punkt  zum  Pol  nehmen,  und  d  der  Durch- 
messer des  ursprünglichen  Kreises  ist,  so  ist  seine  Gleichung  (Art.  127) 
^  a*  ()  cos  9. 

Wenn  der  Durchmesser  eines  der  andern  Kreise  mit  der  festen 
Axe  einen  Winkel  a  bildet,  so  ist  seine  LSnge  =  d  cos  a  und  die 
Gleichung  des  Kreises  ^  «=»  d  cos  or  cos  (9  —  er) ;  die  Gleichung  des 
dritten  Kreises  ist  endlich  ebenso  q  =  d  co^  ß  cos  (9  —  ß). 

Um  die  Polar-  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  dieser  zwei 
Kreise  zu  finden^  suchen  wir  den  Werth  Ton  9,  welcher 

cos  «  cos  (0  —  o)  =  cos  /?  cos  (0  —  ß) 

macht,  und  finden  leicht  9  =  a  -f-  ^  ^ui<i  ^'^^  entsprechenden  Werth 
von  ^  «B  d  cos  er  cos  ß. 

Ebenso  sind  die  Polar- Coordinaten  des  Durchschnitts  vom  ersten 
und  dritten  Kreise  9  =s  o  -|-  }^  und  ^  ^=  d  cos  a  cos  y. 

Vva  nun  die  Polargleichung  der  diese  beiden  Punkt«  verbinden- 
den Linie  zu  finden,  setzen  wir  in  die  allgemeine  Gleichung  der 
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geraden  Linie  ^cos(ä; — 0)=»p  (Art.  44)  nach  einander  diese  Werthe 
Ton  0  und  q\  aus  den  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  p 
und  h  ergiebt  sich 

p=dcosa  cos/5  cos  [k — (a  +  j^)]  =  e2cosff  cos/  cos  [k  —  (a+y)]. 

Also  fc  =  a  -|-  /5  -f-  y  ^^^  p  =  d  cos  a  cos  ß  cos  y. 
Die  Symmetrie  dieser  Werthe  zeigt,  dass  es  dieselbe  gerade 
Linie  ist,  welche  die  Durchschnitte  des  ersten  und  zweiten  und  des 
zweiten  und  dritten  Kreises  verbindet,  dass  daher  die  drei  Punkte 
in  der  geraden  Linie  liegen. 

Äufy,  8.    Ein  Bhombus  MNOP  von  gegebener  Seite  s  aber 
Teränderlichen  Winkeln  bewegt  sich  so,  dass  die  Ecken  M  und 

0  auf  einem  festen  Kreise  vom  Mit- 
telpunkte Cund  Radius  r  bleiben,  wäh- 
rend die  Ecke  N  einen  andern  festen 
Kreis  vom  Mittelpunkt  Cy  in  der  Di- 
stanz CCy  =  d  und  vom  Badius  r^ 
durchläuft ;  man  bestimme  den  Ort  der 
vierten  Ecke  P. 

Wenn  wir  den  Mittelpunkt  C  zum 
Pol  und  die  Centrale  CC^  zur  Axe  von 
Polarcoordinaten  nehmen,  so  dass  CP^=  q  und  L  Cy  CP^=  L  CyCN==^  ö 
ist,  so  haben  wir  für  L  als  Mittelpunkt  des  Rhombus 

CN^CL  —  NL,  CF^CL+NL  oder  CN.CP='CL^ -WZ^ 

und  somit  für  ö  als  den  veränderlichen  Sehwinkel  von  s  aus  C 

CN.CP  =  r^  coV  <r  —  5^  +  r^  sin^  cy  =  r^  —  5^; 


auch  ist  CN  =  d  cos  0  -\-  j/r,-'  —  d^  sin^  0  und  somit 
{d  cos  0  +  /r,2  —  d^  sin^  o}  q  =  r^  —  s^ 
oder  nach  leichter  Umformung 

Der  Ort  ist  also  nach  Art.  127  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in 

,  d  (r^ s*) 

der  Centrale  im  Abstand  —jy—'  \     ^0™  ^^^  liegt.    Derselbe  geht 

mit  d=ir*  oder  für  C  als  auf  der  Peripherie  von  C, ,  r^  in  eine 

f*  —  «* 
Gerade  über,  die  zu  CC,  senkrecht  steht  im  Abstände     ,,      .  Dies 

ist  die  Peaucellier'sche  Geradftthrung  *®). 


Neuntes  Kapitel. 

Eigenschaften  eines  Systems  von  zwei  oder 

mehreren  Kreisen. 


135.  Die  Gleichung  der  gemein  schaftlichen  Seh  ue 
zweier  Kreise  zu  finden. 

Wenn  iS  =  0,  iS'  =  0  die  Gleichungen  zweier  Kreise  sind, 
so  ist  nach  Art  40  jede  Gleichung  von  der  Form  8  —  kS'  =  0 
die  Gleichung  einer  durch  ihre  Durchschnittspunkte  gehenden 
Linie.  Schreiben  wir  die  Gleichungen 

S=(x  —  ay  +  {y--  ßY  —  r'  =  0, 

S'=(x-ay  +  (y  -/J')'-r2  =  0, 

so  ist  offenbar,  dass  die  Gleichung  8  —  kS'  «=  0  im  Allge- 
meinen einen  Kreis  darstellt,  weil  der  CoeMcient  von  xy  Null 
und  der  Coefficient  von  x"^  dem  von  y^  gleich  ist.  In  einem 
Falle,  nämlich  für  k  =  1,  stellt  sie  aber  eine  gerade  Linie  dar; 
die  Glieder  vom  zweiten  Grade  verschwinden  dann  und  die 
Gleichung  wird 

Diese  ist  daher  die  Gleichung  der  durch  die  Durchschnitts- 
punkte der  beiden  Kreise  gehenden  geraden  Linie. 

136.  Die  Durchschnittspunkte  der  zwei  Kreise  werden  ge- 
funden, indem  man,  wie  in  Art.  118,  die  Punkte  sucht,  in 
welchen,  die  Linie  8  —  8'  =^  0  einen  der  gegebenen  Kreise 
schneidet.  Diese  Punkte  sind  reelle,  zusammenfallende  oder 
imaginäre  Punkte,  je  nach  der  Natur  der  Wurzeln  der  resul- 
tirenden  Gleichung;  aber  es  ist  bemerkenswerth,  dass,  gleich- 
viel ob  die  Kreise  sich  in  reellen  oder  imaginären  Punkten 
schneiden,  die  Gleichung  der  Durchschnittssehne  8  —  5'  =  0 
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immer  eine  reelle  gerade  Linie  repräsentirt^  welche  in  Bezug 
auf  beide  Kreise  wichtige  geometrische  Eigenschaften  besitzt. 
Dies  ist  in  Uebereinstimmung  mit  unserer  früheren  Anmerkung, 
dass  die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  ihre  Existenz,  und 
ihre  Eigenschaften  bewahren  kann^  wenn  auch  diese  Punkte 
imaginär  geworden  sind.  Um  das  Unangemessene  zu  vermei- 
den; welches  die  Benennung  dieser  Linie  S  —  S'=0  sla  Durch- 
schnittssehne dann  hat,  wenn  die  Kreise  sich  geometrisch 
nicht  zu  schneiden  scheinen ,  ist  sie  die  Badical-Axe  bei- 
der Kreise  genannt  worden;  auch  die  Benennung  Chordale 
ist  für  dieselbe  angewendet  worden.  ^^) 

137.  Wir  sahen  (Art.  122),  dass  die  Substitution  der  Co- 
ordinaten  eines  beliebigen  Punktes  xy  in  die  Gleichung  des 
Kreises  das  Quadrat  der  Tangente  liefert,  die  man  von  ihm 
aus  an  den  Kreis  ziehen  kann.  Demnach  sagt  die  Gleichung 
S  —  S'  =  0  aus,  dassdievon  einem  beliebigen  Punkte 
der  Radical-Axe  an  beide  Kreise  gezogenen  Tan- 
genten gleichlang  sind. 

Die  Linie  S  —  S'  =  0  besitzt  diese  Eigenschaft,  gleich- 
viel ob  sie  den  Kreis  in  reellen  Punkten  schneidet  oder  nicht. 

Wenn  die  Kreise  sich  nicht  in  reellen  Punkten  schneiden, 
so  ist  die  Lage  der  Radical-Axe  geometrisch  bestimmt,  indem 
sie  die  Verbindungslinie  ihrer  Centra  so  schneidet,  dass  die 
Differenz  der  Quadrate  ihrer  Theile  gleich  der  Diflferenz  der 
Quadrate  der  Halbmesser  ist,  und  in  diesem  Theilpunkte  sich 
senkrecht  erhebt;  dies  ist  offenbar^  weil  auch  die  Tangenten 
Ton  diesem  Punkte  aus  einander  gleich  sein  müssen. 

Wenn  verlangt  wäre,  den  Ort  eines  Punktes  zu  finden, 
für  welchen  die  von  ihm  zu  zwei  Kreisen  gezogenen  Tangen- 
ien  in  constantem  Verhältniss  stehen,  so  erhellt  aus  Art. 
122,  dass  die  Gleichung  des  Ortes  sein  muss  S  —  ifc'iS'  =  0; 
dieselbe  reprasentirt  aber  nach  Art.  135  einen  durch  die 
reellen  oder  imaginären  Durchschnittspunkte  von 
S  und  S'  gehenden  Kreis.  Wenn  die  Kreise  S  und  Ä' 
sich  nicht  in  reellen  Punkten  durchschneiden,  so  können  wir 
die  Relation,  welche  sie  mit  dem  Kreise  S  —  h'^  S*  verbindet, 
ausdrücken,  indem  wir  sagen,  dass  die  drei  Kreise  eine 
gemeinschaftliche  Radical-Axe  haben. 

Aufg,   Man  bestimme  die  Coordinaten  des  Centrums  für  den 
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Kreis  S  —  1c'  S'  =  0.  Man  findefc  -^^ ,  ^f=nf''  ^-  ^'  ^*^" 
selbe  theilt  die  Verbindungslinie  der  gegebenen  Centra  Susserlicb 
nach  dem  Yerbältniss  1  :  1c^, 

138.  Wenn  drei  Kreise  gegtben  sind,  und  wir 
nehmen  für  jedes  Paar  derselben  die  Radical-Axe, 
so  schneiden  sich  diese  drei  Linien  in  einem  Punkt. 
Derselbe  wird  das  ßadical-Centrum  der  drei  Kreise 
genannt.   (Der  Chordalpunkt  nach  Plücker.) 

Denn  die  Gleichungen  der  drei  Badical-Äxen  sind 

S— S'  =  0,  S'  — S"  =  0,  S"  -  5  =  0, 

welche  Linien  sich  nach  Art.  40  iu  einem  Punkt  schneiden. 
Aus  diesem  Theorem  geht  unmittelbar  das  Folgende  hervor: 

Wenn  verschiedene  Kreise  durch  dieselben  zwei 
festen  Punkte  gehen,  so  geht  ihre  Durchschnitts- 
sehne mit  einem  festen  Kreis  durch  einen  festen 
Punkt. 

Denn  denken  wir  irgend  einen  der  Kreise^  die  durch  die 
zwei  gegebenen  Punkt-e  geben,  als  fest,  so  ist  seine  Durch- 
schnittssehne mit  dem  gegebenen  Kreise  unveränderlich  und 
seine  Durchschnittssehne  mit  irgend  einem  andern  durch  die 
gegebenen  Punkte  gehenden  Kreise  die  diese  Punkte  verbin- 
dende gerade  Linie.  Diese  zwei  geraden  Linien  bestimmen  in 
ihrem  Durchschnitt  einen  Punkt,  durch  welchen  die  Durch- 
schnittssebne  des  veränderlichen  Kreises  mit  dem  gegebenen 
Kreise  gehen  muss. 

Äufg,  1.   Finde  die  Badical-Axe  von 
x^  +  y^^Ax  —  by+ 7  =  0  und  a;«  +  j/^ +  6a;  + 8y  —  9  =  0. 
Äufl,    lOaj  +  133^  =  16. 
Äufg.  2.   Finde  das  Radical- Centrum  von 

Aufl.   (-3^,.  -  f^-). 

139.  Kreise,  die  eine  gemeinschaftliche  Radical- Axe  be- 
sitzen, haben  mEuiche  merkwürdige  Eigenschaften;  dieselben 
können  leichter  untersucht  werden,  indem  man  die  Badical- 
Axe  zur  Axe  der  y  und  die  Verbindungslinie  der  Centra  zur 
Axe  der  x  nimmt.  Dann  ist  die  Gleichung  eines  beliebigen 
Krßises  aus  dem  System  x^  •{-  y^  —  21cx  +  d^  =  0]  S  bleibt 
für  alle  Kreise  des  Systems  constant,  und  die  Gleichungen  der 
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verschiedenen  Kreise  desselben  werden  erhalten ,  indem  man 
dem  k  verscliiedene  Werthe  giebt.  Denn  offenbar  liegt  das 
Centnim  in  der  Axe  der  x  (Art.  116)  in  der  veränderlichen 
Entfemung  Je  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten ;  und  wenn 
wir  den  Werth  o;  =  0  in  die  Gleichung  substituiren,  so  zeigt 
sich,  dass  för  alle  Werthe  von  k  der  Kreis  durch  die  festen 
Punkte  y^  +  8^  =  0  in  der  Axe  y  hindurchgeht ;  sie  sind  ima- 
ginär, wenn  d^  das  Zeichen  -{-,  und  reell,  wenn  diese  Grosse 
das  Zeichen  —  besitzt 

140.  Wenn  verschiedene  Kreise  eine  gemeinschaft- 
liche Radical-Axe  haben^  so  geht  die  Polare  eines 
gegebenen  Punktes  in  Bezug  auf  irgend  einen  von 
ihnen  auch  durch  einen  festen  Punkt. 

Die  Gleichung  der  Polare  von  xy  in  Bezug  auf 

x^  +  y^'-2kx  +  d^  =  0 

ist  (Art  121)  xx'  +  yy  —  A;  (a;  +  a;')  +  *^  =  0;  diese  Linie 
muss,  weil  ihre  Gleichung  die  Unbestimmte  k  im  ersten  Grade 
enthalt,  immer  durch  den  Durchschnitt  von 

xx'  +  yy'  +  **  =  0  und  x  •]-  x'  =  0  gehen. 

141.  Es  können  immer  zwei  Punkte  so  gefunden 
werden,  dass  ihre  Polaren  in  Bezug  auf  irgend  einen 
der  Kr  eise  nicht  allein  durch  einen^  festen  Punkt 
gehen,  sondern  ganz  fest  sind. 

Das  wird  dann  stattfinden  ^  wenn 

xx'  +  yy  -f-  *^  =  0  und  x  -\-  x  =^0 

dieselbe  gerade  Linie  darstellen;  denn  diese  gerade  Linie 
ist  dann  die  Polare,  welches  auch  der  Werth  von  k  sei.  Aber 
diese  Identität  tritt  ein,  wenn  y'  =  0  und  x^  =  d'  oder 

a;'  =  +  Ä    ist. 

Die  zwei  Punkte,  deren  Coordinaten  wir  eben  gefunden 
haben,  besitzen  manche  merkwürdige  Eigenschaften  in  der 
Theorie  dieser  Kreise;  sie  liegen  so,  dass  die  Polare  des  einen 
Ton  ihnen  in  Bezug  auf  irgend  einen  der  'Kreise  eine  durch 
den  andern  gehende  Senkrechte  zur  üentrallinie  ist.  Diese 
Punkte  sind  reell,  wenn  die  Kreise  des  Systems  zwei  imaginäre 
Punkte  gemein  haben,  und  imaginär,  wenn  sie  sich  in  reellen 
Punkten  durchschneiden.  Man  kann  die  Gleichung  des  Kreises 
in  der  Form  y'  +  (a:  —  ky  =  k^  —  d^  schreiben  und  erkennt 
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daraus,  dass  für  die  Werthe  von  k^  welche  der  Bedingung 
Jfc2  <;  ^2  genügen,  der  Kreis  imaginär  wird ;  f ür  &*  »=  8^  reprSr 
sentirt  die  Gleichung. einen  Kreis  von  unendlich  kleinem  Radius, 
dessen  üentrum  die  Coordinaten  y  =*  0,  a:  =  +  ^  hat.  Dem- 
nach können  die  eben  gefundenen  Punkte  selbst  als  Kreise 
des  Systems  betrachtet  werden,  und  in  diesem  Sinne  sind  sie 
von  Poncelet  als  die  Grenzpunkte  des  Systems  der 
Kreise  bezeichnet  worden ^^). 

142.  Wenn  wir  von  irgend  einem  Punkte  derRa- 
dical-Aze  Tangenten  an  alle  diese  Kreise  ziehen, 
so  ist  der  Ort  der  Berührungspunkte  nothwendig 
ein  Kreis,  weil  wir  bewiesen  haben  (Art.  137),  dass 
alle  diese  Tangenten  gleich  lang  sind.  Auch  muss 
dieser  Kreis  alleKreise  des  gegebenen  Systems 
unter  rechten  Winkeln  schneiden,  weil  seine  Radien 
Tangenten  derselben  sind.  Die  Gleichung  dieses  Kreises 
kann  leicht  gefunden  werden. 

Das  Quadrat  der  Tangente  von  irgend  einem  Punkte  a;=0, 
y  =  A  an  den  Kreis  rc^  +  y^  —  2Äa:  -f-  ^^  =  0,  welches  ge- 
funden wird,  indem  man  die  Coordinaten  desselben  in  diese 
Gleichung  einsetzt,  ist  A^  -|~  ^^  ^^^  ^^^  Kreis,  dessen  Centrum 
der  Punkt  a;  =  Ö,  y  =  Ä  und  dessen  Radius-Quadrat  =  A^  -f  *^ 
ist,  hat  die  Gleichung  o;^  +  (y  —  ä)'  =  ä'  +  **  oder 

x'^  +  y^  —  2Äy  =  *2. 

Also,  wie  auch  der  in  der  Radical-Axe  genommene  Punkt 
liege  (oder  welches  immer  der  Werth  von  h  sein  mag),  immer 
geht  dieser  Kreis  durch  den  festen  Punkt  y  =  0,  a;  =  +  d, 
den  wir  im  letzten  Artikel  gefunden  haben. 

Und  wir  erkennen,  dass  alleKreise,  welche  das  ge- 
gebene System  unter  rechten  Winkeln  schneiden, 
durch  die  Grenzpunkte  des  Systems  gehen^^). 

Aufg.  1.   Man  bilde  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Kreise 
«^  +  ^^  +  2a,3X  +  2023^  +  %3  =  0 

und  a;^  +  y^  +  2a  ,3a;  +  2a  ^3^  +  a'33  =  0 

sich  rechtwinklig  durchschneiden. 

Indem  wir  ausdrücken,  dass  das  Quadrat  der  Centraldistaiiz 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Radien  ist,  erhalten  wir 

oder  2a,8a'^3  +  2a23a'23  =  033  +  a'33. 
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Aufg.  2.  Man  bestimme  den  Orthogonalkreis  zu  drei  Kreisen.^^) 
Mim  hat  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Grössen  ajß,  0^3, 033 

drei  lineare  Gleichungen  und  löst  das  Problem  also  wie  in  Art.  126. 

Die  Gleichung  des  Orthogonalkreises  ist 


3P'  +  y\      ^ 


a  q«  •  —  a 


33 


»  ^J3 


*t 


^  33   I  ^   13  > 


»ri 


33  9 


13 

ö  23 

a  I«.  —  a 


13» 


23» 


1 
1 
1 
1 


0. 


=  0, 


Durch  eine  einfache  Umformung  bildet  man  aus  ihr 

j^^  +  y^  +  ^013^  +  ?023y  »  »  +  «18 1  y  +  «m 

^*  +  y^  +  2a"|3a;  +  2a"j3y ,  x  +  a\^  ,  y  +  a"23 
^  +  y^  +  2a",3X+  2  a  "23^1  ^  +  «"13»  ^  +  «"23 

was  eine  Flftchenrelation  für  seine  Paukte  ausdrückt.  (Vergl.  Art. 
122,  126.)  Es  ergiebt  sich  aus  dem  Text,  dass  sein  Mittelpunkt 
das  Hadicalcentrum  der  drei  Kreise  und  sein  Halbmesser  die  Länge 
der  von  diesem  ausgehenden  Tangenten  derselben  ist. 

Äufg,  3.  Man  bestimme  den  zu  den  drei  Kreisen  der  Aufg.  2 
des  Art.  138  orthogonalen  Kreis. 

Aufl.  (x  +  tV)»  +  (y  +  ny  «  VsV . 

Äufg.  4.  Wenn  ein  Kreis  S  drei  andere  Kreise  S\  8'\  jS"' 
orthogonal  schneidet,  so  schneidet  er  alle  die  Kreise  des  Systems 

hS'  +  IS''  +  mS'"  =  0    orthogonal. 

Denn  in  der  entsprechenden  Bedingung 

2a,3 (*a ,3  +  ?a",3  +  ma'\^)  +  20,3  (Äa 33  +  la\^  +  ma'\^)  = 

(k  +  l  +  m)  «33  -f  (Äa33  +  la"^  +  ma"33) 

verschwinden  nach  der  Voraussetzung  die  Goefficienten  der  ä;,  2,  m 
einzehi. 

Ebenso  ist  ein  Kreis  5,  der  zu  S'  und  S"  orthogonal  ist, 
auch  orthogonal  zu  jedem  Kreis  kS'  -f-  IS". 

Aufg.  5.  Alle  Kreise^  welche  zwei  gegebene  S\  S"  orthogonal 
schneiden,  haben  eine  gemeinsame  Badicalaxe.  Man  beweist  dies 
auch  so: 

Die  Bedingungen 


2  «13  «13 

2at3ö"i3 


+  2  023023    =  «33  +  «'33 
+  2  «23  «'23  =«33  +  »"33 

erlaaben  a^^  und  023  linear  in  033  auszudrücken.  Die  Einführung  der 
gefundenen  Werthe  in  a:*  -f"  y'  +  20,32;  +  2a2zy  +  Ö33  =*  0  giebt 
eine  in  der  unbestimmten  Grösse  «33  lineare  Gleichung,  die  also 
nach  Art.  135  ein  System  mit  gemeinschaftlicher  Badicalaxe  be- 
zeichnet 

Aufg.  6.  Wenn  zwei  Kreise  zu  einander  orthogonal  sind,  so 
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ist  ihre  Badicalaxe  die  gemeinsame  Polare  ihrer  Centra  in  Bezug 
auf  den  andern  Kreis  —  ein  anderer  Ausdruck  der  vorigen  Be- 
dingung der  Orthogonalität. 

Äufg.  7.  Wenn  AB  em  Durchmesser  eines  Kreises  ist,  so 
geht  die  Polare  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  irgend  einen  der 
Kreise,  welche  diesem  Kreis  orthogonal  sind,  durch  den  Punkt  B. 

Aufg,  8.  Nach  dem  vorigen  Satze  ist  der  Orthogenalkreis  zu 
drei  Kreisen  auch  der  Ort  der  Punkte,  deren  Polaren  in  Bezug 
ajif  jene  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  nämlich  im  andern  End- 
punkt des  bezüglichen  Durchmessers.  Als  solcher  Ort  hat  er  die 
Gleichung 

«13    ^  +  «'23  ^  +  «33»^  +  *13    »   y  +  ^'23 


«13^  +  0^23^+^33»    ^  +  Ö^t3,y  +  a23 
O    13*  +  «    J3y+«    33'   *  +  «    13»  y  +  <»    23 


=  0, 


welche  nur  eine  Umformung  der  Determinante  in  Aufg.  2  ist. 

Aufg.  9.  Man  beweise  den  Satz:  Das  Quadrat  der  Tangente 
von  einem  Punkte  eines  Kreises  zu  einem  andern  ist  in  einem  con- 
stauten  Verhältniss  zu  der  Senkrechten  von  dem  Punkte  auf  ihre 
Badical-Axe. 

Aufg.  10.  Den  Winkel  (cf)  zu  finden ;  unter  welchem  zwei 
Kreise  sich  schneiden.  Bezeichnen  wir  die  Radien  der  Kreise  durch 
R  und  r,  und  durch  D  die  Entfernung  ihrer  Centra,  so  ist 

2)2  =  ^2  +  r2  —  2Br  cos  a, 

weil  der  Winkel;  unter  welchem  die  Kreise  sich  schneiden,  gleich 
dem  von  ihren  Radien  im  Durchschnittspunkt  gebildeten  Winkel  ist. 

Wenn  8  ^=0  die  Gleichung  des  Kreises  vom  Radius  r  ist, 
so  müssen  die  Mittelpunktscoordinaten  des  andern  Kreises  die  Be- 
dingung erfüllen  i?^  —  2jRr  cos  a  =  Ä  (Art.  122),  weil  D'  —  r* 
das  Quadrat  der  aus  dem  Centrum  des  andern  Kreises  an  8  gehen- 
den Tangente  ist. 

Aufg.  11.  Wenn  ein  beweglicher  Kreis  zwei  feste  Kreise  S^  8' 
unter  constanten  Winkeln  a,  ß  schneidet,  so  können  wir  den  Winkel 
bestimmen,  unter  welchem  er  irgend  einen  Kreis  des  Systems 
h8  +  18'  schneidet.  Denn  wir  haben 

2P  —  2Br  coBa  =  8  und  B^  —  2Br  cos  /5  =  8'. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber 

»2        o  7?  **"  coB  a  -f- 1^*  coB  ß kS  +  IS 

was  genau  die  Bedingung  ist,  unter  welcher  der  bewegliche  Kreis 
mit  dem  Kreis  k8  -{-  18'  den  constanten  Winkel  y  bildet,  für  wel- 
chen (k  +  l)r"  cos  y  =  Ar  cos  «  +  ir  cos  /5  ist,  sobald  durch  r" 
der  Radius  des  Kreises  k8  -i-  18'  bezeichnet  wird. 

Aufg.  12.  Ein  Kreis,  welcher  zwei  feste  Kreise  unter  con- 
stanten Winkeln  schneidet,  berührt  auch  zwei  feste. Kreise. 
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Denn  wir  können  das  Verhältniss  k  :  l  so  bestimmen,  dass 
7  =  0  oder  cos  y  =  1  ist.  Schreiben  wir  8  und  S'  in  entwickelter 
Form  und  berechnen  den  Radius  r"  von  kS  -^  IS\  so  ergiebt  sich 
(Jt  +  T)^  r"2  =  (Ä;  +1)  {kr^  +  Ir^)  —  kW^  für  D  als  Central- 
üistanz  von  S  und  S'',  und  indem  wir  den  daraas  für  r"  abge- 
leiteten  Werth  in  die  Gleichung  der  letzten  Aufgabe  einsetzen,  er- 
giebt sich  zur  Bestimmung  von  k  :  l  eine  quadratische  Gleichung. 

143.  Eine  gemeinsame  Tangente  zweier  Kreise 
ZQ  construiren. 

Wir  repräsentiren  die  beiden  Kreise  durch  die  Gleichungen 
{x  —  a)2  +  (y  —  ßy  =  ^^}  ^iid  symbolisch  durch  S, 
(a:  _  a')2  +  (y  —  ß'y  =  /«  oder  S\ 

Aus  Art.  120  ist  bekannt,  dass  die  Gleichung  einer  Tan- 
gente zu  S  die  Form  hat  (x  —  a)  {x — «)  +  (y  —  ß)  (y' —  ß)  =»'^; 

da  nach  Art.  132  ^  ""  "  =  cos  Ö,   ^^^?  =  sin  0  gesetzt  wer- 
den darf,  so  geht  dieselbe  über  in 

{x  —  a)  cös  ö  -f-  (y  —  /5)  sin  ö  =  r. 
Ebenso  ist  (x  —  a)  cos  ^  -{-  {y  —  /J') sin  ö'  =  /  eine  Tan- 
gente von  8\ 

Wir  suchen  die  Bedingungen ;  welche  erfüllt  sein  müssen, 
damit  diese  zwei  Gleichungen  dieselbe  gerade  Linie  dar- 
stellen. Zuerst  erfahren  wir  aus  der  Vergleichung  des  Ver- 
hältnisses der  Coefficienten  von  x  und  y,  tan  0  =  tan  $\  also 
^'  entweder  =  $  oder  =  180^  +  0,  Wenn  eine  von  diesen  Be- 
dingungen erfüllt  ist;  so  vergleichen  wir  ferner  die  absoluten 
Glieder  und  finden  im  ersten  Falle 

(a  —  a)  cos  Ö  +  (/J  -  /T)  sin  ö  +  r  —  r'  =  0, 
und  im  zweiten  (a  —  a)  cos  Ö  +  (/S  —  /J')  sin  ö  -|-  ^  +  ♦*'  =  0. 
Jede  dieser  Gleichungen  ist  in  Bezug  auf  die  Ißestimmung 
von  9  eine  quadratische  Gleichung;  die  Wurzeln  der  ersten  Glei- 
chung entsprechen  den  directen  oder  äusseren  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  Aa,  Ä'a\  die  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung 
den  transversalen  oder  inneren  gemeinsamen  Tangenten  i?&,  JB'V, 

Wenn  wir  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  der  ge- 
meinsamen Tangente  mit  dem  Kreis  S  zu  wissen  wünschen, 
müssen  wir  in  die  eben  gefundene  Gleichung  für  cos  0  den  Werth 

und  für  sin  0  den  Werth  "     —  substituiren  und  finden 
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(«  -  «')  (^'  -a)  +  {ß-n  (y'  -ß)  +  r(r  -  r)  =  0, 

(«  -  «0(35'  -'»)  +  iß-ß^iy-ß)+  r{r  +  0  =  0. 
Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt,  mit  der  Gleichung  S  des 
Kreises  combinirt^  eine  quadratische  Gleichung^  deren  Wurzeln 


die  Goordinaten  der  Punkte  Ä  und  A'  sind,  in  welchen  die 
directen  gemeinschaftlichen  Tangenten  den  Kreis  S  berühren ; 
und  man  erhält  wie  im  Art.  121 

(«'  -«)(«-«)  +  (/r  -  /J)  (y  -  «  =  r{r  -  r) 

als  die  Gleichung  von  ^^',  der  Berührungssehne  der 
directen  gemeinsamen  Tangenten.   So  ist  gleicherweise 

(«'  -  a)  (X  -a)  +  {ß'  -  ß)(y  -  ß)  =  r(r  +  r') 

die  Gleichung  der  Berührungssehne  der  transver- 
salen gemeinschaftlichen  Tangenten.  Wenn  der  An- 
fangspunkt der  Goordinaten  mit  dem  Centrum  des  Kreises  S 
zusammentut^  so  sind  a  und  /)  s»  0^  und  wir  finden  fflr  die 
Gleichung  der  Berührungssehnen  ax-\-ß^y¥^r(r  +  r). 

Aufg.   Finde  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise 

Ä^  +  y«  — 4a:— 2y+4  =  0,  ir^+y«  +  4a;  + 2y  — 4=0. 

Die  Berührungssebnen  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  dem 
ersten  Kreise  sind  2«  +  y  =  6,  2a;  +  y  «»  3. 

Die  erste  Sehne. schneidet  den  Kreis  in  den  Punkten  (2,  2) 
( V »  i)»  deren  Tangenten  sind  y  *»  2,  4aj  —  3y  =  10,  und  die 
zweite  Sehne  schneidet  den  Kreis  in  den  Punkten  (li  1)  (i»  i)« 
in  welchen  die  Tangenten  sind  x=l^  3a;  +  4y«=ö. 

144.  Die  Punkte  0  und  (/^  in  welchen  die  directen  oder 
transversalen  Tangenten  sich  schneiden,  werden  aus  einem  im 
nächsten  Artikel  auseinandergesetzten  Grunde  üentra  der 
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Aehnlicfakeit  beider  Kreise  genannt.  Ihre  Coordinaten  kön- 
nen leicht  bestimmt  werden,  denn  0  ist  der  Pol  der  Sehne 
AAj  deren  Gleichung  ist  • 

in  Bezog  auf  den  Kreis  S. 

Indem  wir  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  der  Polare 
des  Punktes  x^  vergleichen, 

Xx'-a)  {X  -  a)  ^  (y' -  ß^)  (t,  -  ß)  ^  r», 

erhalten  wir 

Ä  —  a  = ->  r  oder  x  = -t-  , 

y  —  ß  =  ^  ^^,  r  oder  y  =  P^-^PJ'  ^ 

In  der  nämlichen  Art  findet  man  für  die  Coordinaten  von  0' 
die  Werthe 

X  =^ , — T—  9     y  =  i — » —  • 

Diese  Werthe  der  Coordinaten  zeigen  an,  dass 
die  Centra  der  A ehnlichk  ei t  die  Punkte  sind,  in 
denen  die  Verbindungslinie  der  Centra  äusserlich 
und  innerlich  in  dem  Verhältniss  der  Radien  ge- 
theilt  ist. 

Aufg.  Finde  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise 

«^  +  y^  —  6a;  —  8y  =  0,    a:^  +  y'  —  4a;  —  6y  =  3. 

Die  Gleichung  des  Tangentenpaares  zu  {x  —  a)^+  (y —  /^)*'*"  ^^ 
durch  xy  ist  (nach  Art.  124) 

[(/  -  a)*  +  (y'  -  ßf  -  t^]  \{x  _  «)J  +  (y  _  ßY  -  r^  = 
[(^  -  «)  {%•  -a)  +  {y-ß)(i,'-ß)-  r^]^. 

Nun  werden  die  Coordinaten  des  äussern  Aehnlichkeits-Cen- 
tnuna  gefunden  ( —  2,  —  1)  und  es  ist  also  das  Paar  der  Tan- 
genten durch  dasselbe 

25(a;^  -|-  y2  —  6a;  -  8y)  =  (öa;  +  5y  —  10)», 

^er   ary  4-  a;  +  2y  +  2  —  0,  oder  (x  +  2)  (y  +  1)  +  0. 

Da  die  gegebenen  Kreise  einander  in  reellen  Punkten  durch- 
schneiden, 80  ist  das  andere  Paar  der  gemeüisamen  Tangenten 
imaginär;  aber  ihre  Gleichung  wird  gefunden,  indem  man  das 
Paar  der  Tangenten  durch  das  andere  Aehnlichkeits  Qöntrum  ( V^  V) 
aufsucht;  sie  ist  40 ar^  +  sey  +  40 j^^  —  199a;  —  21Sy  +  722  =  0. 
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145.  Jede  durch  den  Durchschnitt  der  gemein- 
samen Tangenten  gezogene  gerade  Linie  wird  durch 
die  beiden  Ereisie  in  Proportion  getheilt.  Wenn  man 
auf  dem  Badius  vector  irgend  eines  Punktes  P  einen  Punkt 
Q  so  bestimmt;  dass  0P=  m,OQ  ist,  so  sind  das  x  und  y 
des  Punktes  P  resp.  das  m  fache  von  dem  x  und  y  des  Punk- 
tes Q,  und  wenn  daher  P  eine  Curve  beschreibt,  so  wird  der 
Ort  von  Q  durch  Substitution  von  mx,  my  für  x  und  y  in 
die  Gleichung  der  durch  P  beschriebenen  Curve  gefunden. 

Wenn  nun  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zu  Axen  ge- 
nommen werden,  und  wir  OA  durch  a^  OA  durch  a  bezeich- 
nen, so  sind  die  Gleichungen  beider  Kreise  (Art.  1 10,  Aufg.  2) 

^*  4-  y*  +  2icy  cos  CO  —  2ax  —  2ay  -f-  a*  =  0, 
^^  +  y*  +  ^^y  cos  oj  —  2ax  —  2ay  -f-  a^  =  0. 
Aber  die  zweite  Gleichung  geht  aus  der  ersten  hervor, 

wenn  wir  ^,    ^  für  a;,  y  in  die  erste  Gleichung  einsetzen, 

sie  repräsentirt  daher  den  durch  die  Verlängerung  jedes  Radius 
vector  des  ersten  Kreises  im  Verhältniss  a  :  a  erzeugten  Ort 
Weil  das  Rechteck  Oq  .  Oq  constant  ist,  und  weil  wir 
gezeigt  haben,  dass  OR  in  einem  constanteu  Verhältniss  zu  Op 
ist,  so  folgt,  dass  das  Rechteck  OR  .  Oq  ^^^  OK  .Oq  constant 
ist,  wie  auch  die  Linie  durch  0  gezogen  sei. 

146.  Wenn  wir  durch  ein  Aehnlichkeits-Centrum 

irgend  zwei  Li- 
nien ziehen,  die 
den  ersten  Kreis 
in  den  Punkten 

\p(  Y  -  ..^^       ü,  R\  5,  S\  und 

iS ^XVM ^l.......^o  (Jen  zweiten  in 

denPunktenp,(»', 
<r,  o'  schneiden, 
so  sind  die  Seh- 
nen RS^  Qö  und 
RS,  pV  parallel, 
und  die  Sehnen 
RS,  qV  und  RS\ 

Q0  schneiden  sich  in  der  Radical-Axe  der  beiden 

Kreise. 
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Nehmen  wir  OB,  OS  zu  Axen,  so. sehen  wir  (Art.  145), 
dass  OB  »=s  m  .  Oq,  OS  =  m  .  Oö  ist,  und  dass,  wenn  die 
Gleichung  des  Kreises  qö  q'ö'  ist 

fl„  (a;2  +  2xy  cos  a>  +  y^)  +  2a^^x  +  2033^  +  «33  =  ^f 
die  des  andern  sein  muss 
fl„  (^2  ^  2xy  cos  ß>  +  y*)  +  2m  {a^^x+a^y)  +  w^asa  =  0, 

und  daher  ist  die  Gleichung  der  Radical-Axe  (Art.  135) 

2(«j3^  +  «23»)  +  (♦»  +  !)  «33  =  0-  • 
Sind  femer  die  Gleichungen  von  qö  und  pV 

so  mOssen  die  Gleichungen  von  RS  und  B'S'  sein 

Es  ist  aus  der  Form  der  Gleichungen  offenbar,  dass  RS 
ivL  Qö  parallel  ist;  und  RS  muss  pV  in  der  Linie 

durchschneiden ;  oder,  wie  im  Art.  108,  in  der  Linie 

2{a^^x  +  a^^y)  +  (m  +  1)  a^^  =  0 

der  Radical-Axe  beider  Kreise. 

Ein  specieller  Fall  von  diesem  Theorem  ist  es,  dass  die 
Tangenten  in  R  und  q  parallel  sind,  und  die  in  R! 
and  Q  oder  in  R  und  q  sich  in  der  Radical-Axe  be- 
gegnen. 

147.  Wenn  drei  Kreise  gegeben  sind,  so  geht  die 
Verbindungslinie  eines  Aehnlichkeitscentrums  des 
ersten  und  zweitenKreises  mit  einem  Aehnlichkeits- 
centrumdes  ersten  und  dritten  auch  durch  ein  Aehn- 
licbkeits-Centrum  des  zweiten  und  dritten. 
'    Wenn  wir  die  Gleichung  der  Linie  bilden,  die  die  Punkte 

\    r  — /    '       r-r   )'     \     r^r"    '        r  —  r'') 

(Art.  144)  verbindet,  so  erhalten  wir  (Aufg.  6,  Art.  29) 

W-n+r'Uf'-ß)-^r"{ß-n  x-[r{a'-  «")+/(«"-«) 
^/■{a-a'y\y+r(ßa'-ß'a)+r\fl!'a-ßa")+r"{ßu'-(fa)=Q. 

Die  Symmetrie  dieser  Gleichung  beweist,  dass  die  von  ihr 

Sftlmoii-Fietllcr,  anrnl.  Qeom.  d.  KegeUchn.  4.  Aufl.  18 
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dargestellte   Linie  auch  durch  das  dritte  Centrom  der  Aehn- 
lichkeit 


x  = 


r  a   —  r  a 


r  —  r 


»» 


r  —r 


»» 


hindurchgeht. 


Diese  Linie  wird  die 
Axe  der  Aehnlich- 

j^  keit  der  drei  Kreise  ge- 

^-^ — /       nannt.    Weil  für  jedes 


/'  Paar  Kreise  zwei  Aehn- 

/  lichkeits-Gentra   existi- 

ren,  so  giebt  es  fiir  drei 
Kreise  in  Allem  sechs, 
und  diese  sind  längs  vier 
Axen  der  Aehnlichkeit 
vertheilt,  wie  die  Figur 
zeigt.  Die  Gleichungen 
der  andern  drei  werden  gefunden,  indem  man  entweder  das 
Zeichen  von  r,  von  r'  oder  von  r"  in  der  eben  gegebenen  Glei- 
chung in  das  entgegengesetzte  umwandelt. 

Zusatz.  Wenn  ein  Kreis  {S)  zwei  andre  (/Sund  S') 
berührt,  so  geht  die  Verbindungslinie  der  Berüh- 
rungspunkte durch  ein  Aehnlichkeits-Centrum  von 
S  und  S\ 

Denn  wenn  zwei  Kreise  sich  berühren,  so  fallt  eins  ihrer 
Aehnlichkeits-Centra  mit  dem  Berührungspunkt  zusammen. 

Wenn  der  Kreis  27  die  Kreise  S  und  S'  entweder  beide 
äusserlich  oder  beide  innerlich  berührt,  so  geht  die  Verbin- 
dungslinie derBerührungspunkte  auch  durch  das  äussere  Aehn- 
lichkeits-Centrum  von  S  und  S\  Wenn  2?  den  einen  Kreis 
äusserlich  und  den  andern  innerlich  berührt,  so  geht  die  Ver- 
bindungslinie der  Berührungspunkte  durch  das  innere  Aehn- 
lichkeits-Centrum  der  Kreise  S  und  S\ 

148.  Man  soll  den  Ort  für  das  Centrum  eines 
Kreises  bestimmen,  welcher  drei  gegebene  Kreise 
unter  gleichen  Winkeln  schneidet. 

Wenn  5  =  0  oder  {x  —  af  +  (y  —  /5)2  —  r^  =  0  die 
Gleichung  des  Kreises  ist,  so  ist  das  Quadrat  der  Entfernung 
eines  beliebigen  Punktes  von  seinem  Centrum 
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=  {x-  af  +  (y  -  «^ 

oder  S  4-  ^^-  Wenn  daher  ein  Kreis  vom  Radius  jß  den  Ej*eis 
S  unter  dem  Winkel  a  schneidet^  so  mQssen  nach  Art.  142, 
Aufg.  10  die  Coordinaten  seines  Centrums  die  Bedingung^ 

iS  =  l?  — 2JRrcosa 

erfüllen.  Und  wenn  derselbe  Ereis  überdies  zwei  andere  Kreise 
unter  dem  nämlichen  Winkel  schneiden  soll,  so  gelten  die 
ferneren  Bedingungen 

S'  =  B'  -  2Rr  cos  a,  S"  =  IP  -  2Rr'  cos  a. 

Man  kann  aus  diesen  Gleichungen  B^  und  R  co&  cc  eliminiren; 
denn  die  Subtraction  giebt 

S-'S'  =  2R  (r  —  r)  cos  «,    S  -  S"  =  2JB  (/'  —  r)  cos  a, 

also  (S  -  S')  (r  -  r")  =  (S  —  S")  (r  —  r );  die  Gleichung 
einer  geraden  Linie,  in  welcher  das  Centrum  des  Kreises  liegen 
muss.  Sie  geht  offenbar  durch  das  Radical-Centrum  (Art.  138), 
und  wenn  wir  nach  Art.  135  die  Werthe  der  Differenzen  S — S', 
8  —  S"  einsetzen,  so  ergiebt  sich  für  den  Coefficienten  von 
X  in  dieser  Gleichung 

—  2  {«  (r  -  r")  +  «'  (r"  —  r)  +  «"  (r  -  r')} 

und  von  y 

-2{ß  (r'  -  r")  +  ^  ir"  -  r)  +  ß"  {r  -  r')}. 

Die  Vergleichung  dieser  Werthe  mit  denen  der  Coefficienten 
in  der  Gleichung  der  Aehnlichkeits-Axe  im  vorigen  Artikel 
zeigt  (Art.  32),  dass  diese  GeiUde  eine  vom  Radical-Centrum 
auf  eine  Aehnlichkeits-Axe  gefällte  Normale  ist.  Man  hat 
übrigens  die  Wahl,  welchen  der  zwei  supplementären  Winkel^ 
welche  die  Kreise  mit  einander  bilden,  man  als  den  Winkel 
ihres  Durchschnitts  betrachten  will.  Die  Formel  des  Art.  142, 
welche  gebraucht  worden  ist,  setzt  voraus,  dass  der  Winkel, 
unter  welchem  die  Kreise  sich  schneiden,  durch  den  Winkel 
gemessen  sei,  welchen  die  Entfernung  ihrer  Centra  am  Schnitt- 
punkt bestinmit,  und  unter  dieser  Voraussetzung  ist  der  be- 
trachtete Ort  eine  Normale  zur  äusseren  Axe  der  Aehnlich- 
keit.  Wird  diese  Einschränkung  aufgehoben,  so  geht  die  be- 
nutzte Formel  in  die  neue  S  =  JR*  +  2  B  r  cos  a  über,  d.  h. 
man  kann  das  Vorzeichen  der  r,  r',  /'  in  den  vorhergehenden 

Gleichungen  in  das  enl^egengesetzte  überführen,  und  daher 

18  ♦ 
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ist  nach  Art.  147  der  Ort  eine  Normale  vom  Radieal-Genixam 
auf  irgend  eine  der  vier  Aehnlichkeitsaxen*). 

Wenn  zwei  Kreise  sich  innerlich  berühren;  so  ist  der  Winkel 
ihres  Durchschnitts  Null;  weil  die  nach  dem  Punkte  gehenden 
Badien  zusammenfallen.  Wenn  sich  dieselben  äusserlich  be- 
rühren; so  ist  derselbe  Winkel  180^;  da  der  eine  dieser  Radien 
eine  Verlängerung  des  andern  ist.  Aus  dem  eben  Bewiesenen 
ergiebt  sich  daher,  dass  die  Normale  auf  die  äussere  Axe  der 
Aehnlichkeit  das  Gentrum  eines  Kreises  enthält;  welcher  die 
drei  gegebenen  Kreise  alle  äusserlich  oder  alle  innerlich  be- 
rührt. Bei  Vertauschung  des  Zeichens  von  r  bezeichnet  die 
Gleichung  des  gefundenen  Ortes  eine  Normale  zu  einer  der 
andern  Aehnlichkeits- Axen ,  welche  das  Gentrum  desjenigen 
Kreises  enthält;  der  den  Kreis  S  äusserlich  und  die  beiden  an- 
dern Kreise  innerlich  berührt;  und  umgekehrt.  In  Allem  kön- 
nen acht  Kreise  beschrieben  werden;  welche  drei  gegebene 
Kreise  berühren,  und  ihre  Gentra  liegen  paarw'eis  in  den  vier 
Normalen;  welche  vom  Badicalcentrum  auf  die  vier  Aehnlich- 
keits-Axen  gefällt  werden. 

149.  Einen  Kreis  zu  beschreiben;  der  drei  gege- 
bene Kreise  berührt.  Wir  haben  einen  Ort  gefunden,  in 
welchem  das  Gentrum  liegt,  und  könnten  durch  Elimination 
von  B  zwischen  den  beiden  Bedingungen  S  =  jR^  -f-  21?r, 
S'=  B^  +  2Rr  einen  andern  Ort  dieser  Art  finden.  Derselbe 
würde  aber  keinen  Kreis  darstellen  und  giebt  keine  elementare 
geometrische  Gonstruction.  Uih  diese  Inconvenienz  zu  besei- 
tigen; bestimmen  wir^^)  statt  der  Goordinaten  des  Gentrums 
des  berührenden  Kreises  die  Goordinaten  seines  Berüh- 


*)  In  der  Tbat  haben  alle  Kreise,  welche  drei  gegebene  Kreise 
unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  eine  der  Aehnlichkeits-Axen  zur  ge- 
meinschaftlichen Radical-Axe.  Sind  Z^  £\  S"  drei  Kreise,  welche  die 
gegebenen  Kreise  unter  den  Winkeln  a,  ß,  y  resp.  schneiden,  so  müs- 
sen die  Goordinaten  des  Centrums  von  S  die  Bedingungen 
27»=  r*  --  2rÄ  cos  a,  Z'  =  r«  —  2rir  cos  |J,  £"  =  r«  —  2rÄ"  cos  y, 
also    (R  cos  a  —  Ä"  cos  y)  {Z  —  £')  =  {R  cos  a  —  R'  cos  (?)  (£  —  Z'') 
erfüllen.    Diese  Gleichung,  welche  als  Gleichung  einer  geraden  Linie 
erscheint,  aber  durch  die  Goordinaten  der  Gentra  von  S^  S\  S^  erfüllt 
wird,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  ist  eine  identische  Belaüon 
von  der  Form  2^=^  k£'  -^IZ''  und  zeigt  somit,  dass  die  drei  Kreise 
eine  gemeinschafblichc  Kadical-Axe  haben. 
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ruDgspunktes  mit  einem  der  gegebenen  Kreise.  Wir 
haben  schon  eine  diese  Coordinaten  vereinigende  Relation^  weil 
der  Punkt  auf  einem  gegebenen  Kreise  liegt;  wenn  wir  also 
noch  eine  andre  Relation  zwischen  ihnen  finden,  so  reicht  dies 
zu  ihrer  Bestimmung  vollständig  hin. 

Nehmen  wir  zur  Vereinfachung  das  Centrum  des  Kreises, 
dessen  Berührungspunkt  mit  dem  gesuchten  Kreise  wir  finden 
wollen,  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  d.  h.  nehmen  wir 
a  =  0,  /5  =  0,  so  müssen  die  Coordinaten  A  und  B  des  Cen- 
trums von  Z*  nach  dem  letzten  Artikel  die  Relationen  erfüllen 

S— S'  =  2JB(r-/),    S^S"  =  2R{r  —  r'y 

Wenn  aber  x  und  y  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes 
von  27  mit  S  sind,  so  haben  wir  aus  ähnlichen  Dreiecken 

r         '  r         ' 

Die  Substitution  von  wia?,  my  für  x^  y  in  die  Gleichung  einer 
geraden  Linie  liefert  dasselbe  Ergebniss,  wie  die  Multiplication 
der  ganzen  Gleichung  mit  m  und  nachmalige  Verminderung 
des  absoluten  Glieds  um  seinen  (m  —  1) fachen  Betrag;  in  Er- 
innerung, dass  das  absolute  Glied  m  S  —  S'  (Art.  135) 

r  2  —  r2  —  «2  —  p 

ist,  erhalten  wir  als  das  Resultat  dieser  Substitution  für  A 
und  B  in  die  Gleichung  {S  —  S')^2B  {r  —  r) 

^-(S-S')  +  f(«^  +  /r2  +  r2-0  =  2iJ(r-r), 

oder      (B  +  r)  (S  —  S')  =  B  [(r  —  r)^  ~  a^  -  p]. 
Ebenso  wird 

(B  +  r)  (S  -  S")  =Bl{r  —  rj  —  u'^  —  /J"^]. 

Die  Elimination  von  B  aus  diesen  Gleichungen  lehrt,  dass 
der  Berührungspunkt  einer  der  Durchschnittspunkte  des  Kreises 
S  mit  der  geraden  Linie 

5-5'  8-8" 


ist. 


150.  Um  nun  die  geometrische  Lösung  des  Problems  zu 
Teryollstandigen,  ist  es  nothig  zu  zeigen,  wie  die  gerade  Linie, 
deren  Gleichung  eben  gefunden  wurde,  zu  construiren  ist. 

Sie  geht  offenbar  durch  das  Radical-Centrum  der  Kreise, 
und  ein  zweiter  Punkt  von  ihr  wird  wie  folgt  gefunden.  Schrei- 
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ben  wir  S  —  jS'  in  voUer  Länge  (Art.  135),  so  ist  die  Glei- 
chung 

?«  + IT«  -  (r  ^  r  )'   '  a"2  +  jj"«  —  (r  -  r'')* 

Und  wenn  wir  zu  beiden  Seiten  der  Gleichung  1  addiren,  so 
erhalten  wir 

«  a:,+  e^y  +  (r'  -  r)  r  _  ^x  +  ß"y  +  {r''  ~  r)  r  . 
a'2  +  p'f  _  (r  —  r')*   ~   a '«  +  p"«  —  (r  ^  r")»*  ' 

welches  zeigt,  dass  die  obige  Linie  durch  den  Durchschnitt  von 
ax  +  ß'y  +  (r'-  r)r  =  0  und  a'x  +  ß"y+  (r"~ r)r  =  0  geht. 
Aber  die  erste  dieser  geraden  Linien  ist  nach  Art.  143 
die  Berührungssehne  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
Kreise  S  und  S'  oder  in  anderen  Worten  (Art.  144):  Sie  ist 
d  ie  Polare  d  es  Aehnlichkeits -Centrums  dies  er  Kreise 
inBezugaufiS.  Ebenso  ist  die  zweite  gerade  Linie  die  Polare 
des  Aehnlichkeits- Centrums  der  Kreise  S  und  S"]  daher  — 
weil  der  Durchschnitt  irgend  zweier  Linien  der  Pol  der  Ver- 
bindungslinie ihrer  Pole  ist,  ist  der  Durchschnitt  der  Linien 

•«'«  +  /''»  +  (r  —  r)r  =  0  und  a'x  +  /5"y  +  (r"  -  r)  r  =  0 
der  Pol  der  Aehnlichkeits-Axe  der  drei  Kreise  in 
Bezug  auf  den  Kreis  S. 

Wir  erhalten  somit  die  folgende  Construction:  Wir 
ziehen  irgend  eine  der  vier  Aehnlichkeits-Axen  der  drei  Kreise, 
nehmen  ihren  Pol  in  Bezug  auf  jeden  Kreis  und  verbinden 
die  so  gefundenen  Punkte  (P,  P',  P")  mit  dem  Badical-Cen- 
trum;  wenn  die  Verbindungslinien  die  Kreise  in  den  Punkte- 
paaren ab,  aV,  a'V  schneiden,  so  ist  der  durch  a,  a,  a 
gehende  Kreis  einer  von  denen,  welche  die  drei  Kreise  berühren, 
und  der  Kreis  durch  6,  h\  h"  ein  anderer. 

Indem  man  dies  Verfahren  mit  den  andern  drei  Axen  der 
Aehnlichkeit  wiederholt,  erhält  man  die.  andern  sechs  berüh- 
renden Kreise. 

151.  Es  ist  nützlich  zu  zeigen,  wie  die  vorigen  Resultate 
ohne  algebraische  Rechnungen  abgeleitet  werden  können. 

1)  Nach  Art.  147  Zusatz  schneiden  sich  die  Linien  a&, 
ab',  d'h"  in  einem  Punkte,  nämlich  im  Centrum  der  Aehn- 
lichkeit der  Kreise  aaa\  hW\ 

2)  Ebenso  schneiden  sich  aa\  b'b"  in  S,  dem  Centrum 
der  Aehnlichkeit  von  C,  C'\ 


Gleichungen  der  berfihrenden  Kreise  in  Paaren.    152.        199 

3)  Daher  schneiden  aich  (Art.  146)  die  transyersalen  Linien 
aVj aV  in  der  Radical-Axe  von  C,  C7";  ebenso  a'V\  ah  in 
\jg*  der  Radical-Axe  von  C",  C.  Da- 

her mnss  der  Punkt  II  (das  Cen- 
trum der  Aehnlicbkeit  von  aaa\ 
hVh")  das  Radical- Centrum  der 
Kreise  CCC"  sein. 

4)  Weil  auch  ah\  aV  durch 
ein  Centrum  der  Aehnlichkeit  von 
j  aaa'j  hh'h"  gehen,  so  schneiden 
sich  (Art.  146)  aa\  VV  in  der 
RadicaNAxe  dieser  zwei  Kreise. 
Daher  müssen  auch  die  Punkte  S 
und  S"  in  derselben  Radical-Ax6 
liegen,  und  daher  ist  SS'S"  oder  die  Axe  der  Aehnlich- 
keit der  Kreise  C,  C,  C'die  Radical-Axe  der  Kreise 
aaa\  bVb'\ 

5)  Weil' a" 6"  durch  das  Centrum  der  Aehnlichkeit  von 
aaa'y  IV  b"  geht,  so  müssen  (Art.  146)  die  Taugenten  an  diese 
Kreise  in  den  Punkten,  wo  sie  dieselben  schneidet,  sich  in  der 
Radicalaxe  SS'S^'  begegnen.  Aber  dieser  Durchschnittspunkt 
muss  offenbar  der  Pol  von  a"6"  in  Bezug  auf  C"  sein.  Weil  nun 
der  Pol  von  aV  in  SfiTS"  liegt,  so  muss  der  Pol  von  SS'/S"  in 
Bezog  auf  den  Kreis  C'in  a"6"  liegen.  Also  wird  a"6"construirt, 
indem  man  das  Radical-Centrum  mit  dem  Pol  von  SS'  S''  in 
Bezog  auf  C"  verbindet. 

6)  Weil  das  Aehnlichkeits-Centrum  zweier  Kreise  in  der 
Verbindungslinie  ihrer  Centra  Hegt,  und  die  Kadicalaxe  zu  die- 
ser Linie  senkrecht  ist,  so  lernen  wir,  wie  in  Art.  148,  dass 
die  Verbindungslinie  der  Centra  von  aaa"  und  bb'b"  durch 
R  geht  und  auf  SS'S''  senkrecht  ist. 

152.  Eine  andere  Lösung  ^^)  des  betrachteten  Problems 
gründet  sich  auf  das  folgende  Princip:  Wenn  vier  Kreise  von 
dem  nämlichen  fünften  Kreis  berührt  werden,  so  sind  die  Laugen 
ihrer  gemeinsamen  Tangenten  durch  die  Relation  verbunden 
12.  34  + 14.  23  +  13.  24  =  0,  wo  12  die  Länge  einer  ge- 
meinschaftlichen Tangente  des  ersten  und  zweiten  Kreises  aus- 
drückt, etc.  Dies  Princip  kann  bewiesen  werden,  indem  man 
jede  gemeinschaftliche  Tangente  in  Function  der  Länge  der 


\ 
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Greraden  ausdrückt,  welche  die  Berührungspunkte  der  bezüg- 
lichen Kreise  mit  dem  gemeinschaftlichen  Berührungskreise  ver- 
bindet.    Ist  ü  der  Badius  des  letztem  und  0  sein  Centrum, 

und  sind  r ,  r  die  Radien  der  ersteren 
von  den  Centren  A  und  jß,  Ä  und  ^ 
aber  die  besagten  Berührungspunkte,  so 
ist  im  gleichschenkligen  Dreieck  AOB 
AS  =  2B  sin  ^AOB. 

Aus  dem  Dreieck  AOB  von  der  Basis 
D  und  den  Seiten  B  —  r,  B  —  r  folgt 

der  Zähler  dieses  Bruches  ist  aber  12^  nach  der  vorigen  Be- 
zeichnung, und  es  folgt 

AB  =  _-  ^ :  ^^  — -  . 

Weil  aber  endlich  die  vier  Berührungspunkte  ein  dem  Kreise  R 
eingeschriebenes  Viereck  bilden,  so  gilt  die  Relation 

AB' .  CD'  +  AD' .  B'C  =  AG' .  BB\ 

(Art.  126,  Aufg.)  Die  Substitution  der  Werthe  AB', 
etc.  in  dieselbe  und  die  Unterdrückung  des  Zählers  B^  sowie 
des  Nenners  V{ß  —  r){B  —  r)  {B  —  r")  (B  —  r")  giebt  die 
oben  ausgesprochene  Relation.  Ist  dann  der  vierte  Kreis  selbst 
ein  Punkt,  so  ist  es  ein  Punkt  des  die  drei  anderen  berüh- 
renden Kreises,  und  41,  42,  43  sind  die  Längen  der  yon  diesem 
Punkte  an  die  drei  Ej*eise  gehenden  Tangenten.  Da  diese  Tan- 
gentenlängen nach  Art.  122  die  Quadratwurzeln  aus  den  Re- 
sultaten der  Substitution  der  Coordinaten  dieses  Punktes 'in  die 
Gleichungen  der  Kreise  sind,  so  sind  die  Coordinaten  eines 
Punktes  im  Berührungskreis  von  drei  Kreisen  iS  =  0,  jS'  =  0, 
S'  ^=0  durch  die  Relation  verbunden 

23/S  +  Sij/F  ±  12/^  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  von  Wurzelgrossen  befreit  vom  vier- 
ten Grade,  und  repräsentirt,  wenn  23,  31,  12  die  directen  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  sind,  das  Product  der  Gleichungen 
der  beiden  Kreise,  welche  die  gegebenen  alle  äusserlich  oder 
alle  innerlich  berühren.  (Fig.,  Art.  151.)  Wenn  23  eine 
directe  gemeinsame  Tangente  ist  und  31,  l2  die  indirecten  be- 
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zeichnen,  so  erhalten  wir  ein  Paar  von  Kreisen,  die  den  erste» 
Kreis  auf  der  einen  ^  die  beiden  andern  auf  der  andern  Seite 
haben;  etc.  ' 

Aufg.  1.  Welche  Relation  ^^)  verbindet  die  Distanzen  von  vier 
Punkten  einer  Ebene? 

Man  setze  den  beiden  Determinanten  der  Aufg.  des  Art.  126 
eine  ans  einer  Eins  und  Nullen  bestehende  Zeile  vor  und  verfahre 
nach  dem  Gesetze  der  Multiplication;  das  Produet  mnss  gleich  Null 
sein,  weil  die  mnltiplicirten  Gruppen  eine  Horizontalreihe  mehr 
als  Verticalreihen  enthalten  („Vorlesungen"  Art.  25).    Man  erhält 

0  = 


1      ,0  ,0   ,0 


+y^ 


y  .1 


0,     0 


0 


l,~2x',-2y   ,a;'^+y'» 

l,-2x",-2/,a;"^+y"2 
l,-2x",-2y'",x"24-y"2 


:o,   1  ,  1  ,  J  ,^ 

1,  0,T2^,13^14^ 
l,12^  0,23^24^ 
l,13^23^  0,34' 

l,l4^24^3i^  o 


Die  Entwickelung  davon  giebt 

0  =  12\  3?  {12*  +  34*  —  13^  —  n^  —  23^  —  2?  } 
+  13^  24* {13*  -f  24*  —  12*  —  14*  —  23*  —  34*} 
+  14*  .  23*{l4*  +  23*  —  12*  —  13*  —  24*  —  34*  } 

+  23*.  34*.  42*+ 14*.  43*.  3l*+r2*.  24*.  41*+ 12*.  23*.  31* 

Setzen  wir  für  23,  31,  12  respective  a,  2),  c,  für  14,  24,  34 
aber  resp.  Ä  +  r,  Ä  +  r ,  U  +  r ',  so  erhalten  wir  eine  in  JB 
quadratische  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Badien  der  Kreise,  die 
sämmtlich  innen  oder  sSmmtlich  aussen  drei  Kreise  berühren,  deren 
Badien  t,  r ,  r '  sind  und  deren  Mittelpunkte  ein  Dreieck  von  den 
Seiten  a,}>y  c  bilden. 

SoH  der  gesuchte  Kreis  die  gegebenen  drei  Kreise  unter  Win- 
keln 0,  ^^  9'  respective  schneiden,  so  hat  man  für  14,  24,  34  respec- 
tive einzusetzen 

IP+r^— 2JBrcosd,  iP+r«— 2 22 /cos ^,  Ä'+r'2_2Br"cosr 

Aufg,  2.  Man  entwickele  die  der  vorigen  analoge  Belation 
zwischen  den  Längen  der  gemeinsamen  Tangenten  von  fünf  Krei- 
sen.   Wir  multipliciren 


0 


0    ,  0    ,0 


x'+y'2_r'^_2x^  — 2y  ,2r',l 
X"'  +y"2_  ^"2^  _  2x',  -  2/,  2 r",  1 

etc. 


u. 


'2 


0,0,0,  0,  1 

l,rc',y',r',a:'2+y'2-r 
1,  x'\y\  r",x"^+/2_/'2 

etc. 


202 


IX.   Systeme  von  Kreisen.   153. 


mit  je  fünf  Vertical-  und  sechs  horizontalen  Reihen  und  erhalten 
eine  Determinante  vom  Werthe  Null. 


0, 
1, 


0  .  12\  13\  U\  15 


1,  12% 
1,  13^ 


0  ,  23\  2A\  25 


23 


0  ,  34\  35 


34^ 


0,  45 

2 


=  0 


1,  14%  24^ 

1,  I5^  25%  35%  45%     0 

für  12,  etc.  als  Länge  der  gemeinsamen  Tangenten  der  Paare  der 

Kreise.     Wenn  der  Kreis  5  die  übrigen  berührt^  so  werden  15, 

25,  35,  45  gleich  Null,  und  wir  erhalten  speciell  die  Belation  zwi- 
schen den  gemeinsamen  Tangenten  von  vier  Kreisen,  welche  der 
selbe  fünfte  bertthrt,  in  der  Form 


0, 

12\ 

13^ 

14 

12\ 

0, 

23*, 

24 

13\ 

23*, 

0, 

34 

14'. 

24*. 

34*. 

0 

=  0 


die  als  weiteren  Specialfall  natürlich  den  Ptolemäischen  Satz  in  sich 
schliesst. 

Äufy.  3.  Die  Multiplication  von  zwei  Determinanten  mit  den 
ZeilenO,^;,,  y„l,  ^(r,'-a;,'-3/,2)  und  0,^,3^,,  ^(rj^-irj'— y?)^  j 
für  i  =  1,  2,  3,  4,  5  giebt  analog  eine  Belation  zwischen  den  Cosi- 
nus der  Winkel ,  unter  welchen  fünf  Kreise  eines  (ungestrichenen) 
Systems  von  den  fünf  Kreisen  eines  andern  (gestrichenen)  Systems 
in  derselben  Ebene  geschnitten  werden.  ^^) 

153.  Das  Princip  des  vorigen  Art.  kann  auch  ohne  Vor- 
aussetzung des  Ptolemäischen  Satzes  begründet  werden.  Wenn 
wir  in  jedem  Radius  vector  OP  einer  Curve  ein  zu  *0P  um- 
gekehrt proportionales  Stück  OQ  abtragen^  wie  in  Aufg.  4 
des  Art.  134 ,  so  transformiren  wir  durch  reciproke  Radien, 
und  man  nennt  den  Ort  von  Q  die  Inverse  der  gegebei 
nen  Curve.  Man  findet  ohne  Schwierigkeit  die  Gleichung 
der  In  Versen  des  Kreises  x'^  -{'  y^  -]-  2  a^^x  •{-  2a2^y  -{-  a^  =  0 
in  der  Form 

«3.3 («^  +  y')  +  2a,3a:  +  2a23y  -f  1  =  0, 

welches  einen  Kreis  ausdrückt,  ausgenommen  den  Fall  von 
a^  BS  0^  wenn  0  im  Kreise  liegt,  wo  es  in  eine  Gei^de  über* 
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geht  Umgekehrt  ist  die  Inverse  einer  Geraden  ein  durch  0 
gebender  Kreis. 

Nun  gilt  der  Satz,  dass  für  ein  Paar  von  Kreisen  und  für 
die  Inversen  derselben  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  das 
Verhältniss  des  Quadrats  einer  gemeinsamen  Tangente  zum  Pro- 
duct  der  Radien  der  Kreise  dasselbe  ist.  Es  besi^  dies  nach 
Aufg.  10  in  Art  142  ^  dass  die  Winkel  einander  gleich  sind, 
unter  denen  das  erste  und  zweite  Paar  sich  schneiden ,  v^ie  man 
denn  leicht  geometrisch  beweist,  dass  Winkel  unverändert  blei- 
ben beim  Uebergang  zur  inversen  Figur..  Wir  beweisen  den 
Satz  durch  die  Bemerkung,   dass  wir  durch  Substitution  von 

^'i^'  i"  ^^  ^i3>  ^23;  «33  in  a,3'  +  a^^  -  a33,  den  Werth 

von  r^,  für  den  Radius  des  inversen  Kreises  —  finden,  wäh- 

rend  dieselbe  Substitution  in  «33+033 — ^(^n^'n — ^(^2z<^\z9 
den  Werth  von  D*  —  r^  —  /*  (Aufg.  1,  Art.  142),  dieselbe 
Grosse  mit  a^^  a'33  dividirt  ergiebt.  Denn  in  Folge  dessen  bleibt 
das  Verhältniss  von  D^  —  ^^  -*  ^"'^  zu  rr  für  die  ursprüng- 
lichen und  die  inversen  Kreise  unverändert  und  darum  auch 
das  Verhältniss  von  rr'  zu  2)^  —  (*"  i  ^'Y*  Denken  wir  nun 
vier  dieselbe  Gerade  in  Punkten  -4,  B,  (7,  D  mit  den  Abstän- 
den a,  hf  Cj  d  von  einem  Anfangspunkt  in  ihr  und  mit  den 
gegenseitigen  Abständen  12,  13  etc.  berührende  Kreise,  so  folgt 
aus  der  durch  die  Indentität 

(6  -  a)  (rf  —  c)  +  (d  -  a)  {c  —  h)^{c  —  a)  {d  —  l) 

bedmgten  Relation  12  .34  +  14.  32=  13  .  24  die  Gültigkeit 
dieser  letzteren  für  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  vier 
Kreise.  Und  wenn  wir  die  inverse  Figur  des  Ganzen  bilden, 
so  erhalten  wir  einen  Kreis,  der  durch  vier  undere  Kreise  be- 
rührt wird,  und  dieselbe  Relation  bleibt  nach  dem  Entwickel- 
ten gültig,  weil  ihre  Gleichung  nach  Division  mit  der  Qua- 
dratwurzel aus  dem  Producte  aller  Radien  aus  Gliedern  wie 

ir~,i  -»r-n-n,  ctc.  bestcht,  welche  bei  der  Transformation  durch 
fff    Yr  r 

reciproke  Radien  unverändert  bleiben. 

Aus  der  so  bewiesenen  Relation  zwischen  den  gemeinsamen 

Tangenten  von  vier  Kreisen,  welche  den  nämlichen  fünften 

Kreis  berühren,  folgt  der  vollständige  Ptolemäische  Satz  durch 

die  Voraussetzung,  dass  jene  Kreise  zu  Punkten  werden.' 
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Die  hier  befolgte  Methode  zeigt  aber  auch^  dass  wir  im 
Falle  zweier  Kreise,  welche  den  umhüllenden  Kreis  auf  der 
nämlichen  Seite  berühren,  die  direete  oder  äussere  gemeinsame 
Tangente,  und  im  Falle  der  Berührung  auf  yerschiedenen  Sei- 
ten die  innere  gemeinsame  Tangente  zu  nehmen  haben.  Wir 
erhalten  so  die  Gleichungen  der  vier  Paare  von  Kreisen,  welche 
drei  gegebene  Kreise  berühren,  in  der  Form 

Sie  repriisentirt  für  12,  23,  31  als  Längen  der  äussern  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  das  Paar  von  Kreisen,  welches  die 
gegebenen  Kreise  sämmüich  innerlich  respective  äusserlich  be- 
rührt; bezeichnet  23  eine  äussere,  31,  12  innere  gemeinsame 
Tangenten,  so  entsteht  die  Gleichung  des  Paares,  welches  den 
ersten  Kreis  zur  einen  und  die  beiden  andern  an  der  andern 
Seite  hat;  und  wir  erhalten  für  31,  12  nach  einander  als  äussere 
gemeinsame  Tangenten  und  die  jedesmal  andern  als  innere  die 
übrigen  Paare  der  Berührungskreise. 

Äufg,  Die  Gleichung  des  Kreises  durch  die  Funkte  ii|,  il,, 
A^  zu  bilden. 

Wir  denken  die  Kreise  S,  S'pS''  respective  als  auf  diese  Punkte 
reducirt  und  P  als  einen  Punkt  des  gesuchten  Kreises ,  de  dass  die 

Gleichung  2SfS+3i/S'+  12^  =  0  in  den  Ptolemäischen 
Satz  übergeht 

Da  nun 

Ä^Ä^  :  A^A^  :  ^i^lj  B=:  sin  A^ :  sin  A^:  sin  ^3 

und  für  x^y  o;,)  %  als  die  senkrechten  Absttode  des  Punktes  P 
von  den  Seiten  ^2-^3*  -^s-^i?  -^1-^2  respective  auch 

SO  folgt  nir  die  Gleichung  des  Kreises  durch  A^^A^^  A^  (vergl. 
Art.  166) 

sin  At    ,    sin  A^    ,    sin  A*        ^ 

Xy        ^        Xx        ^        x^ 


Zehntel^  Kapitel. 

Anwendung  einer  abgekürzten  Bezeichnung 
auf  die  Gleichung  des  Kreises. 


154.  Wenn  wir  eine  Gleichung  zweiten  Grades  in  der  in 
Art.  53,  62 f.  auseinandergesetzten  abgekürzten  Bezeich- 
nangsweise  ausgedrückt  haben  und  zu  wissen  wünschen^  ob 
sie  einen  Kreis  darstellt;  so  haben  wir  nur  auf  x  und  y  Co- 
ordinaten  zurückzugehen,  indem  wir  für  jede  Abkürzung  x^ 
ihr  Aequivalent  x  cos  tti  -{-  y  sin  a^  — JP]  einsetzen ,  um  dann 
zu  untersuchen;  ob  der  Coefficient  von  xy  in.  der  transformir- 
ten  Gleichung  yerschwindet;  und  die  Coef&cienten  von  x^  und 
y^  einander  gleich  sind.  Die  folgenden  Beispiele  mögen  hin- 
reichen,  dies  zu  erlautem. 

Ein  Punkt  bewege  sich  so,  dass  die  Producte 
seiner  senkrechten  Abstände  von  den  beiden  Paaren 
der  Gegenseiten  eines  Vierecks  in  einem  gegebenen 
Verhältniss  stehen;  unter  welchen  Bedingungen  ist 
der  Ort  dieses  Punktes  ein  Kreis? 

Sind  a?!  —  0,  ajj  =  0,  x^  =  0,  «4  «=  0  die  Gleichungen 
der  vier  Seiten  des  Vierecks,  so  ist  die  Gleichung  des  Ortes 
x^x^  =  hx^x^;  sie  repräsentirt  eine  Curve  des  zweiten  Grades, 
welche  durch  die  Ecken  des  Vierecks  geht,  weil  ihr  durch  jede 
der  Tier  Voraussetzungen  genügt  wird 

a?,«=0,  a:2=0;  a;j==0,  2:4=0;  rCjssO,  fl?3=»0;  x^^=^0 ^  x^^^O. 

Um  zu  erkennen,  wenn  diese  Gleichung  einen  Kreis  re- 
präsentirt, schreiben  wir  sie  in  yoller  Länge: 

{x  cos  a,  +  y  siii  ^i ' —  Pi)  (^  cos  a^'{'  y  sin  a^  —  p^)  = 
k  {x  cos  cc2'{'  y  sin  «j  —  P2)  (^  ^^  '*4  +  V  ^^^  ^4  —  ^4)» 
Indem  wir  ausmultipliciren  und  den  Goefficienten  von  x^ 
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mit  dem  von  y^  gleich  und  den  von  xy  gleich  Null  setzen,  er- 
halten wir  die  Bedingungen 
cos  («1  +  «3)  =  Ä  cos  («2  +  «4)  und  sin  (a,  -(-  «3) = i  sin  {a^ + a^ . 

Die  Quadrate  dieser  Gleichungen  liefern  durch  ihre  Addi- 
tion die  Bedingung  i  =  +  1,  und  aus  der  Erfüllung  dersel- 
ben folgt  entweder  «i  +  «3  =  aj  +  a^  oder  =  180^  +  «2  +  "4? 
und  daraus  ebenso  «j  —  «2=  ^4 —  "3  ^^®^  =  180® -f- «4 — «3. 
Da  ff]  —  ^2  ^^^  Winkel  zwischen  den  vom  Coordinatenanfang 
auf  die  Linien  a^  und  a^  gefällten  Senkrechten  und  daher  das 
Supplement  des  von  a^  und  a^  selbst  gebildeten  Winkels  ist 
(Art.  61);  welcher  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  enthalt, 
so  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  wenn  das  Viereck  von  a^  cL^a^a^ 
in  einen  Kreis  einschreibbar  ist  (Euklid;  III.  22.)  Und  es  er- 
giebt  sich  ohne  weitere  Untersuchung ,  dass  für  einen  inner- 
halb des  Vierecks  gelegenen  Coordinatenanfang  A;  =  —  1  zu 
nehmen  und  der  von  a,  und  a^  gebildete  Winkel  das  Supple- 
ment des  von  a^  und  a^  eingeschlossenen  ist  (beide  so  genom- 
men ^  dass  der  Coordinatenanfang  innerhalb  derselben  liegt), 
während  der  Lage  des  Coordinaten-Anfangspunktes  ausserhalb 
des  Vierecks  der  Werth  Ä;«=-|- 1  und  die  Gleichheit  der  gegen- 
überliegenden Winkel  entspricht« 

155.  Unter  welcher  Bedingung  ist  der  Ort  eines 
Punktes  ein  Kreis ,  für  welchen  das  Quadrat  der  Ent- 
fernungvon  der  Basis  eines  festenDreiecks  in  einem 
Constanten  Verhältniss  zum  Producte  der  Entfer- 
nungen von  den  Seiten  desselben  steht? 

Sind  a;,  =  0,  iCj  =  0,  2:3  =0  die  Seiten  des  Dreiecks^  so 
ist  die  Gleichung  des  Ortes  x^x^  =  Izx^.  Wenn  wir  nun  die 
Punkte  suchen,  wo  die  Linie  a?i  =  0  diesen  Ort  schneidet^  in- 
dem wir  in  seiner  Gleichung  2:]  =  0  machen,  so  erhalten  wir 
das  vollkommene  Quadrat  x^^=Q.  Also  schneidet  a;,=0  den 
Ort  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten,  d.  h.  nach  Art.  104 
sie  berührt  den  Ort  im  Punkte  {x^^^'  Ebenso  berührt  x^  den 
Ort  im  Punkte  {x^  ^3)*  ^^^  ^^^  a?,  =  0  und  0^3  =  0  beide 
Tangenten,  und  0^2  =»  0  ist  ihre  Berührungssehne. 

Um  nun  zu  erkennen,  ob  der  Ort  ein  Kreis  ist,  schrei- 
ben wir  seine  Gleichung  wie  im  letzten  Art.  in  voller  Lange 
und  erhalten,  indem  wir  die  Kennzeichen  des  Art.  115  anwen- 
den, die  Bedingungen 
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COS  («j  +  «3)  =  Ä;  COS  2a2,  sin  (a,  -}-  «j)  =  Ä;  sin  2a2, 

so  dass  wie  im  letzten  Ari  k  ^=  l  und  a^  —  aj  =  aj  •:-  a^  ist; 
somit  wird  das  Dreieck  gleichschenkHg.  Also  dürfen  wirschlies- 
sen;  dass  wenn  man  Ton  irgend  einem  Punkte  eines 
Kreises  auf  zwei  Tangenten  und  ihre  Berührungs- 
sehne Perpendikel  fällt,  das  Quadrat  des  letztern 
immer  gleich  dem  Rechteck  unter  den  zwei 
erstem  ist. 

Äufg,  Unter  welchen  Bedingungen  ist  der  Ort  eines  Punk- 
tes ein  Kreis ,  für  welchen  die  Summe  der  Quadrate  der  von  ihm 
auf  die  Seiten  eines  Dreiecks  gefüllten  Senkrechten  constant  ist? 

Die  Gleichung  des  Ortes  ist  rc,^  +  X2^  +  X3*  =  033^,  und  die 
Bedingungen,  unter  denen  diese  einen  Kreis  repräsentirt,  sind 

cos2flr|~|-cos2or2-^cos2a3=0,      8in2aj4-siii2of2  +  8in2a3  =  0, 

cos  2  a,  =  —  2  cos  (ofj  +  ^z)  ^^^  ("2  —  "3)» 

sin  2ft ,  =  —  2  sin  («2  +  «3)  cos  (aj  —  «3). 

Durch  Quadriren  und  Addiren  erhält  man 

1  =  4  cos^  (cifj  —  «3)  und  «j  —  ''^a  =  ^0®. 

Ebenso  findet  man  jeden  der  beiden  andern  Winkel  des  Drei- 
ecks gleich  60®,  so  dass  das  Dreieck  gleichseitig  seinmuss. 

156.  Die  Gleichung  des  Kreises  zu  finden^  wel- 
cher dem  aus  den  Linien  a:,  =  0,  X2  =0,  x^=^  0  gebil- 
deten Dreieck  umgeschrieben  ist. 

Eine  Curve  zweiten  Grades ,  welche  dem  gegebenen  Drei- 
eck umgeschrieben  ist;  wird  allgemein  durch  eine  Gleichung 
Ton  der  Form  a2iX2X^  +  «31^3^1  +  «12^1^2  =  ^  dargestellt, 
da  derselben  durch  jedes  der  Paare  von  Voraussetzungen 

x^  =  0,  ^2  =  0;  X2  =  0,  x^^=  0;  x^  =  0,  a?j  =  0 

genügt  wird. 

Die  Bedingungen,  unter  welchen  diese  Gleichung  einen 
Kreis  repräsentirt,  werden  durch  das  Verfahren  des  Art  lö4 
gefunden : 
"m  cos  («2  +  «3)  4-  031  cos  («3  -f  a,)  4-  a,2  cos  (a,  -f-  «2)  =  0, 

"23  sin  («2  +  «3)  +  «81  sin  («3  +  a,)  -f-.a,2  sin  (a,  +  «2)  =  0. 
Im  Art.  65  ist  aber  gezeigt  worden,  dass  die  Grossen  a,, 
fii,  a^,  welche  zwei  Gleichungen  Yon  der  Form 

*i^i'  +  «2^2'  +  «8^3'  —  0,    a,a;,"  -f  ajx/'  +  a^x^'  =  0 
befriedigen  müssen,  zu  den  Differenzen 
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^2^8 


•*'2  •''3  ;      •''S  '*'l  •*  3  '*'l  >      '*'l  •*'2  •''1   '^^2 


proportional  sind.  Im  gegenwärtigen  Falle  sind  daher  die  Werthe 
von  023,  «3, ,  aj2  zu  sin  {a^  —  «3),  sin  («3  —  a,),  sin  (a,  —  o^) 
oder  nach  Art.  61  zu  sin  A^^  sin  A^y  sin  A^  proportional;  dem- 
nach  ist  die  Gleichung  des  einem  Dreieck  x,  =»  0,  oTj  =  0, 
:r3  =B  0  umgeschriebenen  Kreises  in  Dreilinien-Üoordinaten 
x^x^  sin  -4,  +  ^3^1  8Ü1  jIj  +  ^1^2  sin  -^3  =  0. 

157.  Die  geometrische  Bedeutung  der  eben  gefundenen 
Gleichung  ist  der  Beachtung  werth.  Wenn  wir  von  irgend 
einem  Punkt  0  die  Senkrechten  OP,  OQ  auf  die  Linien  0^1; 
X2  Mlen,  so  können  x^,X2  die  Längen  dieser  Senkrechten  sein; 
und  weil  der  Winkel  zwischen  ihnen  das  Supplement  von  C 
ist;  so  ist  die  Grosse  x^x.^  sin  A^  das  Doppelte  vom  Inhalt  des 
Dreiecks  OPQ.  In  gleicher  Weise  sind  X2  x^  sin  j4,  und  x.^  x^  sin  A^ 
je  das  Doppelte  der  Dreiecke  OB  Q  und  OBP.  Also  ist  die  Grosse 

X2X^  sin  -4,  +  ^3^1  sin  -^2  +  ^1^2  ^^i^  -^3 
das  Doppelte  des  Inhalts  des  Dreiecks  PQR,  und  die  im  letz- 
ten Artikel  gefundene  Gleichung  sagt  aus^  dassderlnhalt 
des  Dreiecks  PQR  verschwindet^  so  lange  derPunkt 
0  auf  de^r  Peripherie  des  umgeschriebenen  Kreises 

genommen  wird;  d.  h.  dass  die 
drei  Punkte  P,  Q,  R  alsdann  in 
einer  geradenLinie  liegen.Wenn 
gefordert  ist;  den  Ort  eines  Punktes 
0  so  zu  bestimmen;  dass  das  Dreieck 
PQR,  welches  die  Fusspunkte  der  von 
ihm  auf  die  Seiten  des  gegebenen  Drei- 
ecks gefällten  Perpendikel  zu  Ecken 
hat,  nicht  Null  aber  von  constantem 
Inhalt  sei,  so  wird  die  Gleichung  des  Ortes 

X2X^  sin  -4,  -f-  ^3^1  sin  A2  +  x^X2  sin  A^^  =  const.; 
und  weil  diese  von  der  Gleichung  des  umgeschriebenen  Krei- 
ses nur  im  constanten  Gliede  abweicht,   so  ist  es  (Art.  117) 
die  Gleichung  eines  mit  ihm  concentrischen  Kreises. 

158.  Aus  der  Gleichung  023  ^2^8 "1" ^31  ^3^1 +  ^12^1  ^2*="^^ 
können  für  alle  möglichen  Werthe  der  a,y  gültig;  also  auf  alle 
dem  Dreieck  x^  =0,  ir2  =  0;  x^  =  0  umgeschriebenen  Cur- 
ven  zweiten  Grades  bezüglich,  folgende  Ergebnisse  geschlossen 
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werden.     Wenn  man  die  Gleichung  in  der  Form 

schreibt  und  erinnert,  dass  die  Gerade  x^  =  0  die  Curve  in 
den  Punkten  schneidet^  wo  sie  die  Geraden  x^  =0,  a?2  =  0 
trifft,  weil  die  Substitution  x^  =  0  die  Gleichung  der  Curve 
auf  jr,a'2  =  0  reducirt,  so  erhellt  mit  demselben  Grunde,  dass 
die  zwei  Punkte,  in  denen  die  Gerade  «23^2  +  ^31^1  =  ^  ^^® 
Curre  schneidet,  diejenigen  sind,  welche  sie  mit  den  Geraden 
/j=0,  X2=0  gemein  hat;  da  aber  diese  letzteren  zusammen- 
fallen, da  «23^2  +  ^31  ^1=0  durch  den  Schnittpunkt  von  .r,  =0, 
/2  =  0  geht,  so  ist  die  Gerade  «23*^2  "1"  ^31-^1  =  ^  die  Tan- 
gente der  Curve  im  Punkte  (Tj^Pj)  (Art.  104).  Im  Falle  des 
Kreises  ist  die  Gleichung  dieser  Tangente  o^j  9mA2'\-X2smÄ^==^0, 
und  da  nach  Art.  64  x,  sin  -4,  +  x^  sin  ^2  =  ^  ®^^®  Parallele 
zur  Basis  x^=^0  durch  die  Gegenecke  des  Dreiecks  darstellt, 
80  schliesst  man  (Art.  55),  dass  die  Tangente  in  einer  Ecke 
mit  der  einen  anliegenden  Seite  denselben  Winkel  bildet,  den 
die  Gegenseite  mit  der  andern  anliegenden  Seite  macht.  (Euklid, 
III,  32.) 

Wenn  man  die  Gleichungen  der  Tangenten  des  Kegelschnitts 
in  den  Ecken  des  Dreiecks  in  der  Form  schreibt 

^  +  :^  =  0,     i^  +  -^«=0,     -^*+:^  =  0, 

so  sieht  man ,  dass  die  Schnittpunkte  derselben  mit  den  Gegen- 
seiten in  einer  geraden  Linie  liegen,  «deren  Gleichung  ist 

^  4.  f^  -i_  ^  =  0. 

«M    '    o«t         «It 

Subtrahirt  man  ferner  die  Gleichungen  der  Tangenten  paar- 
weise von  einander,  so  erhält  man  die  Gleichungen  der  gera- 
den Linien,  welche  die  Ecken  des  ursprünglichen  Dreiecks  mit 
den  entsprechenden  Ecken  des  Dreiecks  der  Tangenten  verbin- 
den, und  erkennt  aus  ihrer  Form 

5t ^»  —.  0      — '- ^1  ==  0      — ^  =  0 

dass  diese  drei  Geraden  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  (Art.  40 ; 
Art  60,  Aufg.  3 ;  Art.  130.)  ^^) 

159.    Wenn  x^x^x^^  ^i"^i"^3"  ^^e  Coordinaten  von  zwei 
Punkten  der  Curve  sind,  so  ist  die  Gleichung  ihrer  geraden 

8 almoB- Fiedler,  anal.  Oeom.  d.  Kegelechn.    4.  Aufl.  14 


210  X..  Der  Kreis  in  trimetri^chea  C4M>nliiiat«D.    160. 

Verbindniiffsliiiie  — ?^  i.  ^t  -\-  ^  "  J^9  -i — ^"  J"*  =  0.     Denn 
o  X,  X,       ^^    x^Xt      *    •    jr,  Xj      ^ 

wenn  man  in  dieselbe  r,',  jr^',  s^  fnr  ^,,  Jr^,  j-3  sabetiiiiirty  so 
wird  die  Gleichung  erfüllt,  weil  j,",  x^",  jtj"  der  Gleichang  der 

Cunre  genügen ,   die  man  in  der  Form    ^  -|-  ^-  -|-  -*•  =0 

Xx         Xx         x^ 


schreiben  kann;  und  in  derselben  Art  wird  die  Gleichung  auch 
durch  jr,",  x^\  x^'  erfüllt.  Auf  Grund  dieser  Gleichung  kann 
man  die  Tangente  der  Curre  im  Punkte  jr^',  x^',  x^  in  der  Form 

^  X,  +    \  ^2  H — %  -"z  =  0  schreiben,  und  sieht  umgekehrt^ 

Xf  Xy  ^ 

dass  für  x,  5i  +  -^jli  +  -^aSj  =  0  als  die  Gleichung  einer  Tan- 
gente der  Gurre  die  Coordinaten  x{j  x,',  x,'  des  Berührungs- 
punktes durch  die  Relationen  ^^  =  g, ,  — ^  =  g^^  ^  =  g^  ge- 

^1  «&f  «i/j 

geben  sind.  Indem  man  also  aus  diesen  Gleichungen  x^^x^y  x^ 
bestimmt  und  ihre  Werthe  in  die  Gleichung  der  Curve  sub- 
stituirt,  welche  durch  den  Punkt  x/,  Xj',  X3'  erfüllt  sein  muss^ 

erhält  man  (tfjaSi)^  +  (^'31  ^2)-  +  (0^12^3)'  =  ^  ^^  ^®  Bedin- 
gung,  unter  welcher  die  gerade  Linie  5,  Xj  +  %^x^  -f"  \z^z  =  ^ 
die  Curve  «23X2X3  +  031^^3 ^1  +  «13-^1  ^^2  =  ^  berührt.  Nach 
dem  Früheren  bezeichnen  wir  dieselbe  als  die  Tangential- 
gleichung  der  Curve  oder  als  ihre  Gleichung  in  Linien- 
coordinaten.  Sie  hätte  auch  gefunden  werden  mögen  durch 
Elimination  von  x,  zwischen  der  Gleichung  der  Geraden  und 
der  Gleichung  der  Curve  und  durch  die  Bildung  der  Bedingung, 
unter  welcher  die  so  erhaltene  Gleichung  in  Xj :  Xj  gleiche  Wur- 
zeln hat.  Man  sieht  leicht,  dass  sie  für  flr,j  ==  dja  =  «33  =  0 
aus  der  allgemeinen  Form  der  Tangentialgleichung  des  Kegel- 
schnitts im  Art.  113  hervorgeht. 

160.  Mau  soUdieBedingungen  entwickeln,  unter 
welcher  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 

^11*^1    ~r  ^22*^2      I    ^SS'^S   "r^Ö^23'^'2*^3"l    ^^31  •^3-^1  ~r^  ^12*^1  »^2^^^^ 

einen  Kreis  darstellt. 

Man  kann  dieselbe  von  dem  elementaren  Satze  aus  erhal- 
ten, der  im  Art.  134,  Aufg.  l  bewiesen  ist,  und  der  die  Gleich- 
heit der  vom  Kreise  bestimmten  Rechtecke  in  den  durch  einen 
Punkt  gehenden  Transversalen  ausspricht.  Denn  wenn  die  Sei- 
ten A^Ar^y  A.^A^^  A^A.2  des  Fundameutaldreiecks  -4,-42-43  den 
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Kreis  in  den  Punktepaaren  a,h]  c,  d\  e,  /*  respective  schneiden, 
so  übertragen  sich  die  Relationen 

A^c.Ä^d=Ä^e.Äifj  A^e . A2f=A2a > A^h ,  A^a.Ajb=A2C,A^d 

in  die  Sprache  des  trimetrischen  Punkt- Coordinatensystems  in 
folgender  Art.  Sind  die  den  Punkten  e,  /*  entsprechenden  Werthe 
von  2*2  durch  .Tj',  Xj",  und  die  den  Punkten  c,  d  entsprechen- 
den von  0*3  durch  x^",  3c^"%  die  Seiten  des  Fundamentaldrei- 
ecka  durch  5„  s,2,  s^  bezeichnet,  wie  früher,  so  geht  die  Rela- 
tioniljC.-4jd=-4jC.-4,/'durch-4,e.-4irf.8inMj=-4,e.-4i/l8inM, 
in  J^"x{"  =  x^x^'  über.  Zur  Bestimmung  der  Werthe  von 
//',  x^"'  und  0*2' 7  ^2"  erhält  man  aber  die  durch  die  succes- 
sive  Substitution  von  x^  =  0,  :e'.j  =  0  in  die  allgemeine  Glei- 
chong  entstehenden  Gleichungen 

respective  verbünden  mit  den  aus  5j:t,  + 52:1*2+ 53.^3 =Jlf  her- 
vorgehenden Relationen  s^x^  -j-  §^^3  =«  Jf,  s^x^  +  s.^x^  =  M, 
So  erhält  man  für  die  Bestimmung  der  den  Schnittpunkten  mit 
^1-^2  entsprechenden  Werthe  von  x^  die  Gleichung 

('J„S3'+  033^1  ^  —  2  «is^i^aK^  +  2  J!lf(a,3S,-  «,  1S3K+  «1  i-3f^=  ^> 
und  f&r  die  Werthe  von  x^  bezüglich  der  Schnittpunkte  mit  A^  A^ 

(^'llV+Oji^l^— 2ai2Si52)  j:2^+2iif  («,2^1— «iA)^2+ ^11^  =  0 

daher  ist 

3    •'3     —  «.  o«J_/,    .«_9«    o.e.»   -^2*^2     — 


ond  die  erste  der  obigen  Bedingungen  also 

^\\h  "l~  ^33*1    —  2^135,53  =  «11S2   "f*  ^22^1    — 2a^^s^s.i. 
Die  beiden  andern  geben  analoge  Relationen,  und  ihre  Ver- 
einigung bildet  die  Doppelbedingung 

^11*2    ~r  ^22^1  ^^\1^\^2  ^^  ^22^3     ~r  ^33^2     ^^*23^2^3 

=  ^3^1   4"  ^11^3        2a,3S, S3, 
in  der  man  noch  die  Seiten  5,,  Sj;  ^3  d^rch  die  Sinus  der  Gegen- 
winkel ersetzen  kann. 

Zu  demselben  Ergebniss  führt  aber  auch  der  folgende  ganz 
verschiedene  Weg.'*')  Da  die  Glieder  vom  zweiten  Grade  x'-f-y* 
in  den  Gleichungen  aller  Kreise  dieselben  sind,  so  können  die 
Gleichungen  von  Kreisen  nur  im  linearen  Theile  von  einander 
verschieden  sein ;  wenn  also  5=0  einen  Kreis  repräsentirt, 

14* 
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so  ist  S  -{-  Ix  -{-  my  -{-  n  =^  0  die  Gleichung  eines  beliebigen 
andern  Kreises.  Ebenso  haben  wir  in  trimetrischen  Coordi- 
naten,  wenn  die  Gleichung  irgend  eines  Kreises  gefunden  ist, 
nur  zu  ihr  Glieder  a^x^  +  «2^2  +  ^3^3  (welche,  damit  die 
Gleichung  homogen  werde,  durch  die  Constante 

x^  sin  Äy^  -|-  x^  sin  A2  +  x^  sin  Ä^ 

multiplicirt  werden)  zu  addiren  und  erhalten  eine  Gleichung, 
die  einen  beliebigen  Kreis  darstellt.  Daher  kann  nothwendig 
die  Gleichung  eines  jeden  Kreises  in  die  Form 

(a,x,  +  «2^2  "f*  ^^s)  (^1  sin  -4,  +  X2  sin  A2  +  ^3  sin  -^3) 
+  Je  {X2X^  sin  -4-1  4"  ^3^1  sin  A2  +  XyX2  sin  -^3)  =  0 
gebracht  werden.     Und  wenn  man  die  Coefficienten  von  x^'^f 
^2%  ^3^  ^  dieser  Form  mit  denen  in  der  allgemeinen  Gleichung 
vergleicht,  so  erkennt  man,  die  letztere  müsse,  wenn  sie  einen 
Kreis  darstellen  soll,  auf  die  Form 

{^Ä-  ^1  +  Ä  ""^  +  Ä  ^3)  (a:,8in.4,+;r2sin^2+^38in^8) 
+  Je  (a?2^3  sin  -4,  +  x.^Xi  sin  Ä2  +  x^  X2  sin  -4.3)  =  0 

reducirbar  sein,  und  eine  Yergleichung  der  noch  übrigen  Coef- 
ficienten giebt 

2  ajs  sin  Ä2  sin  Ä^=  «33  sin^^,  4:  ^22  sin^^3~|-  JcsinAysmA2  sinA^ , 
2  a^i  sin  -^3  sin  -4., = a,  j  sin^-4.3 + c^^  sid^A  , + ^  sin  -4  j  sin  -4^  sin-^a , 
2  ai2  sin  -4^  sin  -42=^  a^^  sin^-4,  +  aj ,  sin^-42+  isin  -4,  sin  -4^  sin43 ; 
oder  durch  Elimination  von  Je  das  System  der  Bedingungen 
a228inM3+a33sin2-42 — 2a23sin-42sin-43=  a33sin'-4j +a| ,  8in'-43 — 
2a3i8in-43sin-4j=aii8in2-42+«22siii*-4i  —  2a,2sin-4,8in-42. 
Wenn  die  Gleichungen  von  zwei  Kreisen  in  der  Form 

(a,  Xy  +  «2^2  +  ^3*3)  (^i  sin  -4j  +  X2  sin  -42  +  ^3  sin  -43) 
+  Jc(x2X^  sin  Ai  +  x^Xy  sin  -42  +  XyX2  sin  -43)  =  0, 

(a/rr,  +  a2X2  +  a^'x^)  {x^  sin  -4,  +  ^2  sin  -42  +  ^3  sin  A^) 
4"  Jc{x2X^  sin  -4,  +  a?3ic,  sin  -4,  +  a;|a:2  sin  -43)  =  0 

geschrieben  sind,  so  ist  die  Gleichung  ihrer  Radicalaxe 

«1^1  +  «2^2  +  «8^3  —  (^i^i  +  «2'^2  +  «n'^s)  =  0; 
und  a^x^  -}"  ^2^2  "f"  ^3^3  =  ^  ^st  die  Badicalaxe  des  ersten 
Kreises  mit  dem  Kreise,  welcher  dem  Fundamentaldreieck  um- 
geschrieben ist. 
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Aufg.  1.  Bestätige,  dass  XyX^ — x^  =  0  einen  Kreis  reprä- 
sentirt,  wenn  L  '^i  =  L  -A.^  ist.  (Art.  154.) 

Die  Gleichung  kann  in  der  Form  geschrieben  werden 

/iJjSiiLij-l-arjirjSin-Ai+iCs^i  sin-^j — iCgC^i  sin-4j+flJ28in-42+x.,8in-ä3)  =  0. 

Äufg.  2.  Die  drei  Mittelpunkte  der  Seiten  und  die  drei  Fuss- 
punkte  der  Höhen  in  einem  Dreieck  liegen  in  demselben  Kreise. 
Die  Gleichung 

X,'  sin  A^  cos  Ä^  +  X2^  sin  A^ooh  Ä^  -]-  x^  sin  J.,  cos  il^  — 
(Xja?2  sin  A^  +  x^x^  sin  Ay^  +  ^3^1  sin  A^  =  0 

repi^entirt  eine  Curve  zweiten  Grades ,  welche  diese  sechs  Funkte 
enthält.    Denn  für  0^3  =  0  erhält  man  aus  ihr 

j;i'8in^jCos^i-f*^2^^i^2^^^'^2 — x^X2{9viLA^QO^A^'\-cosAyBmA^^==^Qy 

was  in  die  Factoren  {x^  sin^li  — X2BmA^  und  (a:,  cos^,  — 0^2 cos  J.,) 
zerfällt;  etc.  Diese  Curve  ist  aber  ein  Kreis,  denn  man  kann  ihre 
Gleichung  schreiben 

(/j 008^11+ ^2^^-^4*^3*508^13)  (arjsinili  +  iCjsinuiij  +  iCs  sinnig) 
—  2{x^X2^mA^'\'X2X^^mAY'\-x^Xx^mA^=^0, 

Man  sieht  daraus ,  dass  die  Badicalaxe  des  umgeschriebenen  Kreises 
und  des  durch  die  Mittelpunkte  der  Seiten  gehenden  Kreises  die 
Gerade  a^jCOsJ., +a?2COS-l2+X3CO8il3  =  0  ist,  d.^h.  die  Axe  der 
Homologie,  welche  das  gegebene  Dreieck  mit  dem  durch  die  Fuss- 
pankte  der  Höhen  gebildeten  Dreieck  bestimmt. 

161.  Die  Gleichungen  der  Kreise  zu  bilden^  wel- 
chedieSeiten  desFundamentaldreiecks  x^=Qy  ^2=^) 
JC3  =  0  berühren. 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Carve  zweiten  Grades,  wel- 
che die  drei  Seiten  berührt,  ist 

^^^x^^-^-a^x^-^a^^x^ — 202^3X2^:3 — 2a^ayX^x^ — 2aya^yX2=^0*) 
Denn  wenn  man  x^=0  substituirt,  so  erhält  man  das  voUkom- 

*)  Es  muBs  bemerkt  werden,  dass  die  Gründe  des  Beweises  anwend- 
bar bleiben  würden ,  wenn  die  Doppelproducte  das  Zeichen  ±  erhalten 
hätten;  giebt  man  jedoch  denselben  allen  das  positive  Zeichen,  oder 
noem  von  ihnen  das  positive  und  den  beiden  andern  das  negative 
Zeichen,  so  repräsentirt  die  Gleichung  keine  eigentliche  Curve  zweiten 
Grades  mehr,  sondern  eine  doppelt  gezählte  Gerade,  da  sie  mit  dem 
Quadrat  von  a^Xi  ±  ^^t  ±  «8^3=™  0  identisch  wird.  Die  im  Text  ge- 
wählte Form  schHesst  auch  den  Fall  ein ,  in  welchem  zwei  der  Doppel- 
producte positiv  sind,  während  das  dritte  negativ  ist,  sobald  man  vor- 
aussetzt, dass  die  a| ,  a«,  Oj  sowohl  positive  als  negative  Grössen  sein 
können. 
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mene  Quadrat  a^'^x^^-^a^x,^  —  2a^a.^x^X2  =  0,  d.  h.  die  Seite 
x^  =  0  berührt  die  Curve  oder  schneidet  sie  in  zwei  zusam- 
menfallenden Punkten ;  etc.  Mau  kann  die  so  begründete  Glei- 
chung auch  in  der  Form  {o^x^)^-\-{a2X^i'\-{a^x^^=0  schrei- 
ben, welche  durch  Beseitigung  der  Wurzelgrössen  in  jene  Form 
übergeht. 

Ehe  aber  die  besonderen  Werthe  von  a, ,  a^  i  «3  bestimmt 
werden,  für  welche  diese  Gleichung  einen  Kreis  repräsentirt, 
mag  eine  Reihe  von  Ergebnissen  bemerkt  sein^  welche  für  alle 
einem  Dreieck  eingeschriebenen  Curven  zweiten  Grades  gelten. 
Wenn  man  die  Gleichung  in  der  Form 

ag  .Tg (03^3  —  2 ^2 •'^2  —  2apr,)  +  («i^i  —  (h^2f  "^  ^ 
schreibt,  so  erkennt  man^  dass  die  durch  den  Eckpunkt  (:r,,  s^ 
gehende  Gerade  a,a:,  —  «2^2  =  ^  2Mi^i  den  Punkt  enthält,  in 
welchem  ^3=0  die  Curve  berührt.  Die  drei  Geraden,  welche 
die  Berührungspunkte  der  Seiten  mit  den  Gegenecken  des  um- 
geschriebenen Dreiecks  verbinden,  haben  also  die  Gleichungen 

a^x^  —  a.^x^  =^  0 f  a^x^  —  ^^-^'a  =  0,  (t^x^  —  OjiTj  =  0 
und  schneiden  sich  daher  in  einem  Punkte.  Der  nämliche  Be- 
weis, welcher  zeigt,  dass  x^^=0  die  Curve  berührt,  zeigt  auch, 
dass  a^x^  —  2a, rr,  —  2a2 ^^2  =  ^  ®^^®  Tangente  der  Curve  ist; 
denn  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  der  Curve  ein- 
setzt, so  erhält  mau  das  vollständige  Quadrat  {a^x^  —  a2X.^'^=(i\ 
jene  Gerade  schneidet  also  die  Curve  in  zwei  zusammenfallen- 
den Punkten,  und  a^x^  —  aj^t^  =*  ^  g®^^  durch  den  Berüh- 
rungspunkt. Wenn  man  also  die  Ecken  des  Dreiecks  mit  den 
Berührungspunkten  der  Gegenseiten  verbindet  und  in  den  Punk- 
ten, welche  diese  Geraden  mit  dem  Kegelschnitt  ausserdem  ge- 
mein haben,  die  Tangente  des  letztern  zieht,  so  sind  (lie  Glei- 
chungen derselben 

2a20i^2  "f"  2a,x*j  —  «2^2  =  0, 
und  man  erkennt,  dass  die  drei  Punkte,  in  welchen  sie  die 
respectiven  Gegenseiten  des  Dreiecks  schneiden,  in  einer  ge- 
raden Linie  aia:,  +  «2^2  +  ^'3^3  =  ^  liegen;  denn  diese  geht 
durch  den  Schnitt  der  ersten  Geraden  mit  ^3  =  0,  durch  den 
der  zweiten  mit  a?,  =  0  uud  den  der  dritten  mit  Xj  =  0. 
162.  Die  Gleichung  der  Sehne,  welche  die  beiden  Punkte 
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X,',  Xj',  Xj'  nnd  as,",  «/',  x^'  der  Curve  verbindet,  ist") 

Denn  die  Sabstitiition  von  a:/,  x^^x.^  für  a;i,  x.^,  a;.,  respec- 
tive  erlaubt  die  linke  Seite  der  Gleichung  auf  die  Form 

+  («3^30*}  -  (^,V^3')'  {(«.^,")*  +(«.<')*  +  («3^)*} 
zu  bringen,  und  diese  zeigt,  dass  dieselbe  verschwindet,  weil 
die  betrachteten  Punkte  in  der  Curve  liegen.     Wenn  man  in 
dieser  Gleichung  x(%  x^\  x^'  respective  gleich  :r,',  x^^  x.^  setzt^ 
so  erhält  mau  die  Gleichung  der  Tangente  nach  Division  mit 

dem  Factor  2{x(x{x{)^  in  der  Form 

Wenn  umgekehrt  5,x,  +  52^2  +  ^3^3  =  0  eine  Tangente  der 
Curve  darstellt,  so  werden  die  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes durch  die  Gleichungen 

(:•)*-«"  (s-)*-^'  (?)*-«■ 

bestimmt.  Setzt  man  die  daraus  entspringenden  Werthe  von 
j,',  jTj,  ^3'  ^^  die  Gleichung  der  Curve  ein,   so  erhält  sie  die 

Form  der  Bedingung  ?*  +  t*  +  —  ==  0,   unter  welcher  die 

5l  St  ^3 

Gerade  Sjo:,  +  S2'''2  +  53<i  ==*  0  ®^^®  Tangente  der  Curve  ist, 
d.  h.  die  Tangentialgleichung  der  Curve. 

Die  Reciprocität,  welche  zwischen  den  Gleichungen  in 
Punktcoordinaten  und  denen  in  Linien-  und  Tangential -Coor- 
dinaten stattfindet,  wird  noch  deutlicher  bei  der  Auflösung  des 
umgekehrten  Problems  erkannt,  welches  fordert,  die  Gleichung 
der  Curve  zu  finden ,  deren  Tangenten  die  Bedingung 

bl .         Ss  Ss 

erfüllen.    Dazu  folgen  wir  dem  Gange  des  Art.  157.     Sind 

S|>|  +  l2'^2  +  63'-^3  =  0,       l/X  +  |./'.''2  +  Is-^'A  =  ^> 

irgend  zwei  gerade  Linien,  für  deren  CoefficienteH  1/,  l^^,  S3'; 
l{\  I2",  I3"  die  obige  Bedingung  erfüllt  ist,  und  die  daher  Tan- 


C^yr 
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genten  der  Cunre  sind^  deren  Gleichung  zu  bestimmen  ist,  so  ist 

«161    _i      02!«      I     «afa    A 

5l   d  b2   bS  b3  b3 

die  Tangentialgleichung  ihres  Durchschnittspunktes.  Denn  nach 
Art.  77  ist  eine  Gleichung  von  der  Form  aj  +  61?  +  c5  =  () 
die  Bedingung^  unter  welcher  die  gerade  Linie  5^+12^+5^=0 
durch  einen  gewissen  festen  Punkt  geht,  d.  h.  sie  ist  die  Tan- 
gentialgleichung dieses  Punktes.  Die  vorher  geschriebene  Glei- 
chung ist  aber,  da  sie  durch  die  Tangential  Coordinaten  von 
zwei  Geraden  befriedigt  wird,  insbesondere  die  Tangentialglei- 
chung ihres  Durchschnittspunktes.  Setzt  man  in  derselben 
5,',  gj';  63'  respective  gleich  ^i"?  ^29  Sa";  so  ergiebt  sich ,  dass 
die  Gleichung  des  Durchschnittspunktes  von  zwei  auf  einan- 
der folgenden  Tangenten  der  Gurve,  d.  i.  die  Gleichung  ihres 
Berührungspunktes, 

«ifii  _i    ««6«    I.  «als  A 

j^  +  {7«-  +  L'i  -  ^ 

ist.    Die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  sind 

Wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Werthe  von  {,',  Ij»  ^3' 
entnimmt  und  sie  in  die  von  $]',  §2'?  Sa'  ^^  erfüllende  Rela- 
tion substituirt,  so  entsteht  die  verlangte  Gleichung  der  Curve 
in  der  Form 

(«i^i)*  +  («2^2)*  +  («3^3)*  =  0- 
163.   Die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Gleichung  des 
eingeschriebenen  Kegelschnitts  insbesondere  einen  Kreis  dar- 
stellt, sind  nach  Art.  160 

a^  sin  2-43+  ^^  Bm^A^-^  2  aj  «3  sin  A.^A^  =  a^  sin^-^i  +  a,  ^  sin^-ij 

+  2^301  sin -4-3-4.,  =  a^'^mi^A^-^-a^sm^A^  +  2«!  a28in  A^  sinil;, 
oder 

rt2sin-43+a3sin-4.^=+(a38in-4,+aisin-43)=+(aisinA^+a2sin^4,). 

Da  diese  Bedingungsgleichungen  durch  Wechsel  der  Zeichen 
in  vier  verschiedenen  Arten  geschrieben  werden  können,  so 
giebt  es  vier  verschiedene  Kreise ,  welche  die  Seiten  des  Fun- 
damentaldreiecks berühren.  Wählt  man  in  beiden  Fallen  das 
positive  Zeichen,  so  sind  die  Gleichungen 

aj  sin  -43  —  a^  sin  -43  +  a^  (sin  A^  —  sin  -42)  =  0, 
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ö,  sin  Aj  +  aj  (sin  -4,  —  sin  -^3)  —  %  sin  Ä2  =  0, 

und  ihre  Auflösung  giebt  wie  in  Art.  154 

fl,  =  sin  -4,  (sin  A.^  +  sin  A^  —  sin  A^) , 
a.,  =  sin  A2  (sin  A^  +  sin  -4,  —  sin  A2) , 
a^  =  sin  A^  (sin  -4j  +  sin  -42  —  sin  ^3), 

and  da  im  ebenen  Dreieck 

sin  ^2  +  s^^  ^3  —  s^^  -4,  =  4  cos  ^A^  sin  ^^Ij  s^'^  i-^3 
ist,  80  sind  diese  Werthe  von  aj ,  öj,  «3  respective  proportional 
zu  cos'  i-4j,  cos'  i-^2;  ^^s^  i-^3  ^'^^  ^^®  Gleichung  des  ent- 
sprechenden oder  des  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises 
ist  daher 

a:i^cos^^,+X2^cos^-42+a'3^  cos^-43=0*) 
oder 

X, '  cos^  \A^ + ^2'  cos^  i-42+  a^a'  cos^  ^-43  —  2  o^i^Jj  cos'  |-4,  cos'  ^-42 
— 23:2^:3  cos' 4 -4.2  cos' 4^ -43  —  20:3^:,  COS'4^-43CO8'^-4,  =  0. 

Dass  diese  Gleichung  einen  Kreis  repi&entirt;  beweist  man 
durch  Ueberführung  in  die  Form 

/x,eo..M^  ^cos^l^      ^^i^Va;,  sin^,  +x, sin ^,+^3 sin ^3) 

y    Bin^,        '        sinJ.2        '        Bm-4.g     y^   »  112  213  j/ 

BinJ.,  ainJ.,8in^j        \23  iiji  2112  3/ 

Auf  demselben  Wege  findet  man  die  Gleichung  eines  der  ausser- 
lieh  berührenden  Kreise  in  der  Form 

x^  cos*  \A^  4"  ^2  ^08*  i-^2 + ^3^  ^^s*  i-^3"~  2  X2X^  sin'  ^^-42  sin'  ^-43 
-f  2a;3JCi  sin'^-43  sin' i|^ -4j  +  2a:i  ir2sin'4 -4,  sin'i|^-42 = 0 

oder  11t 

(— a:j)*cos|-4i+a;2*cosi-42  +  ^3'^<^s4-43=i=0. 


*)  Diese  Gleichung  des  eingeschriebenen  Kreises  kann  nach  folgen- 
der Ableitung**^)  aus  der  des  umgeschriebenen  Kreises  erbalten  werden: 
Sind  die  Gleichungen  der  Seiten  des  von  den  Berührungspunkten  des 
emgesebriebenen  Kreises  gebildeten  Dreiecks  a;|'=  0,  ^^'«»0,  x^  =^0 
and  seine  Winkel  ul/,  A^^  A^\  so  ist  nach  Art.  154  die  Gleichung  des 
Kreises  a;,'a:j'  cos  Ä^  +  ais'iCt'  cos  J^'  -|-  ^1'  ^t  cos  A^*  =»  0.  Aber  nach  Art.  1 66 
ist  für  jeden  Punkt  des  Kreises  Xi'*  s^*  x^x^,  xi^ «»  x^Xx,  x^^  ^^  XiXx^ 
und  überdies  ist  A{  ^W^  —  ^Axy  etc.  Die  Substitution  dieser  Werthe 
giebt  die  Gleichung  des  Kreises  wie  vorher 

a^i^cos  ^Ai  -f-  ^^  cos  \Aji  -f-  ^s^  cos  \A^  =  o. 
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Das  negative  Zeichen  entspricht  dem  Umstände,  dass  dieser 
und  der  dem  Dreieck  eingeschriebene  Kreis  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  der  geraden  Linie  2;,  =  0  liegen. 

Aufg,  Man  soll  die  Radicalaze  des  eingeschriebenen  Kreises 
und  des  durch  die  Mittelpunkte  der  Seiten  gehenden  Kreises  be- 
stimmen. Die  Gleichung  derselben  wird  nach  der  Methode  des 
Art.  160  in  der  Form 

2  cos^  i  -4,  cos^  ^  A2  cos*  ^-^3  /  iC|  cos  -4i  -}"  x^  cos  A2 + x^  cos  A^  \ 

.       Ä      '       A      '       Ä     i       C08*ij4,     ,  C08*4^j4,     ,  C0S*l-4al 

=sm^, smJ^sm-do<a;,— T— V-^  +  x^    -   'a     +  ^Jo— ^— *.— > 

erhalten.  Diyidirt  man  sie  durch  2  cos  ^A^  cos  ^A^  cos  ^^3,  so 
wird  der  Coefficient  von  x^  in  dieser  Gleichung 

cos^^j  i2QQf?\A^%m^A2^iii^\A^ — cos ^1  cos 4^ ^2 ^^^4^ ^3} 
oder  cos  i^A^  sin  \{A^  —  A^  sin  \{A^  — A^\ 

die  Gleichung  der  Badicalaxe  kann  daher  geschrieben  werden 

a?i  coB  \Ai       I       g,  co8-|^t     j X,  coa  ^  J,     ^ 

8ini(^, --4,)    '    sini(^— -4,)  "t"  %m\(A^  -  -4,)  ~  "' 

und  man  erkennt  nun  aus  der  Bedingung  des  Art.  162 ,  dass  diese 
Linie  den  eingeschriebenen  Kreis  berührt,  in  einem  Punkte,  dessen 
Coordinaten  durch  sin'  \  {A^ — A^ ,  sin'  \  {A^ — ui, ) ,  sin'  \  {A^  —  A^) 
bestimmt  sind.  Diese  Werthe  zeigen  nach  Art.  67,  dass  dieser 
Punkt  in  der  Verbindungslinie  der  Centra  enthalten  ist,  deren  Co- 
ordinaten 1,1,1  und  cos  (-42  —  -43),  cos  (.43 — -4j),  cos(.4i — A^^ 
sind.  Man  zeigt  in  gleicher  Weise ,  dass  der  durch  die  Seitenmit- 
telpunkte gehende  Kreis  alle  vier  die  Seiten  berührenden  Kreise  be- 
rührt —  der  Satz  von  Feuerbach. '^) 

Der  folgende  Beweis  dehnt  den  Satz  auf  die  acht  Kreise  des  Apol- 
lonischen Problems  aus,  die  in  der  Art  in  Gruppen  von  vier  zer- 
fallen, dass  die  Kreise  jeder  Gruppe  von  einem  imd  demselben  neuen 
Kreise  berührt  werden.    (Art.  162.) 

Wenn  s^^s^,  s^  die  nach  der  Grösse  geordneten  Seitenlängen 
des  Dreiecks  sind,  wenn  wir  die  aussen  berührenden  Kreise  corre- 
spondirend  1,2,3  und  den  eingesdiriebenen  Kreis  4,  femer  die 
Längen  der  äusseren  und  inneren  gemeinsamen  Tangenten  der  Kreise 
1  und  2  mit  12,  12'  nennen,  etc.,  so  muss,  weil  die  Seite  5,  den 
Kreis  1  auf  der  einen  und  die  Kreise  2^  3,  4  auf  der  andern  Seite 
hat,  nach  Art.  152  die  Relation  stattfinden 

13' .  24  =  12' .  34  +  14' .  23. 
Ebenso  erhält  man 

12' .  34  +  24' .  13  =  23' .  14  und  23' .  14  =  13' .  24  +  34'.  12 
und  somit  durch  Addition  24' .  13  =  14'.  23  +  34' .  12,  wo- 
nach die  vier  Berührungskreise  des  Dreiecks  von  einem  und  dem- 
selben fünften  Kreise  berührt  werden,  welcher  den  Kreis  4  auf  der 
einen  und  die  Kreise  1,  2,  3  auf  der  andern  Seite  hat.    Zu  den 
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acht  Kreisen  des  Apollonischen  Problems  erhält  man  so  acht  neue 
Kreise;  das  Verhältniss  beider  Gruppen  zu  einander  ist  ein  gegen- 
seitiges. Zu  denselben  kommen  noch  sechs  Kreise,  die  zwar  je  vier 
der  Apollonischen  berühren,  während  doch  jeder  von  diesen  nur  durch 
drei  der  Letzteren  berührt  wird. 

164.  Wenn  die  Gleichung  eines  Kreises  in  trimetrischen 
Punktcoordinaten  einer  Gleichung  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  äquivalent  ist,  in  welcher  die  Summe  oi^  -f-  y^  mit  dem 
Coefficienten  m  behaftet  ist,  so  ist  das  Resultat  der  Substi- 
tution der  Goordinaten  ii^end  eines  Punktes  in  diese  Gleichung 
das  mfache  vom  Quadrat  der  Länge  der  Tangente,  die  mau 
von  diesem  Punkte  an  den  Kreis  ziehen  kann.  Die  Constante 
kann  leicht  bestimmt  werden,  sobald  man  einen  Punkt  kennt, 
für  welchen  das  Quadrat  der  Tangente  durch  geometrische  Be- 
trachtungen erhalten  werden  kann. 

Wenn  diese  Constante  m  für  zwei  Kreise  bestimmt  ist, 
80  giebt  die  Subtraction  der  respective  durch  m  und  m  divi- 
dirten  Gleichungen  nothwendig  eine  Differenz^  theilbar  durch 

x^  sin  jIj  -f-  «^2  s^  -^2  "f"  ^3  s^  -^3  > 

die  linke  Seite  von  der  Gleichung  der  Radicalaxe. 

Aufg,  1.  Man  bestimme  den  Werth  der  Constanten  m  für  den 
durch  die  Mittelpunkte  der  Seiten  gehenden  Kreis 

/,'  sin  j!j  co8-4j  -|-^2^  ^vclA^  cos-Aj+^s*  sin^lj  cos-Aj  — 0:20:3  sin^i 

—  x^  ar,  sin  A^  —  rr,  x^  sin^3  «=  0. 

Weil  der  Kreis  eine  Seite  0:3  «=  0  des  Dreiecks  in  Punkten  schnei- 
det, deren  Entfernungen  von  der  Ecke  A^  respective  gleich  ^^3 
und  ^2  cos  Ay^  sind,  so  ist  das  Quadrat  der  Tangente  von  A^  an 

diesen  Kreis  gleich  ^^2^;^  ^^^  -^v  ^^^  ^^  ^^  ^^®  ^^^^  ^1  ^^^ 
Substitution  o?2  =  0,  iCj  =  0  gilt,  so  erhält  man  aus  der  Glei- 
chung des  Kreises  a?,'^  sin  A^  cos  -4,,  wo  x(  die  von  A^  auf  die 
Gegenseite  gefällte  Normale  ist,  oder 

«2^3  sin  A^  sin  A^  sin  ^3  cos  A^ . 
Also  ist  die  fragliche  Constante  m  gleich  2  sin  ^ j  sin ^2  ^^^^  ^3- 
Aufg.  2.     Man  soll  die  Constante  m  für  den  Kreis 

x^x^  sin  -4,  +  *3^i  siii  -^  +  ^1^2  ^^^  -^^"^^  ^ 
bestimmen. 

Wenn  man  von  der  vorigen  Gleichung  die  linearen  Glieder 

(/]  co8-4j  -|-^2  cos -42  +  ^3  COSU43)  (a;,  sin-äj  +0:2  sin  J.2+^3  ßin-^j) 

abzieht,  so  bleibt  der  Coefficient  von  o;^+3/*  unverändert.  Die  Con- 
stante m  ist  daher  für  o;2a53  sinud,  +  etc.  gleich  —  sin  jI^  sinudjsin^g. 
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Aufg.  3.  Man  bestimme  die  Entfernung  der  Centra  des  ein- 
geschriebenen und  des  umgeschriebenen  Kreises  von  einander.  Das 
Quadrat  der  Tangente  vom  Centrum  des  eingeschriebenen  Kreises 
an  den  umgeschriebenen  Kreis  {Jfi  —  i2^)  findet  man  durch  die 
Substitution  a;,  =  x,  =  a;,  =  r  gleich tsin    j-hem^-f-wn   , 

oder  nach  einer  bekannten  Formel  gleich  —  2i2r;  daher  ist 

Jfi-:^B:^  —  2Rr. 

Aufg,  4.  Man  bestimme  die  Entfernung  zwischen  den  Centren 
des  eingeschriebenen  und  des  durch  die  Seitenmittelpunkte  gehen- 
den Kreises. 

Ist  Q  der  Radius  des  letzteren,  so  erhält  man  mittelst  der 
Formel 

sin  A^  cos  ^1  -f-  sin  A2  cos  ^  -{-  sin  A^  cos  ^3  =  2  sin  A^  sin  iij  sin  ^3 

2)2  —  ^2  __  ,.2  —  ^^,  ^^  mi^jj  ausserdem  weiss,  dass  2?  =  2^  ist, 

so  ist  i)  =  r  —  Q^  oder  die  Kreise  berühren  einander. 

Aufg.  5.  Man  bestimme  die  Constante  m  für  die  oben  ge- 
gebene Gleichung  des  eingeschriebenen  Kreises. 

Aufl.    Sie  ist  4  cos'  ^A^  cos*  i^A^  cos'  i-^j. 

Aufg.  6.  Man  entwickele  die  Tangentialgleichung  für  den  Kreis 
vom  Mittelpunkt  x/  und  vom  Badius  r. 

Aufl.  Man  untersucht  wie  in  Aufg.  3  des  Art.  120  mit  Be- 
nutzung der  Formel  von  Art.  61  und  findet 

(Sl^i;+S2^2'+W)'  =  '^(Sl'+S2'+V-2|2S3COSii,-2|,§3COS^ 

—  2^^2008^3). 

Der  Uebergang  zur  entsprechenden  Gleichung  in  Punktcoordina- 
ten  giebt 

r'(5i  sinu!li+  S2  sin-42  +  ^3  sin^lj)' 

=  (a?2  x^—Äj  x^y  +  («3«/ — ^1  ^/y  +  (^1  ^2'—  ^2  ^1')' 
—  2{x^x^' —  XiX^')  {x^X2  —  X2X1)  cos  Ai 

~~~  ^  \X\  Xn   ~~*  Xn Xt   )  [X't Xn   """"  X9  Xn  )   cos  ^-2 

-^  2 (a?2 x^'  —  x^ X2)  (^3 0?/  —  Xi x^')  cos  ^4.3 . 

Diese  Gleichung  giebt  auch  einen  Ausdruck  für  die  Entfer- 
nung zwischen  zwei  Punkten. 

Aufg.  7.  Wenn  man  in  der  ersten  Gleichung  der  vorigen  Aufg. 
das  Polynom  der  rechten  Seite  gleich  Null  setzt,  so  hat  man  den 
analytischen  Ausdruck  für  zwei  Punkte,  weil  jene  homogene  Func- 
tion zweiten  Grades  die  Bedingung  der  Zerlegbarkeit 

1        ,  —  cos  ^3 ,  —  cos  A2 

—  cos  A^j  1        ,  —  cos  u4|    =  0 

—  cos  A2 ,  —  cos  A^ ,         1 

erfüllt;  denn  dies  gilt  für  die  Winkel  eines  Dreiecks  immer.  Er- 
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setzt  man  aber  ^3 ,  ^ j ,  ^  resp.  durch  (a^  —  «2)1  ("2  —  ^z)^  (''a — "i)^ 
so  erkennt  man  jene  Function  als  Entwickelang  von 

(Si  cos  «1  +  '  .y  +  dl  sin  üfj  +  .  .y. 

Man  hat  somit  fOr  eine  Gerade  von  der  Gleichung 

x{ii  cos  flfj  +  .  .)  +  y(|,  sin  a^  +  . .)—  (Pi^i  +  •  0  =  0 

oder  Ija?!  +  ^^x^  +  $30:3  =0, 

—  denn  durch  Einsetzen  von  x^  2^  x  cos  a j + y  sin  a,  — p^  =  0 ,  etc. 
in  letztere  entsteht  die  vorige  —  wenn  jene  Function  verschwin- 
det, die  Summe  der  Quadrate  der  Coefficienten  der  Yariabeln  in 
ihrer  Gleichung  in  rechtwinkligen  Gartesischen  Coordinaten  gleich 
Nall  und  erkennt  somit  (vergl.  Art.  117),  dass  sie  zu  a;  +  yi  =  0 
oder  zu  x  —  yi  =  0  parallel  sein  muss.     Die  Gleichung 

Si^  +  .  .  —  2^1  gj  cos  J.3  —  .  .  =  0 

reprfisentirt  also  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  im  unendlichen, 
durch  welche  alle  Kreise  der  Ebene  gehen  (Art.  160).  Bezeich- 
nen wir  durch  y,  o,  a  lineare  Functionen  der  ^f,  so  hat  die  Glei- 
chung des  Ejreises  in  Aufg.  6  die  Form  ^^^  «=  r^ .  o  .  g>',  welche, 
wie  wir  später  sehen  werden ,  eine  Curve  zweiter  Classe  ausdrückt, 
die  von  den  aus  dem  Punkte  ^  =  0  (Centrum)  gehenden  Tangen- 
ten (Asymptoten)  in  den  Punkten  co  =  0,  co'  =  0  berührt  wird. 
Dies  bestätigt  die  vorigen  Schlüsse. 

Äufg.  8.  Man  bestimme  die  trimetrischen  Coordinaten  der 
imaginären  Kreispunkte  und  bilde  daraus  die  Gleichung  derselben 
nach  der  Methode  der  Transformation  in  Art.  83. 

Äufg.  9.     Die  Fusspunkte  der  von  den  Punkten  xi  und  — r 

(Art.  55)  auf  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  geföUten  Perpen- 
dikel liegen  in  einem  Eoreise.  Mit  Rücksicht  auf  Art.  61 ,  Aufg.  6 
wird  seine  Gleichung  in  der  Form  gefunden 

(x2ir38in^,+.0(^i'8i'*-^i+")(^2'^3'süa4i+  -O^sinuii  sin  J^  sin  ^^3 
X (x,  8Ü»  ^,  +  .  .)  |«.«.'«+V<'o^0/£,M-a^'joa^0  _j_  ,  , J ^ 

wo  die  durch  cyklische  Indicesvertauschung  zu  bildenden  Glieder 
durch  Punkte  angedeutet  sind. 

Dass  in  allen  diesen  Entwickelungen  die  abkürzende  Aus- 
drucksweise mittelst  der  Summenzeichen  des  Art.  71  hätte  An- 
wendung erleiden  können  I  ist  nur  zu  erwähnen.  Auf  die  um- 
fassendere Verwendung  der  Determinanten  iir  der  Theorie  der 
Kegelschnitte  wird  später  zurückzukommen  sein. 


Elftes  Kapitel. 

Die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades 

als  Oentral-Gleicliung. 

Ellipse   und   Hyperbel. 


165.  In  der  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Ellipse 
und  Hyperbel  werden  unsere  Gleichungen  durch  die  Voraus- 
setzung wesentlich  vereinfacht^  dass  das  Centrum  mit  dem  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  zusammenfallt.  Wir  sahen  im 
Art.  99,  dass  durch  diese  Transformation  die  Coefficienten  von 
X  und  y  in  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  gleich 
Null  werden,  so  dass  sie  die  Form 

a,ia?«  +  2a^^xy  +  a^^y'^  +  «3/  =  0 
annimmt. 

Wir  wissen  sodann  aus  Art.  93,  dass 

Ö3s''=öii^'^+2ana;y+a22y'2^2a,3a;'+2a23y+a33 

ist,  wo  x\  y'  die  Coordinaten  des  neuen  Anfangspunktes  also 
des  Centrums  sind.  Die  Berechnung  dieser  Grösse  wird  erleich- 
tert, indem  man  sie  in  die  Form  bringt 

«33'=(»ll^+«12y'+«13)^'+(«l2^'+«22y'+«23)y'+  «I3^'+  «23»'+  ^Hv 

Die  ersten  beiden  Glieder  müssen  für  die  Coordinaten  des 
Centrums  gleich  Null  werden  und  das  letzte  nach  Art.  99: 

-  "13  a„a„-a„«      +  ^23    a,,a^^a,f  '  +  "»3 

_.  gng»««  +  2af8a»0|i  —  giign*  —  «t»«»*  —  gas««'  *), 

«11«»  — «it* 


*)  In  derselben  Weise  ergiebt  sich,  das?  das  Resultat  der  Substi- 
tution der  Coordinaten  des  Centrnms  xy  in  die  Gleichung  der  Polare 
eines  beliebigen  Punktes  x'y" 
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Wenn  der  Zähler  dieses  Bruches  gleich  Null  wird^  so  redu- 
cirt  sich  die  Gleichung  durch  die  Transformation  auf  die  Form 

und  stellt  daher  nach  Art.  86  zwei  reelle  oder  imaginäre  ge- 
rade Linien  dar,  je  nachdem  ana22  —  ^12^  negativ  oder  positiv 
ist.  Wie  wir  schon  in  Art.  89  gesehen  haben,  so  ist  auch  hier- 
nach die  Bedingung,  dass  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades  zwei  gerade  Linien  darstelle, 

«iiÖ22«33  +  2cr23aj3flri2  —  aiiajs^  —  «22^13^  —  «330^12^  =  0. 
Denn  diese  Gleichung  muss  offenbar  erfüllt  sein,  damit, 
wenn  wir  den  Coordinatenanfang  nach  dem  Durchschnittspunkt 
der  geraden  Linien  verlegen,  das  absolute  Glied  verschwinde. 

Äufg.  1.  Transformire  Sx^  +  4a:y  +  y^ —  bx  —  6y  —  3  =  0 
zum  Centrum  (^,  —  4). 

Aufl.     12^2  +  lexy  +  43/^-1-1  =  0. 

Au  fg.  2-  Transformire  x^  -\'2xy  —  y^+  8a:-{-4y  —  8  =  0 
zum  Centrum  ( —  3,  —  1). 

Aiifl.     x'^  +  2xy  —  y'^  =  22. 

166.  Im  Art,  95  ward  gezeigt,  dass  für  die  Werthe  von  ö, 
welche  die  Bedingung 

rt, ,  cos'  ^  +  2a,2  cos  ö  sin  ö  -|-  a^^  sin'  ö  =  0 

erfüllen,  der  Radius  vector  die  Curve  in  unendlicher  Entfer- 
nung schneidet,  und  dass  der  andere  Schnittpunkt^  den  der- 
selbe mit  der  Curve  bestimmt^  in  der  Entfernung 

^8 

^  a,s  cos  0  +  <>t8  Bin  0 

vom  Anfangspunkt  liegt.  Für  ,das  Centrum  als  Anfangspunkt 
ist  «,3  =  0,  aj3  =  0  und  auch  dieser  Werth  von  q  unendlich 
gross,  d.  h.  es  gehen  zwei  Gerade  durch  das  Centrum,  welche 
die  Curve  in  unendlicher  Entfernung  in  zwei  zusammenfallen- 
den Punkten  treffen  d.  i.  berühren;  es  sind  die  Asymptoten 
der  Curve,  und  sie  sind  imaginär  im  Falle  der  Ellipse,  reell 
im  Falle  der  Hyperbel.  *  Wir  werden  später  zeigen,  dass  die 
Asymptoten,  obwohl  sie  die  Curve  in  keiner  endlichen  Ent- 
fernung treffen,  sich  ihr  doch  ohne  Ende  mehr  und  mehr  nähern. 

10,,«  +  a„  y  +  a^)  x"  -f  (a««'  -f  a^y' -f  0»,)  y"  -f  a^:,x  +  a^^y  +  a^ 
mit  dem  Resultat  der  Substitution  von  xy  in  die  Gleichung  der  Curve 
üWreinstinimt;  denn  in  beiden  Fällen  verschwinden  die  ersten  beiden 
Gliedergruppen. 
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Die  Yerbrndangsliiiie  ihrer  nnendlick  entfernten  BerOh- 
nmgspuikte  ist  selbst  ganz  in  nnendlicker  Entfernung.  Nach 
der  im  Art  106  gefundenen  Definition  ron  Pol  nnd  Polare 
ergiebtsieh  daher,  dass  das  Centrnm  als  der  Pol  einer 
ganz  in  unendlicher  Entfernung  gelegenen  Geraden 
in  Bezug  auf  die  Curye  angesehen  werden  kann. 
(Vergl.  Art  107.) 

Wenn  man  die  Transformation  des  Coordinatenanfangs 
nach  dem  Centrum  der  Curre  mit  der  Wahl  zweier  beliebigen 
conjugirten  Durchmesser  zu  Coordinatenaxen  yerbindet,  so  ver- 
schwindet nach  Art.  102  auch  das  Glied  a^2^y  aus  der  Glei- 
chungy  und  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  reducirt 
sich  auf  die  Form  a„a?'  +  ö^^y*  +  ^33  =  0. 

Wir  haben  in  Art.  103  gezeigt,  dass  es  für  jede  Curre 
zweiten  Grades  ein  Paar  conjugirte  Durchmesser  giebt,  welche 
rechtwinklig  zu  einander  sind,  und  dieselben  alsdieAxen  der 
Curye  bezeichnet 

Die  dort  erhaltenen  Resultate  ergeben  sich  auch  durch 
eine  Coordinatentransformation  Yon  einem  Paar  rechtwinkliger 
Axen,  für  das  a^^x^  +  Saj^^jy  +  «22 y*  +  ^33  =  0  die  Glei- 
chung der  Curve  ist,  zu  einem  andern  Paar  solcher  Axen,  wel- 
chem derWarth  ajj'^O  entspricht,  denn  nach  Art.  9  entspricht 
der  Drehung  um  den  Winkel  0  die  Substitution  x  cos  $  —  y  sin  d 
fflr  X  und  x  8m$  -]-  y  cos  $  für  y\  die  Gleichung  wird  also 
a,,  (rccosd— y  sinö)^4-2a,2  (xcosö  — ysinö)  {xsmO-^-ycos^) 

+  a„  {X8m$  +  y  cos  $y  +  «33  =  0, 

d.  h.  die  neuen  Coefficienten  a^ ,  ai,,  032  sind  respectiye  gleich 

aj,  cos'  0  +  ^«12  cos  ö  sin  ö  -|-  a^^  sin'  $, 

a^2  sin  ö  cos  ö  -|-  «j,  (cos  ö'  —  sin  0^)  —  a,,  sin  0  cos  ö, 

a,j  sin  ö'  —  2a,2  cos  ö  sin  ö  +  ^22  cos'  0. 

Der  gemachten  Voraussetzung  a^^'  =  0  entspricht  also  dieselbe 

Bedingungsgleichung  wie  in  Art.  103  für  0,  und  man  findet 

tan2ö ^?^i^. 

«a  —  ö« 

167.  Wenn  erforderlich  ist,  eine  gegebene  Gleichung  auf 
die  Form  n,,  a;'  +  ^22 y^  +  ^33  =  ^  zu  bringen  und  die  Werthe 
der  neuen  Coefficienten  numerisch  zu  berechnen^  so  wird  die 
bezügliche  Arbeit  durch  den  folgenden  Satz  wesentlich  erleich- 
tert:  Wenn  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades  von 
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einem  Paar  rectangulärer  Axen  zu  einem  andern 
transformirt  wird,  so  bleiben  die  Grossen  a^  +^22 
und  a,!«,,  —  ^12^  unverändert. 

Der  erste  Theil  wird  unmittelbar  bewiesen ;  indem  man 
die  Werthe  des  neuen  a,,  und  a^^  addirt,  weil  man  erhält 

«1/  +  «22'  =  ^'11  +  «22- 
um  den  zweiten  Theil  zu  beweisen,  schreiben  wir  die 
Werthe  des  vorigen  Artikels  in  den  folgenden  Formen: 

2r/,/  =  r/,,  +  «22  +  2ai2  sin  2$  +  (n^^  —  r/^,)  cos  2ö, 
2022'  =  «11  +  «22  —  2^12  sin  2ö  —  (a,,  —  a^^)  cos  2ö. 
Daraus  folgt 
4a„'a22'  =  («11  +  «22)'  +  {2  «12  sin  2$  +  («1,  —  «22)  cos2ö}^ 
Aber  es  ist    4a,2'*  =  {2a,2  cos  2ö  —  (aji  —  «22)  sin  20y ; 
daher 

• 

*(^ii«?2'— «i2'')=(ön+öf22)*— 4ai2*— (a,|-a22)^=4(aija22-ai2*).- 

Stellen  wir  daher  die  Forderung,  die  allgemeine  Gleichung 
eines  Kegelschnitts  für  rechtwinklige  Coordinatenaxen  zu  den 
Axen  der  Curve  selbst  zu  transformiren ,  so  sind  die  neuen 
Coefficienten  mit  den  alten  durch  die  beiden  Bedingungsglei- 
changen  verbunden 

^^11      l"  ^^22    ^11     I     ^22>     ^11  ^22    ^11^%  ^12    • 

Denn  a^2  ist  gleich  Null,  da  die  neuen  Coordinatenaxen 
ein  Paar  conjugirte  Durchmesser  sind.  Diese  Bedingungen  lie- 
fern das  Product  und  die  Summe  der  neuen  Coefficienten  a,  ^' 
nnd  022,  nnd  erlauben  somit,  die  quadratische  Gleichung  zu 
bilden,  welche  diese  Grossen  bestimmt. 

Äufg.  1.   Bestimme  die  Axen  der  Ellipse 

Ux^  —  4:xy  +  lly'=  CO 

und  transformire  die  Gleichung  zu  ihnen. 

Die  Axen  sind  nach  Art.  103  * 

4a;'  -f-  exy  —  4y^  =  0  oder  (2x  —  y)  {x  +  2y)  =  0. 

Wir  haben  a]/  +  a22'  =  25,  01/022'=  ^^^?  ^^^^  ^11'=^  1^» 
««'  =  15;  und  die  transformirte  Gleichung  ist  2x^  -{-  3y'^  =  12. 
Äufg.  2.    Transformire  die  Hyperbel 

IIa;'  +  8ixy  —  2iy^  =  156 

zu  den  Axen.     Man  hat  Ou'  -j-  «22'  ^^  —  ^'^i  ^n'^22'  "^^  —  2028 
«i,'=  39,  0^2'  =  —  52. 

Salmon-Fiedler,  anal.  Geom   d.  Kegeliohn.   4.  Aufl.  15 
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Die  transformirte  Gleichung  ist  Sa?'  —  4y'  =  12. 

Aufg,  3.  Transformire  a^  a;^  +  2  Oj^a^y  +  «22  y'  =  o^^  zu  den 
Axen.     (a,,  +  a^,  —  i2)  x^  +  («j^  +  aj^  +  -R)  y^  =  2033,   wo 

i?  =  4a,2^  +  (a„  —  a„)2  ist. 

168.  Nachdem  wir  gezeigt  haben^  dass  die  Grossen  ^n  "f^?? 
und  ^,1022  —  »12^  unverändert  bleiben,  wenn  wir  von  einem 
rectangulären  System  zu  einem  andern  transformiren,  liegt 
die  Frage  nahe^  wie  sich  diese  Grössen  beim  Uebei^ng  zu 
irgend  einem  schiefwinkligen  Coordinatensystem  verhalten. 

Wir  können  die  alte  Axe  der  x  beibehalten  und  haben, 
wenn  wir  eine  Axe  der  y  annehmen,  welche  zu  ihr  unter  dem 
Winkel  a  geneigt  ist,  nach  Art.  9,  rr  -f-  2^  ^^^  ^  ^^  ^  ^^^^ 
y  sin  G)  für  y  einzusetzen.  Wir  erhalten  dann  die  Bedingungs- 
gleichungen 

^11'  '^^  ^lu  ^^12'  "^^  ^11  ^^^  ^  H"  ^12  ^^  ^} 

^22'  ^^  ^11  ^ös*  ^'  "f"  2  «12  ^^s  CD  sin  a>  +  ^n  ®^^^  ^• 
Daraus  folgt 

8in«(D  =»lt-^Ö22;         i£r«i"  ~  ~  ^H  ^w  "" '*12  • 

Wenn  wir  daher  die  Gleichung  von  irgend  einem 

Systeme  der  Coordinatenaxen  zu  einem  beliebigen 

ander nSystemetransformiren,  so  bleiben  die  Grössen 

«i,+  a«-_2a,,^08»  ^j  oj^^a^  ungeändert 

Bin*  a>  Bin*  m  ° 

Wir  können  mit  Hilfe  dieses  Theorems  eine  in  schiefwink- 
ligen Coordinaten  gegebene  Gleichung  zu  den  Axen  transfor- 
miren;  denn  wir  können  immer  die  Summe  und  das  Product 
des  neuen  A  und  C  in  Function  der  alten  Coefficienten  aus- 
drücken. 

Aufg.  1.   Man  transformire  die  Gleidhung 

10a;2  +  exy  +  5y^  =  10 
unter  der  Voraussetzung  cos  co  =  |  zu  den  Axen. 

Es  ist  a^,  +  «22  =  W>  «11  «22  =  ^fe'S  folglich  a,,  =  5, 
022  =  ^^,  und  die  transformirte  Gleichung  16a;^  -|-  41y^  =  32. 

Aufg,  2.  Transformire  x^  —  3xy  -\-  y^  -{-  1  =  0  zu  den 
Axen  für  CD  =  60^. 

Aufl.  x^  —  16y2  c=  3. 

Aufg.  3.  Transformire  «h^p^  +  2a,2fl?y  +  ^22^^  ==*  ^n  ^^ 
den  Axen. 
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Äufl,  (a,,-fa22— 2a,2COsa>— i2)a:^-f-(a,i+a22~2ai2Cosco+-ß)y^ 
=2a338in^a>,  wo  JP=  {2a,  j—  (Aj  i+ä^j)  ^^^  *** }  ^"f"  (^i  i~  ^22)^  ^*°^  *®  ^^*' 

169.  Wir  halten  es  für  nützlich^  hier  einen  andern  Be- 
weis Ton  den  beiden  wichtigen  Theoremen  der  letzten  Artikel 
anzaschliessen  ^^). 

Angenommen,  dass  eine  Gleichung  für  Axen^  welche  den 
Winkel  cd  mit  einander  bilden,  zu  anderen  unter  dem  Winkel 
H  geneigten  Axen  transformirt  werden  soll;  und  dass  dabei 
durch  die  Substitution  des  Art.  9  die  Grösse 

<i„a;2  +  2a,2^y  +  «22!^^  ^^  «i/^*  +  ^^n^y  +  ^22  V^ 
übergehe,  so  muss  doch  immer  durch  die  nämliche  Substitution 
die  Grosse  x^  '\-2xy  cos  fo  -{-  y^  in  die  andere 

x'  +  2zrcosß+  r^ 

Qbeigeführt  werden,  weil  die  eine  wie  die  andere  die  bei  der 
Transformation  unverändert  gebliebene  Entfernung  eines  Punk- 
tes Tom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  repräsentirt  Daraus 
folgt  aber,  dass  auch  immer 

«„a:^  +  2a^^xy  +  ör22y'  +  ^  (^^  +  2^y  cos  to  +  y^) 
=  a^{X}  +  2a,2'^  ^+  Ö22'  r2  +  A  (3:2  +  2X  Fcos  a  +  72) 
sein  muss. 

Und  wenn  wir  A  so  bestimmen ,  dass  die  linke  Seite  der 
Gleichung  ein  vollkommenes  Quadrat  ist,  so  muss  die  rechte 
Seite  auch  ein  vollkommenes  Quadrat  sein.  Aber  die  Bedingung, 
unter  welcher  erstere  ein  vollkommenes  Quadrat  wird,  ist 

(«11  +  ^)  <«22  +  ^)  =  («12  +  ^  cos  o)^ 
oder  X  muss  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  sein 

V  sin'  (o  +  («,,  +  ^22  ~  2a,2  cos  0)  A  +  a,,  «22  —  «12^  =  0. 

Wir  erhalten  eine  zweite  quadratische  Gleichung  von  der- 
selben Form  zur  Bestimmung  des  Werthes  von  A,  der  die  an- 
dere Seite  der  Gleichung  zu  einem  vollkommenen  Quadrat 
macht;  aber  weil  beide  Seiten  für  dieselben  Werthe  von  X  voll- 
kommene Quadrate  werden  müssen,  so  ist  es  nothig,  dass  diese 
beiden  Bestimmungsgleichungen  identisch  sind ,  d.  h.  dass  ihre 
correspondirenden  Coefficienten  übereinstimmen.  Es  ergiebt 
«ich  also,  wie  vorher: 

Qu  -f-  Ott  —  2a„  COB  CO Ol,'  +  a„'  —  2a|,'  coa  Sl  ^ 

sin*  CO  ain'A  ' 

16* 
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sin'  CO  sin*  A 

.^tt/^.  1.  Die  Summe  der  Quadrate  von  den  Reciproken  zweier 
zu  einander  rechtwinkliger  Halbdurchmesser  ist  constant.  Sind  ihre 
Längen  a,  a,  so  ergiebt  sich,  indem  wir  nach  einander  in  der  Glei- 
chung der  Curve  a;  «^  0,  y  =  0  machen,  a,, 0^=033,  «22^'^=^ ^3» 
und  das  eben  ausgesprochene  Theorem  ist  nur  ^ie  geometrische 
Erläuterung  des  Factums,  dass  a^^  -f"  ^22  constant  ist. 

Aufg.  2.  Der  Inhalt  des  durch  Verbindung  der  Endpunkte 
zweier  conjugirten  Durchmesser  gebildeten  Dreiecks  ist  constant 
Die  auf  zwei  conjugirte  Durchmesser  bezogene  Gleichung  ist 

—  4-  ^-  —  1 

und  weil  -^^-j — -*-  constant  ist,  so  ist  auch  a'b'  sin  o,  der  In- 
Bin*  a  '  ' 

halt  des  bezeichneten  Dreiecks,  constant. 

Aufg,  3.  Die  Summe  der  Quadrate  zweier  conjugirten  Halb- 
durchmesser ist  constant.    Mit     "  «  "" .""    ^« —    -  ist  auch 

8m*a» 

1    /  j^  ,   1  \  ^^^^  g » +  y« 

sin' m  \a'*    '    6''y  a*6'*  sin*li 

constant  und  daher  mit^  ab'  sin  co  auch  a^  -f-  h'\ 

170.  Wir  sahen  ^  dass  die  auf  die  Axen  bezogene  Glei- 
chung von  der  Form  war  Ax^  -\-  By^  =  C,  worin  B  in  dem 
Fall  der  Ellipse  positiv  und  im  Fall  der  Hyperbel  negativ  ist. 
(Art.  103.) 

Die  Gleichung  der  Ellipse  kann  in  der  folgenden  schick- 
licheren Form  geschrieben  werden:  Seien  die  durch  die  Ellipse 
in  den  Axen  gemachten  Abschnitte  x  ==  a,  y  =  bf  so  finden 
wir,  indem  wir  y  =  0  und  a;  =  a  in  der  Gleichung  der  Curve 
machen,  Aa^  =  C  und  A  ^=  Cia^. 

In  gleicher  Weise  wird  B^=sC:b\  Durch  die  Substitution 
dieser  Werthe  kann  die  Gleichung  der  Ellipse  geschrieben  wer- 
den -i  +  ?i  ==  1.     Weil  wir  zur  Axe  der  x  welche  Axe  uns 

beliebt  wählen  können^  so  wollen  wir  voraussetzen,  dass  wir 
die  Axen  so  gewählt  haben,  dass  a  grosser  als  b  sei. 

Die  Gleichung  der  Hyperbel,  welche,  wie  wir  sahen,  von 
der  der  Ellipse  nur  in  dem  Vorzeichen  des  CoefGcienten  von 
y^  abweicht,  nimmt  durch  dieselben  Substitutionen  die  ent- 
sprechende Form  -,  —  ^^  =  1  an. 
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Der  Abschnitt  in  der  Axe  der  x  ist  offenbar  =  +  »;  aber 
der  in  der  Axe  der  y,  gefunden  aus  der  Gleichung  y^=»  ->&^ 
ist  imaginär.  Die  Axe  der  y  schneidet  also  die  Curye  nicht 
in  reellen  Punkten. 

Weil  wir  zur  Axe  der  x  die  Axe  gewählt  haben^  welche 
die  Curve  in  reellen  Punkten  schneidet,  so  sind  wir  in  diesem 
Falle  nicht  berechtigt  anzunehmen,   dass  a  grosser  ist  als  &. 

171.  Die  Polargleichung  der  Ellipse  zu  finden, 
wenn  das  Centrum  zum  Pol  genommen  ist. 

Wir  schreiben  ^  cos  ^  für  x  und  ^  sin  9  für  y  in  der  vor- 
hergehenden Gleichung  und  erhalten 

1  C08*  d    ,    sin*  ^ 

eine  Gleichung,  welche  wir  in  eiuer  der  äquivalenten  Formen 

schreiben  können, 

2_  a«y a«6«         _ 

^   ~  ä«  sin«  ö  +  2>«  cos»  ö  ~  6«  +  ^a«  —  6»)  sin«  0 

a«6« 


a«  —  (a«  —  6«)  cos«  9  *  • 
Es  ist  üblich,  die  folgenden  Abkürzungen  zu  gebrauchen 

c^  ^y^  r=,  c^      ?Lz^ ~-  g?. 

1         a«  ' 

und  die  Grosse  e  wird  die  Exceutricität  der  Curve  ge- 
nannt*). Indem  wir  den  Zähler  und  Nenner  des  zuletzt  ge- 
fundenen Bruches  durch  c^  dividiren,  erhalten  wir  die  zumeist 

gebrauchte  Form ,  nämlich  p*  ==  , — ^-^ . 

172.  Die  Figur  der  Ellipse  zu  untersuchen.  Der 
kleinste  Werth,  welchen  6*  +  (a*—  6^)  sin^  Ö  haben  kann,  wird 
erhalten  für  d  =  0.  Daher  ist  der  grosste  Werth  von  q  der 
Abschnitt  in  der  Axe  x  und  ist  gleich  a.  Femer  entspricht 
der  grosste  Werth  von  V  +  {a?-  —  V-)  sin^  ö  dem  Werth  sin  ö  =  1 
oder  %  s=s  90®,  so  dass  der  kleinste  Werth  von  ^  der  Abschnitt 
in  der  Axe  y  ist,  nämlich  s»  2».  In  Folge  dessen  ist  die  längste 
Sehne,  die  man  durch  das  Centrum  ziehen  kann,  die  Axe  x 
und  die  kürzeste  die  Axe  y\  deshalb  nennt  man  diese  Linien 
die  grosse  und  die  kleine  Axe  der  Ellipse. 

*)  Man  hat  auch  wohl  beide  Grössen  durch  den  Namen  der  Excon- 
tricilät  bezeichnet,  und  c  von  t  als  die  lineare  von  der  numerisc  hon 
Ezcentricität  unterschieden. 
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Es  ist  offenbar,  dass  q  wächst^  während  $  abnimmt,  und 
umgekehrt;  also  jeder  Durchmesser  ist  um  so  länger, 

je  weniger  seine  Richtung  Yon 
der  grossen  Axe  abweicht  Die 
Form  der  Curye  ist  daher  die  hier  dar- 
gestellte. 

Wir  erhalten  denselben  WerÜi  von 
p,  ob  wir  voraussetzen  0  =»  cc  oder 
ö  =  — a;  d.  h.  zwei  Durchmesser, 
welche  mit  der  Axe  gleiche  Winkel  machen,  sind 
gleich.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Umkehrung  dieses 
Theorems  auch  wahr  ist. 

Diese  Eigenschaft  erlaubt  uns,  wenn  das  Centrum  eines 
Kegelschnitts  gegeben  ist,  seine  Axen  geometrisch  zu  bestim- 
men. Denn  beschreiben  wir  irgend  einen  mit  ihm  concen- 
trischen  Kreis,  welcher  den  Kegelschnitt  schneidet,  so  sind  die 
durch  die  Durchschuittspunkte  gehenden  Durchmesser  einander 
gleich ;  und  nach  ^em  eben  bewiesenen  Theorem  sind  die  Axen 
des  Kegelschnitts  die  innere  und  äussere  Halbirungslinie  des 
von  ihnen  gebildeten  Winkels. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  kann  in  eine  andere  Form  ge- 
bracht werden,  welche  die  Gestalt  der  Curve  ebenfalls  deutlich 
erkennen  lässt.  Die  Auflösung  derselben  für  y  liefert: 

Wenn  wir  nun  mit  dem  Halbmesser  a  einen  concentrischen 
Kreis  beschreiben,  so  ist  seine  Gleichung  y  =  j/ä^  —  x',  und 
wir  leiten  daraus  die  folgende  Construction  ab:  Man  be- 
schreibe einen  Kreis  über  der 
grossen  Axe  und  nehme  in  jeder 
Ordinate  LQ  desselben  einen 
Punkt  P  so,  dass  LP  zu  LQ  in 
einem  constanten  Verhältniss 
b:a  sei;  der  Ort  von  P  ist  die 
geforderte  Ellipse. 

Demnach  liegt  der  über  der  grossen 
Axe  beschriebene  Kreis  ganz  ausser- 
halb der  Ellipse.  Wir  können  aus  denselben  Gründen  die  Ellipse 
auch  construiren,  indem  wir  über  der  kleinen  Axe  einen  Kreis 
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beschreiben  und  jede  Ordinate  in  dem  constanten  Yerhäliniss 
a :  b  vei^ossern.  Der  über  der  kleinen  Axe  beschriebene  Kreis 
liegt  mithin  völlig  innerhalb  der  Curve.  Die  Verbindung  beider 
Betrachtungen  liefert  endlich  die  folgende  Construction  der 
EUipse  aus  ihren  Axen :  Man  zeichnet  die  concentrischen  Kreise, 
welchQ  die  Axen  zu  Durchmessern  haben,  verzeichnet  in  den- 
selben einen  beliebigen  Durchnfbsser  und  legt  durch  die  den 
beiden  Kreisen  angehorigen  Endpunkte  desselben  je  eine  Par- 
allele zu  der  Axe  der  Ellipse,  welche  der  Durchmesser  des  an- 
dern Kreises  ist:  die  Durchschnittspunkte  dieser  Parallelen 
sind  Punkte  der  Ellipse. 

Die  Gleichung  des  Kreises  ist  die  specielle  Porm^  welche 
die  Gleichung  der  Ellipse  annimmt;  weim  wir  voraussetzen 

173.  Die  Polargleichung  der  Hyperbel  zu  finden. 
Die  Transformation  zu  Polarcoordinaten  liefert  (Art.  171)  die 
Gleichung  der  Hyperbel  in  den  äquivalenten  Formen 


9'  = 


6«  cos»  ö  —  a«  sin«  $       6«  —  (a«  +  6«)  sin«  $ 

a*b* 


Weil  Formeln  y  die  die  Ellipse  betreffen ,  in  die  entspre- 
chenden Formeln  für  die  Hyperbel  übergehen,  indem  man  das 
Zeichen  von  b^  verwechselt,  so  müssen  wir  in  diesem  Falle 

die  Abkürzung  c^  für  a^  -\-  b^  und  e^  für  —  ——  gebrauchen ; 

die  Grosse  e  wird  die  Excentricität  der  Hyperbel  ge- 
nannt. Wir  dividiren  den  Zähler  und  Nenner  des  zuletzt  ge- 
fundenen Bruches  durch  d^  und  erhalten  die  Polargleichung 
der  Hyperbel;  welche  nur  im  Zeichen  von  b'^  von  der  der  Ellipse 

abweicht,  nämlich  p*  —  -z — =-. — -  . 
'  ^         e*  cos«  $  —  1 

174.  Die  Figur  der  Hyperbel  zu  untersuchen. 
Die  Namen  grosse  Axe  und  kleine  Axe  sind  nicht  auf  die  Hy- 
perbel anwendbar  (Art.  170) ^  und  wir  wollen  daher  die  Axe 
der  X  die  transversale  oder  Hauptaxe  und  die  der  y  die 
conjugirte  oder  Nebenaxe  nennen.    Der  Ausdruck 

der  Nenner  in  dem  Werthe  von  q^,  wird  offenbar  am  grössten^ 
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wenn  0  =  0  ist;  daher  ist  in  demselben  Fall  q  am  kleinsten, 
oder  die  transversale  Axe  ist  die  kürzeste  Sehne, 
welche  durch  das  Centrum  der  Curye  gezogen  wer- 
den kann. 

Wenn  9  wächst ,  so  wächst  q  stetig  mit,  bis  zu  dem  durch 

,,    -L— ,  ("oder  tan  Ö  =  ^"j 


sin  0  = 


sin  9  =  — 


bestimmten  Werthe  von  ö,  wo  der  Nenner  des  Werthes  von 
Q  Null  und  Q  imendlich  gross  wird.  Jenseits  dieses  Werihes 
von  0  wird  q^  negativ,  und  die  Durchmesser  hören  auf,  die 
Curve  in  reellen  Punkten  zu  schneiden,  bis 

,, -.=^  (oder  tan  ö  = ], 

wo  Q  wieder  unendlich  gross  wird.  Es  nimmt  dann  ebenso 
regelmässig  ab,  wie  ö  ferner  wächst,  bis  d  =  ISO^,  wo  es  wie- 
der seinen  kleinsten 
Werth  =  a  annimmt. 
Die  Form  der  Hy- 
perbel ist  daher  die  in 
den  durch  Ä  und  A 
gehenden  Curven  der 
Z  Figur  dargestellte. 
Wir  fanden,  dass  die  Axe  der  y  die  Curve  nicht  in  re- 
ellen Punkten  schneidet,  weil  wir  die  Gleichung  y^  =  —  b^ 
zur  Bestimmung  ihrer  Durchschnittspunkte  mit  der  Curve  er- 
hielten. Wenn  wir  jedoch  unbeschadet  dessen  auf  der  Axe 
der  y  die  Strecken  CB  =^  CB"  =  +  b  abtragen,  so  findet  sich, 
dass  die  Länge  CB  eine  wichtige  Beziehung  zur  Curve  hat 
und  schicklich  eine  Axe  der  Curve  genannt  werden  kann.  Man 
kann  ebenso  auf  jedem  andern  Durchmesser,  fQr  dessen  Länge 
sich  die  Bestimmungsgleichung  q^  =  — JB^  ergiebt,  die  Längen 
+  -ß  abtragen,  obgleich  er  die  Curve  nicht  in  reellen  Punk- 
ten schneidet  und  die  so  erhaltene  Linie,  als  einen  Durchmesser 
der  Hyperbel  bezeichnen.  Die  Gleichung  des  von  den  End- 
punkten dieser  Durchmesser,  welche  die  Curve  nicht  in  reel- 
len Punkten  schneiden,  gebildeten  Ortes  wird  gefunden,  indem 
man  das  Zeichen  von  q^  in  der  Gleichung  der  Curve  vertauscht, 


sin'J 
6« 


cos*  $ 


a« 


oder     r,  —  ^  =  1. 
b*       o» 
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Es  ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  welche  die  Axe  der 
y  zur  Hauptaxe  und  die  Axe  der  x  zur  Nebenaxe  hat.  Sie  ist 
dufch  die  die  Punkte  B,  B'  enthaltende  Curve  der  Figur  re- 
prasentirt  und  wird  als  die  conjugirte  Hyperbel  der  ge- 
gebenen bezeichnet. 

175.  Wir  zeigten  im  Artikel  174,  dass  die  dem  Werth 
tan  ö  =  +  -  entsprechenden  Durchmesser  die  Curve  im  Un- 
endlichen schneiden;  sie  sind  daher  dieselben,  wie  die  im  Art. 
103  Asymptoten  der  Curve  genannten  Linien.  Es  sind  die 
Linien  CKj  CL  in  der  Figur,  und  sie  trennen  offenbar  die 
Darchmesser,  welche  die  Curve  in  reellen  Punkten  schneiden; 
von  denen,  welche  sie  in  imaginären  Punkten  schneiden.  Man 
erkenntauch,  dass  zwei  conjugirte  Hyperbeln  die- 
selben Asymptoten  haben.  Der  Ausdruck  tan  Ö  =  +  — 

erlaubt  uns  aus  den  der  Grosse  und  Lage  nach  gegebenen  Axen 
die  Asymptoten  zu  finden;  denn  wenn  wir  ein  Rechteck  bil- 
den, indem  wir  durch  B  und  A  Parallelen  zu  den  Axen  ziehen, 
80  sind  die  Asymptoten  die  Diagonalen  dieses  Rechtecks.    Man 

hat  femer  cos  ö  =  .^  ==  - ,  und  da  die  Asymptoten  mit 

der  Axe  der  x  gleiche  Winkel  bilden,  so  muss  der  Winkel, 
welchen  sie  mit  einander  bilden  =:  29  sein;  d.  h.  wenn  die 
Excentricität  einer  Hyperbel  gegeben  ist,  so  ist 
auch  der  Winkel  zwischen  den  Asymptoten  gege- 
ben; er  ist  das  Doppelte  des  Winkels,  dessen  Secante 
der  Excentricität  gleich  ist. 

Aufg.  Die  Excentricität  eines  durch  die  allgemeine  Gleichung 
gegebenen  Kegelschnitts  zu  finden. 

Wir  können  nach  Art.  87  zunächst  die  Tangente  des  Winkels 
zwischen  den  durch  a^^x^  -f-  ^a^^^y  -f-  «22!^^  ^^  ^  repräsentirten 
geraden  Linien  ausdrücken  und  dann  den  Ausdruck  für  die  Secante 
seiner  Hälfte  bilden.  Oder  wir  können  mit  Zuhilfenahme  des  Art. 
165,  Anfg.  3  verfahren. 

Wir  erhalten   i,  =  «»  +/« -^ ,    ^  =.  ""  \^  +  -^ , 
wo  2P  =  4ai2'  +  (a,|  —  a^a)'-  =  ^a.j^  —  4.a^^ a^^  +  (a^,  +  a^^?. 

Also        i:^ i  =  — 


ö*        o*       033 '        a*  ax^  +  a^-^  B' 
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176.  Wir  schreiten  nun  dazu  fort^  einige  Eigenschaften 
der  Ellipse  und  Hyperbel  zu  untersuchen,  und  finden  es  vor- 
theilhaft;  beide  Curven  zusammen  zu  betrachten;  denn  da  ihre 
Gleichungen  nur  in  dem  Zeichen  von  V^  differiren,  so  haben 
sie  manche  Eigenschaften  gemein^  welche  gleichzeitig  bewiesen 
werden  können^  indem  man  das  Zeichen  von  h^  als  unbestimmt 
ansieht.  Wir  wollen  in  den  folgenden  Artikeln  die  Zeichen 
gebrauchen,  welche  der  Ellipse  angehören.  Der  Leser  kann 
dann  die  entsprechenden  Formen  für  die  Hyperbel  erhalten, 
indem  er  das  Zeichen  von  h^  verändert. 

Wir  übertragen  zuerst  einige  der  für  die  allgemeine  Glei- 
chung erhaltenen  Resultate  auf  die  besondere  Form 

Nach  Art.  105  ist  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte 
xy  durch  die  Substitution  von  xx\  yy  für  x^y  y'^  gebildet, 


XX 


^  +  yj' =  1 

Der  Beweis  mag  für  diesen  speciellen  Fall  wiederholt  wer- 
den. Die  Gleichung  der  zwei  Punkte  der  Curve  verbindenden 
Sehne  ist 

{X  ~  X)  {x  -  x')    ,    iy  —  y)  (y  —  y")  _   ^    i    y^ i 

a«  '  b*  a«    '     6« 

nHur         {X  +x  )x  .    jy  +  y  )y  _xx     .yy     ,. 
oder         -    ^, 1 ^ -_  +  -_-  -p  1, 

und  dies  geht  für  x'  =  x\  y  =  y'  in  die  vorher  gegebene 
Gleichung  der  Tangente  über.  Dieselben  Beweisgründ.e  bleiben 
für  schiefwinklige  wie  für  rechtwinklige  Coordinaten  anwend- 
bar; wenn  aber  ein  Paar  conjugirte  Durchmesser  zu  Axen  ge- 
wählt werden,  so  verschwindet  der  Coefficient  von  xy  nach 
Art,  102,  die  Coefficienten  von  x  und  y  sind  Null,  weil  der 
Coordinatenanfang  das  Centrum  der  Curve  ist;  und  wenn  also 
a\  V  die  Längen  sind,  welche  die  Curve  in  den  Axen  bestimmt, 
so  ist  genau  wie  in  Art.  168  zu  zeigen,  dass  ihre  Gleichung 

in  der  Form  ^»  +  |^=  1  geschrieben  werden  kann.     Dann 

ergiebt  sich  aber  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  die  Gleichung 

der  Tangente  ist  ^  +  w  =  1- 
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177.  Die  Gleichung  der  Polare,  d.  h.  der  geraden  Yer- 
bindungslinie  der  Berührungspunkte  der  Tangenten  ^  die  von 
einem  Punkte  xy  ausgehen,  ist  von  derselben  Form  mit  der 
Gleichung  der  Tangente  und  ist  daher 

wo  im  letzteren  Falle  die  Axen  irgend  ein  Paar  von  conju- 
girten  Durchmessern^  im  ersten  aber  die  Axen  der  Curve  sind. 
Insbesondere  ist  die  Polare  eines  Punktes  in  der  Axe  der  x 

dorch  -^-  =  1  dargestellt.  Um  daher  die  Polare  eines  Punktes 

P  zu  finden^  ziehen  wir  einen  Durchmesser  durch  diesen  Punkt, 
bestimmen  den  Punkt  P'  auf  demselben  so,  dass  das  Recht- 
eck CP  •  CT'  dem  Quadrat  dieses  Halbdurchmessers  gleich 
ist,  und  ziehen  durch  P'  eine  Parallele  zu  dem  ihm  conjugirten 
Durchmesser.  Als  ein  specieller  Fall  entspringt  daraus  der 
früher  bewiesene  Satz :  die  Tangente  im  Endpunkt  eines  Durch- 
messers ist  parallel  zu  dem  ihm  conjugirten  Durchmesser. 
(Ari  106.) 

Avkfg.  1.   Die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  irgend  eine 

Linie  Sa?+i?y=  —  1  den  Kegelschnitt  1+^  =  1  berührt. 

Indem  wir  die  Gleichungen  5a;+t?y=» —  1  und  — ^  -f-  ^  ==«  1 

vergleichen,  finden  wir  x'  =  —  |a^  und  y  «=■  —  i?&^,  und  durch 
Substitution  dieser  Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung  der  Curve 
erhalten  wir  die  geforderte  Bedingung  a'{^  +  &'^'  *=»  1. 

Aufg,  2.  Die  Gleichung  des  Tangentenpaares  von  xy  an  den 
Kegelschnitt  zu  finden.    Wir  verfahren  wie  in  Art.  107  und  finden 

(S+!^--0(S+«-')-(^+,'S^-')' 

Aufg.  3.  Den  durch  das  Tangentenpaar  von  xy  an  die  Curve 
gebildeten  Winkel  ^  zu  finden. 

Wenn  eine  Gleichung  zweiten  Grades  zwei  gerade  Linien  dar- 
bteilt, so  bezeichnen  die  gleich  Null  gesetzten  drei  höchsten  Glie- 
der zwei  zu  ihnen  parallble  Linien  durch  den  Anfangspunkt:  also 
häugt  der  durch  das  erste  Paar  der  geraden  Linien  eingeschlossene 
Winkel  nur  von  den  drei  höchsten  Gliedern  der  allgeineinen  Glei- 
chung ab.  Ordnen  wir  dann  die  im  letzten  Beispiel  gefundene 
Gleichung,  so  finden  wir  nach  Art.  87 

tan  op  = rz—. — /- i — ^,- . 
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Aufg.  4.  Finde  den  Ort  eines  PankteS;  an  welchem  die  von 
ihm  aus  gezogenen  Tangenten  sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden. 

Indem  wir  den  Nenner  des  Werthes  von  tan  9  mit  0  verglei- 
chen, finden  wir  x^  -\-  y"^  >=  a^  -j-  5^,  die  Gleichung  eines  mit  der 
Ellipse  concentrischen  Kreises.  Der  Ort  der  Durchschnittspunkte 
der  Tangenten,  welche  sich  unter  einem  gegebenen  Winkel  schnei- 
den, der  nicht  90®  ist,  ist  im  Allgemeinen  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung von  specieller  Art.. 

178.  Man  soll  die  auf  die  Axen  bezogene  Glei- 
chung des  Durchmessers  finden,  welcher  zu  dem 
durch  den  Punkt  x'y  gehenden  conjugirt  ist 

Da  die  fragliche  Gerade  durch  den  Anfangspunkt  der  C!o- 
ordinaten  geht  und  der  Tangente  im  Punkte  x'y'  parallel  ist, 

so  ist  die  Gleichung  ^  -f-  ?^|^  =  0.   Sind  dann  $ ,  ^  die  Winkel, 

welche  mit  der  Axe  x  von  dem  ursprünglichen  und  dem  ihm 
conjugirten  Durchmesser  gebildet  werden ,  so  ist  offenbar 

tanÖ=:?( 

X 

und  aus  der  Gleichung  des  conjugirten  Durchmessers  (Art.  21) 

tanö'  = A.   Daher  ist  tan  $  tan  ^  = j,  wie  auch  aus 

Art.  102  hervorgeht.  Die  entsprechende  Relation  für  die  Hy- 
perbel ist  (Art.  176)  tan  Han  ^  =  ^, . 

179.  Weil  in  der  Ellipse  tan  0  tan  ^'  negativ  ist,  so  muss, 
wenn  einer  der  Winkel  $,  V  spitz  und  daher  seine  Tangente 
positiv  ist,  der  andere  stumpf  sein,  seine  Tangente  negativ. 
Also:  coujugirte  Durchmesser  der  Ellipse  liegen  auf 
verschiedenen  Seiten  der  kleinen  Axe  (welche  ^ »» 90*^ 
entspricht). 

In  der  Hyperbel  ist  im  Gegentheil  tan  $  tan  ^  positiv,  und 
$,  tf  müssen  entweder  beide  spitz  oder  beide  stumpf  sein.  Also: 
in  der  Hyperbel  liegen  conjugirte  Durchmesser  auf 
derselben  Seite  der  conjugirten  Axe. 

In  der  Hyperbel  muss,  wenn  tan  $  kleiner  als  -  ist,  tau  9' 

grösser  als  -  sein;  aber  nach  Art.  175  ist  der  dem  arc  tan  ^=  - 

entsprechende  Durchmesser  die  Asymptote^  welche  nach  dem- 
selben Artikel  die  Durchmesser^  welche  die  Curve  schneiden, 
von  denen  trennt,  welche  sie  nicht  schneiden.    Also:  wenn 
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der  eine  von  zwei  conjugirten  Durchmessern  die 
Hyperbel  in  reellen  Punkten  sehneidet,  so  thut  dies 
der  andere  nicht.  Es  wird  auch  erkannt,  dass  jede  Asymp- 
tote ein  sich  selbst  conjugirter  Durchmesser  ist. 

180.  Die  Coordinaten  x\y'  des  Endpunktes  von 
dem  Durchmesser  zu  finden*,  der  zu  dem  durch  x'y 
gehenden  conjugirt  ist. 

Diese  Coordinaten  werden  gefunden,  indem  man  aus  der 

Gleichung  des  conjugirten  Durchmessers  und  derjenigen  der 

Curve  , 

«Ä    ,   yy_/%      ^  I    y!_i 

die  o:  und  y  bestimmt. 

Indem  wir  in  die  letztere  die  aus  der  erstem  gefundenen 
Werthe  für  x  und  y  einsetzen^  und  uns  erinnern,  dass  die  Co- 
ordinaten x\  y'  der  Gleichung  der  Curye  genügen,  finden  wir 

ohne  Schwierigkeit  ~  =  +  t^,    ^=  +  ~- 

181.  Die  Längen  eines  Durchmessers  (a')  und 
seines  conjugirten  (&')  in  Function  der  Abscisse  vom 
Endpunkte  des  Durchmessers  auszudrücken. 

1)  Wir  haben  d^  =  oi'^  -f  y'\  Aber  y"^  =  ^  («2  —  a;'^). 
Also  a 2  =  62  +  ^-  x'^  =  6^  +  e^a;'^ 

2)  Ferner  ist  6'«  =  a:"^  +  y"2  =  g  y'2  +  ^^  £1 
=  (a«  —  x'^)  +  J,  x\    Also  6'2  =  «2  -  c22:'2. 

Aus  diesen  Werthen  ergiebt  sich  a  *  +  ^'^  =  «^  +  6^,  oder 
die  Summe  der  Quadrate  irgend  eines  Paares  von 
conjugirten  Durchmessern  ist  constant.  (Aufg.  3, 
Art  169.) 

182.  In  der  Hyperbel  müssen  wir  die  Zeichen  von  6'  und 
f'  ändern  und  erhalten  a^  —  V^  =  a^  —  6^,  oder  die  Diffe- 
renz der  Quadrate  irgend  eines  Paares  conjugirter 
Durchmesser  einer  Hyperbel  ist  constant. 

Wenn  wir  in  der  Hyperbel  a  =  6  haben,  so  wird  ihre 
Gleichung  a?  — y^  =  a^,  und  sie  wird  eine  gleichseitige 
Hyperbel  genannt.  Das  eben  bewiesene  Theorem  zeigt,  dass 
jeder  Durchmesser  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
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seinem  conjugirten  gleich  ist.  Die  Asymptoten  der 
gleichseitigen  Hyperbel  sind  durch  die  Gleichung  x^  —  y'  =  0 
gegeben,  und  daher  unter  rechten  Winkeln  zu  einan- 
der. Deshalb  wird  diese  Hyperbel  oft  auch  eine  rectanguläre 
Hyperbel  genannt  Die  Bedingung,  dass  die  allgemeine  Glei- 
chung zweiten  Grades  eine  gleichseitige  Hyperbel  darstelle,  ist 
^1,  =  —  022)  denn  dies  ist  nach  Art.  79  die  Bedingung,  unter 
welcher  die  Asymptoten  a,,a;^  +  2 <f?  12 ^y  +  »22!/^  =  ^  recht- 
winklig unter  einander  sind;  aber  wenn  die  Hyperbel  rect- 
angulär  ist,  muss  sie  gleichseitig  sein,  weil  (Art.  175) 
die  Tangente  des  halben  Winkels  zwischen  den  Asymptoten 

.=  — ,  und  daher,  wenn  dieser  Winkel  45'*  ist,  «22  =  «n  sein 

muss. 

183.  Die  Länge  der  Senkrechten  vom  Centrum 
auf  die  Tangente  zu  finden. 

Die  Länge  der  Senkrechten  vom  Coordiuatenanfang  auf 
die  Linie   ^'  +  ?g-  =  1  ist  (Art.  23) 

/(s'+S)"/(^°W')' 

Wir  zeigten  aber  im  Art.  181,  dass 

6'=-^+-^;    alsoi)=^. 

184.  Den  von  zwei  conjugirten  Durchmessern 
eingeschlossenen  Winkel  zu  bestimmen. 

Der  Winkel  zwischen  den  Durchmessern  ist  gleich  dem 
Winkel  zwischen  dem  einen  und  der  Tangente,   welche  dem 

andern  parallel  ist;  nun  ist 

^  sinCPr=~^=?. 

Also    sin  PCP'  ==  sin  o)  =  -n? . 

^        ab 

Die  Gleichung  a  &'sin  9  =  ab  zeigte 
dass  das  durch  Verbindung  der  Enden  von  conju- 
girten Durchmessern  der  Ellipse  oder  Hyperbel  ge- 
bildete Dreieck  einen  constanten  Inhalt  hat  (Art 
169,  Aufg.  2.) 
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185.  Da  die  Summe  der  Quadrate  von  irgend  zwei  con- 
jagirten  Durcbmessem  constant  ist,  so  ist  ihr  Rechteck  ein 
Maximum^  wenn  sie  gleich  sind,  und  daher  ist  in  diesem  Falle 
sin  0  ein  Minimum,  also  ist  der  spitze  Winkel  zwischen  den 
zwei  gleichen  conjugirten  Durchmessern  kleiner  und 
folglich  der  stumpfe  Winkel  grosser  als  der  von  irgend  einem 
andern  Paar  conjugirter  Durchmesser  gebildete.  Die  Länge 
der  gleichen  conjugirten  Durchmesser  wird  gefunden,  indem 
man  d  ==  V  in  die  Gleichung  a'^  +  fe'^  =  c?  -\-h'^  substituirt. 
Daraus  ergiebt  sich  a  ^  als  die  Hälfte  der  Summe  von  a^  und 

6',  und  in  diesem  Falle  sin  ö  =    ,  ^  . ,  .    Der  Winkel,   wel- 

eben  jeder  dieser  conjugirten  Durchmesser  mit  der  Axe  der  x 
macht,  wird  aus  der  Gleichung  gefunden  tan  d  tan  6'  = ,, 

indem  man  darin  tan  0=  —  tanO'  setzt^  weil  irgend  zwei  gleiche 
Durchmesser  gleiche  Winkel  mit  der  Axe  der  x  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  ihr  bilden.   (Art.  172.)  Somit  tan  d  =  -. 

Es  folgt  daher  nach  Art.  175,  dass,  wenn  eine  Ellipse  und  Hy- 
perbel dieselben  Axen  in  Grösse  und  Lage  haben,  die  Asymp- 
toten der  Hyperbel  mit  den  gleichen  conjugirten  Durchmessern 
der  Ellipse  zusammenfallen. 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Ellipse,  bezogen  auf  zwei 
coDJugirte  Durchmesser  (Art.  176),  wird  ic^  -f-  J/'  =  «  ^  wenn 

Wir  sehen  daraus,  dass  die  Gleichung  jeder  Ellipse  in  die- 
selbe Form  wie  die  Gleichung  des  Kreises  gebracht  werden 
kann,  nämlich  in  die  Form  x^  +  V^  =  ^';  indem  man  die 
gleichen  conjugirten  Durchmesser  zu  Coordinatenaxen 
wählt;  aber  in  dem  Falle  der  Ellipse  ist  der  Winkel  zwischen 
diesen  Axen  schief,  währender  beim  Kreise  ein  rechter  ist. 

186.  Die  Senkrechte  vom  Centrum  auf  die  Tan- 
gente in  Function  der  Winkel  auszudrücken,  die 
sie  mit  den  Axen  bildet. 

Wenn  wir  davon  ausgehen,  die  Gleichung  der  Tangente 

^,  -|-  ^  =  1  in  die  Form  x  cos  a  -j-  V  sin  a  =  jp  zu  bringen 
(Art  25),  so  finden  wir  durch  Vergleichung  dieser  Gleichungen 
unmittelbar    ,=  — ^,    ^-rzs^^?**.      Indem  wir  dann  in   die 
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Gleichung  der  Cnire  die  so  erhaltenen  Werthe  von  x^  y  ein- 
setsen,  finden  wir  p-  =  a'  cos*  c  +  *'  sin^  «*)• 

Die  Gleiehnng  der  Tangente  kann  daher  geschrieben  wer- 
den X  cos  a  -|-  jf  sin  a  —  Y{a^  cos'  c  +  6*  sin*  «)  =  0,  und  nach 
Art.  34  ist  die  Senkrechte  Ton  irgend  einem  Punkte  (^',  y) 
auf  die  Tangente  /^(a*  cos*  a  +  **  sin-  a)  —  a:'  cos  a  —  y*  sin  «, 
wo  wir  die  Formel  so  geschrieben  haben,  dass  die  Normale 
positiy  wird,  wenn  der  Punkt  xy  mit  dem  Centrum  auf  der- 
selben Seite  der  Tangente  liegt 

Äufg.  Den  Ort  des  Durchschnitts  der  Tangenten  zu  finden, 
die  sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden. 

Seien  p^p   die  Senkrechten  zu  diesen  Tangenten,  so  ist 

p^  =  a*  cos-  a  -f-  6-  sin-  c,     jp**  =  a-  sin'  a  +  ^^  ^^^  **> 

l>»  + /2  =  a' +  ft'. 

Aber  das  Quadrat  der  Entfernung  Tom  Centrum  bis  zum  Durch- 
schnitt zweier  Linien,  die  sich  rechtwinklig  schneiden,  ist  gleich 
der  Summe  der  Quadrate  seiner  Entfernungen  von  diesen  Linien 
selbst;  diese  Entfernung  ist  daher  constant,  und  der  geforderte  Ort 
ist  somit  ein  Sjreis.   (Ark  177,  Aufg.  4.) 

187.  Die  Sehnen,  welche  die  Enden  eines  Durchmessers 
mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Curre  verbinden,  werden 
Supplementarsehnen  genannt. 

Durchmesser,  die  zu  irgend  einem  Paar  Supple- 
mentarsehnen parallel  sind,  sind  conjngirt. 

Denn  betrachten  wir  das  Dreieck,  welches  gebildet  wird 
durch  Verbindung  der  Enden  eines  Durchmessers  AB  mit 
einem  Punkte  2)  der  Curve,  so  muss  nach  den  Elementen  der 
Geometrie  die  Verbindungslinie  der  Halbirungspunkte  zweier 
Seiten  mit  der  dritten  Seite  parallel  sein,  also  muss  der  AD 
halbirende  Durchmesser  parallel  zu  BD  und  der  BD  halbi- 
rende  parallel  zu  ^D  sein. 

Dasselbe  kann  analytisch  bewiesen  werden,  indem  man 
die  Gleichungen  von  AD  und  BD  bildet  und  zeigt,  dass  das 
Produet  der  Tangenten  der  durch  diese  Linien  mit  der  Axe 

gebildeten  Winkel  =  —    ,  ist 

*)  El^enso  findet  msm,  dass  j»*  =  «*•  cos*  «r  +  fe**  cos*  ß,  wo  a  nnd 
ß  dio  Winkel  »ind,  wolohe  ins^^nd  twei  lu  einander  eonjngirten  Dorch- 
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Diese  Eigenschaft  erlaubt  uns,  die  Paare  eonjugir- 
ter  Durchmesser  zu  construiren,  welche  einen  vor- 
geschriebenen Winkel  mit  einander  bilden.  Denn 
wenn  wir  über  irgend  einem  Durchmesser  das  Segment  eines 
Kreises  beschreiben ,  welches  den  gegebenen  Winkel  enthält, 
und  die  Punkte,  wo  dieser  Kreis  die  Gurve  schneidet,  mit 
den  Enden  des  angenommenen  Durchmessers  verbinden ,  so  er- 
halten wir  ein  Paar  Supplementarsehnen,  die  unter  dem  ange- 
gebenen Winkel  geneigt  sind,  und  die  zu  ihnen  parallelen 
Durchmesser  sind  die  zu .  einander  conjugirten  Durchmesser, 
welche  der  Aufgabe  genügen. 

Äufg.  1.  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers 
sind  parallel. 

OCX  1/  V 

Ihre  Gleichungen  sind  — ^  +  -  ,f-  c==  -j-  1.    Dies  folgt  auch 

aas  dem  Theorem  des  Art.  108  und  aus  der  Bemerkung,  dass  das 
Centrmn  der  Pol  der  unendlich  entfernten  geraden  Linie  ist.  (Art.  107.) 

Äufg.  2.  Wenn  eine  veränderliche  Tangente  eines  Central- 
Eegelschnitts  zwei  feste  parallele  Tangenten  schneidet,  so  bestimmt 
sie  Abschnitte  auf  diesen ,  deren  Rechteck  constant  und  dem  Qua- 
drat des  zu  ihnen  parallelen  Halbdurchmessers  gleich  ist. 

Nehmen  wir  den  den  Tangenten  parallelen  Durchmesser  und 
den  zu  ihm  conjugirten  zu  Coordinatenaxen,  so  sind  die  Gleichungen 
der  Cnrve  und  der  veränderlichen  Tangente 

— *  4-  ?'«  =  1  und  -  ,,-  +  x^  =  1. 

Die  Abschnitte  in  den  festen  Tangenten  werden  gefunden,  in- 
dem man  x  nach  einander  =  -f-  a'  in  der  letzten  Gleichung  macht, 

und  wir  erhalten  sie  daher  y  =  — rl  1  -f-  —' )  i  so  dass   -  «j  ( 1 t^  j 

ihr  Product  ist ,  welcher  Ausdruck  sich  durch  die  Substitution  des 
der  Gleichimg  der  Curve  entnommenen  Werthes  von  y'^  auf  V^ 
reducirt. 

Äufg.  3.  Bei  derselben  Construction  ist  das  Rechteck  aus  den 
Segmenten  der  veränderlichen  Tangente  gleich  dem  Quadrat  des 
zu  ihr  parallelen  Halbdurchmessers. 

Denn  der  Abschnitt  auf  einer  der  parallelen  Tangenten  ver- 
hält sich  zu  dem  anliegenden  Segment  der  veränderlichen  Tangente 
wie  die  parallelen  Halbdurchmesser.  (Art.  112.)  Daher  verhält  sich 
das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  der  festen  Tangenten  zu  dem 
Rechteck  aus  den  Abschnitten  der  veränderlichen  Tangente  wie  die 
Quadrate  dieser  Halbdurchmesser;  und  da  das  erste  Rechteck  gleich 
dem  Quadrat  des  den  festen  Tangenten  pftrallclen  Halbdurchmes- 

SalmoD-Fiedler,  anal.  Oeom.  d.  KegeUcbn.  4.  Aufl.  16 
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sers  ist,  so  muss  auch  das  zweite  Rechteck  gleich  dem  Quadrat 
des  zur  veränderlichen  Tangente  parallelen  Halbdurchmessers  sein. 

Aufg.  4.  Das  Rechteck  aus  den  Segmenten  einer  Tangente, 
welche  durch  ihren  Durchschnitt  mit  zwei  beliebigen  conjngirten 
Durchmessern  gebildet  werden,  ist  dem  Quadrate  des  zu  ihr  par- 
allelen Halbdurchmessers  gleich. 

Nehmen  wir  den  der  Tangente  parallelen  Halbdurchmesser  und 
den  ihm  conjugirten  zu  Axen ,  so  sind  die  Gleichungen  irgend  zweier 

conjugirten  Durchmesser  y  =  ^  x  und  — tj-  +  ^  =  0 ,  und  die 

dadurch  in  der  Tangente  gebildeten  Abschnitte  werden  gefunden, 

indem  man  a;  =  a'  macht ,  y  =  ^,a  und  y  =  —    -r  -7 ;  das  von 

»  ^        X  ^  a  y^ 

ihnen  gebildete  Rechteck  -ist  =  h'^.  Wir  hätten  in  gleicher  Weise 
einen  rein  algebraischen  Beweis  für  den  Satz  der  Aufg.  3  geben 
können.  —  Die  Verbindungslinien  des  Centrums  und  der  Punkte, 
in  welchen  eine  verftnderliche  Tangente  ein  Paar  feste  parallele  Tan- 
genten schneidet,  sind  nach  dem  Vorigen  nothwendig  Paare  con- 
jugirter  Durchmesser. 

Aufg.  5.     Aus  der  Grösse  und  der  Lage  zweier  conjugirter 

-j  Durchmesser  (Oa,  Oh)  in  einem  Central- 

y^^       ">s.  kegelschnitt  die  Axen  desselben  zu  bestim- 

/  \        men.  • 

/  •'  \  Die  folgende  Construction  ist  auf  das 

j[ JlC --JB   in  der  letzten  Aufgabe  gefundene  Theorem 

u        /      ^■^'^  }      gegründet:   Durch  a,  das  Ende  des  einen 
\\  /^'-^'^         J       Durchmessers,  ziehe  man  eine  Parallele  zum 

^r^— 6y         andern :  sie  ist  zugleich  eine  Tangente  der 

Curve.  Bestimme  darnach  in  Oa  einen  Punkt 

P  so,  dass  das  Rechteck  Oa.aP  =^  OV^  (also  auf  der  dem  a  entge- 
gengesetzten Seite  von  0  für  die  Ellipse,  auf  derselben  Seite  für  die 
Hyperbel),  und  beschreibe  einen  Kreis  durch  0,  P,  der  sein  Cen- 
trum in  aO  hat;  so  bezeichnen  die  Linien  OA^  OB  die  Axen  der 
Curve.  Denn  weil  das  Rechteck -4a. a-B=Oa.aP=  06*  ist,  so 
sind  die  Linien  0-4,  OB  corgugirte  Durchmesser,  und  weil  AB 
ein  Durchmesser  des  Kreises  ist,  ist  der  von  ihnen  gebildete  Win- 
kel AOB  ein  rechter. 

Aufg.  6.  Wenn  irgend  zwei  Halbdurchmesser  gegeben  sind, 
so  sind  die  Dreiecke,  welche  von  ihnen  imd  denjenigen  beiden  unter 
ihren  Ordinaten  gebildet  werden ,  welche  respective  durch  den  End- 
punkt des  andern  Halbdurchmessers  gehen,  von  gleicher  Fl&cbe. 
Aufg.  7.  Die  Dreiecke,  welche  irgend  zwei  Halbdurchmesser 
mit  den  beiden  Tangenten  der  Curve  in  ihren  Endpunkten  bilden, 
sind  von  gleicher  Fläche. 

188.  Eine  durch  irgend  einen  Punkt  einer  Curve  senk- 
recht zur  Tangente  in  diesem  Punkte  gezogene  gerade  Linie 
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wird  eine  Normale  genannt.     Indem  wir  nach  Art.  32  die 
Gleichung  einer  durch  {x'y)  gehenden  Linie  bilden,  die  zu 

a«     '     i«  ~ 
seukrecht  ist,  finden  wir  die  Gleichung  der  Normale  eines  Kegel- 
schnitts 

5(»-»')  =  ^(^-^')    oder  «;?  -  *^?^  =  c^ 

wo  c'  wie  inr  Art.  171  die  Differenz  a^  —  6^  bezeichnet. 
Wir  finden  daraus  den  Abschnitt  CNj  welchen  eine  Nor- 
male in  der  Hauptaxe  bestimmt,  durch 
die  Substitution  y  =  0, 

x  =  —^x\  oder  x  =  e^x\ 

Wir  können  daher  von  irgend 
einem  Punkte  in  der  Axe  eine  Nor- 
male zu  einer  Ellipse  ziehen;  denn  aus 
CS  bestimmen  wir  hiernach  die  Abscisse  des  Fusspunktes  der 
Normale  in  der  Curve. 

Der  Kreis  kann  als  eine  Ellipse  betrachtet  werden,  deren 
Excentricitat  =  0,  weil  c^  =  a^  —  6^  =  0  ist.  Der  Abschnitt 
CS  ist  daher  in  dem  Fall  des  Kreises  immer  =  0,  oder  jede 
Normale  eines  Kreises  geht  durch,  sein  Centrum. 

189.  Das  Stück  MN  der  Hauptaxe,  welches  zwischen  Nor- 
male und  Ordinate  enthalten  ist,  wird  die  Subnormale  ge- 
nannt   Ihre  liänge  ist  nach  dem  letzten  Artikel  gleich 

X    *~~     =  X     Q.  1.      ^  X  • 

d.i.  die  Normale  zerlegt  die  Abscisse  in  zwei  Theile, 
welche  in  einem  constanten  Verhältnisse  sind. 

Wenn  eine  im  Punkte  P  an  die  Curve  gezogene  Tangente 
die  Axe  in  T  schneidet,  so  wird  der  Abschnitt  JlfTdie  Sub- 
tangente  genannt. 

Weil  die  ganze  Länge  CT  =  -/  ist  (Art.  177),  so  ist  die 

Subtangente  «'       , .' q*  —  x* 

X  X 

Auch  die  I^nge  der  Normale  kann  leicht  gefunden  werden. 
Denn  man  hat 

PN*  =  PM*  +  MN*  -  y*  +  *;  X'  =  ^;  (g  y*  +  g  ^'»)  • 

16* 
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Wenn  aber  V  der  zu  CP  conjugirte  Halbdurchinesser  ist, 
so  ist  die  Grosse  innerhalb  der  Parenthesen  =  &''.  (Art.  181.) 

Also  ist  die  Länge  der  Normale  PN  = 

Wenn  die  Normale  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  kleinen 
Axe  verlängert  wird ,  so  zeigt  man  in  derselben  Art,  dass  ihre 

Länge  =  -rn  ist.    Die  Vergleichung  beider  Ergebnisse  liefert 

die  Sätze:  Das  Product  aus  den  Segmenten  der  Nor- 
male ist  gleich  dem  Quadrat  des  conjugirten  Halb- 
durchmessers; ihr  Verhältniss  ist  constant,  näm- 
lich dem  der  Quadrate  der  Halbaxen  gleich. 

Im  Art.  185  fanden  wir,  dass  die  Senkrechte  vom  Cen- 
trum auf  die  Tangente  =  -w-  ist.     Also  ist  das  Rechteck 

aus  derNorniale  und  der  Senkrechten  vom  Centrum 
auf  die  Tangente  constant  und  gleich  dem  Quadrate 
der  kleinen  Halbaxe. 

Die  Länge  der  Normale  kann  auch  in  Function  des  Win- 
kels ausgedrückt  werden,  den  sie  mit  der  Axe  einschliesst: 

FN=-=,,,  r-t—j-u  •  .  -\  (Art.  186)  =  -^-^i-^ .^-  . 

p       y(a*  cos*  a  +  6*  sm«  a)  ^  •'        y(l  —  e*  sin*  a) 

Au  fg.  1.  Man  soll  eine  Normale  zu  einer  Hyperbel  oder  Ellipse 
ziehen,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht. 

Die  Gleichung  der  Normale  d^xy  —  Wxy=^  c^xy  drückt 
eine  Relation  aus  zwischen  den  Coordinaten  xy  irgend  eines  Punk- 
tes in  der  Curve  und  den  Coordinaten  xy  irgend  eines  Punktes 
in  der  Normale  derselben  in  xy.  Wir  drücken  aus ,  dass  der  Punkt 
in  der  Normale  bekannt  und  ihr  Fusspunkt  in  der  Curve  gesucht 
sei,  indem  wir  die  Indices  von  den  Coordinaten  des  letztem  be- 
seitigen und  sie  denen  des  erstem  beifügen.  So  finden  wir,  dass 
die  Punkte  der  Curve,  deren  Normalen  durch  {x  y')  gehen,  die 
Durchschnittspunkte  der  Curve  sind  mit  der  Hyperbel 

c^xy  =  a^x'y  —  V^yx. 

Aufg,  2.  Wenn  durch  irgend  einen  gegebenen  Punkt  in  einem 
Kegelschnitt  zwei  gerade  Linien  rechtwinklig  zu  einander  so  ge- 
zogen werden,  dass  sie  die  Curve  schneiden,  so  geht  die  Verbin- 
dungslinie ihrer  Endpunkte  durch  einen  festen  Punkt  in  der  Normale. 

Nehmen  wir  die  Tangente  und  Normale  der  Curve  in  dem  ge- 
gebenen Punkte  zu  Coordinatenaxen ,  so  muss  die  Gleichung  der 
Curve  von  der  Form  sein 
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(033  =  0,  weil  der  Ursprung  in  der  Curve  liegt,  und  «,3  =  0 
(Art.  87),  weil  die  Tangente  als  Axe  der  x  vorausgesetzt  ist.)  Ist 
nun  die  Gleichung  irgend  zweier  geraden  Linien  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  durch  x"^  -^  2pxy  +  qy"^  =  0  reprä- 
sentirt,  so  multiplieiren  wir  diese  Gleichung  mit  a^^  und  subtra- 
hiren  sie  von  der  Curve  und  erhalten 

(2a,j  —  a^^p)  xy  +  {a^^  —  Oj,  q)  y'^  +  2a^^y  =  0 

als  (Art.  40)  die  Gleichung  einer  durch  die  Durch  schnitt  spunkte 
der  bezeichneten  geraden  Linien  und  des  Kegelschnitts  gehenden 
Figur.  Aber  dieselbe  kann  in  ^  =  0  (die  Gleichung  der  Tangente 
in  dem  gegebenen  Punkte)  und 

2(a,2  —  a^^p)  X  +  (a22  —  a^^q)  y  +  ^a^^  =  0 

zerlegt  werden,  und  diese  letztere  muss  daher  die  Gleichung  der 
die  Endpunkte  der  gegebenen  Linien  verbindenden  Sehne  sein.  Der 
Punkt,  in  welchem  diese  Sehne  die  Normale,  die  Axe  der  y^  schnei- 

det,  ist  bestimmt  durch  seine  Ordinate    1/ = ~- — .     Wenn 

aber  die  geraden  Linien  rechtwinklig  sind ,  i^i  q=.  —  1  (Art.  87), 
und  der  Abschnitt  in  der  Normale  hat  die  constante  Länge 

^ 2  «M 

Oji  +  fl» 

Für  den  Kreis  ist  diese  constante  Länge  dem  Halbmesser  gleich, 
für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  sie  unendlich  gross ,  die  fragliche 
Linie  ist  immer  der  Normale  parallel.  '  Wenn  man  daher  durch 
einen  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel  zwei  zu  einander  recht- 
winklige Sehnen  zieht,  so  ist  die  von  ihm  auf  die  gerade  Yerbin- 
dungslinie  ihrer  Endpunkte  gefällte  Normale  die  Tangente  der  Curve. 
^  Der  Beweis  zeigt  auch,  dass  dieser  Satz  allgemein  dann  wahr 
ist,  wenn  die  geraden  Linien  mit  der  Normale  Winkel  bilden,  für 
velche  das  Product  der  trigonometrischen  Tangenten  constant  ist ; 

2(? 

denn  dann  ist  q  constant  und  daher  der  Abschnitt —       des- 

gleichen. 

Aufg.  3.    Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  Tan- 
genten in  den  Punkten  xy'  und  x'y'  zu  bestimmen. 
Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  Linien 


/'  „       - »' 


sind  .^«•Cy'-y")  b^ix'-x''] 

Aufg,  4.     Die  Coordinaten  des  Durchschnitts  der  Normalen 
in  den  Punkten  xy\  xy'  zu  finden. 

Indem  wir  ebenso  verfahren,  wie  in  der  letzten  Aufgabe,  finden 
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wir  X  =  ^^ 'i ,  y  = ^^  -   — ,  worin  X,  TdieCo- 

ordinaten  des  Durchschnitts  der  Tangenten  bezeichnen  ^  die  in  der 
letzten  Aufgabe  gefunden  wurden. 

Die  Werthe  von  X  und    Y  können  in  anderen  Formen  ge- 
schrieben werden ,  weil  wir  durch  Combination  der  Gleichungen 

^o-y  —  1    ^l^yl  —  \ 

die  Resultate 

finden.     Daher  ist 

^_^xy   +yx        ^       xy  +yx 

y  +y     ^  X +x 

Wir  können  auch  zeigen,  dass 


Y_ x+x  ^  y +y 

.A.  »  ~ //  f  ff  3         -^    ^^ ' — f* '~  '» 


ist. 


Wenn  sind  diese  Normalen  rechtwinklig  zu  einander?  (Art.  186, 
Aufg,) 

190.  Zwei  Punkte,  welche  in  der  grossen  Axe  einer  Ellipse 
zu  beiden  Seiten  des  Centrums  in  der  Entfernung  +  "/a^  —  '>' 

oder  +  €  gelegen  sind,  heissen  die 
Brennp  unkte  der  Corve.  Die 
Brennpunkte  der  Hyperbel  sind  zwei 
Punkte  in  ihrer  transversalen  Axe, 
gleichfalls  in  der  Entfernung  +  c 
vom  Centrum,  wo  c  jedoch  die  der 

Hyperbel  entsprechende  Bedeutung  =  yä^  +  ^'  ^*^' 

Die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  der 
Ellipse  vom  Brennpunkt  auszudrücken.  Daj?=-^c, 
j^s=sO  die  Coordinaten  des  einen  Brennpunktes  sind,  so  ist  das 
Quadrat  der  Entfernung  irgend  eines  Punktes  {x\  y)  von  ihm: 

=  {x  —  cy  +  y'  =  x"'  +  y  2  —  2cx  +  (?. 
Aber  nach  Artikel  181  ist  x"^  +  y'^  =  6'«  +  e^x^  und 

Also  FF  =  a*  —  2cx  -f-  e^x^,  und  indem  man  erinnert, 
dass  c  =  ae  ist,  FF  =  a  —  ex , 

(Wir  verwerfen  den  Werth  ex  ^=  a,  den  man  erhält^  in- 
dem man  der  Quadratwurzel  das  andere  Vorzeichen  giebt;  denn 
weil  x'  kleiner  als  a  und  e  kleiner  als  1  ist,  ist  die  Grosse 


Summe  und  Differenz  der  Brennstrahlen.    191.  247 

ex  —  a  stets  negativ  und  kann  in  unserem  Falle  nicht  in  Be- 
tracht kommen ;  weil  wir  nicht  die  Richtung,  sondern  die  abso- 
lute Grosse  des  Radius  vector  FP  betrachten.) 

Wir  haben  ebenso  für  die  Entfernung  vom  andern  Brenn- 
punkt F'P  =  «  -f"  ^'^'y  ''^eil  nur  —  e  für  +  ^  i^  der  vorigen 
Formel  zu  schreiben  ist;  also  ist  FP  -{-  FP  =  2a,  oder  die 
Summe  der  Entfernungen  irgend  eines  PunLtes  in 
der  Ellipse  von  den  Brennpunkten  istcoustant  und 
gleich  ihrer  grossen  Axe.    • 

191.  Indem  wir  den  vorigen  Satz  auf  die  Hyperbel  an- 
wenden, erhalten  wir  denselben  Werth  für  FP^]  aber  indem 
wir  die  Quadratwurzel  ausziehen,  müssen  wir  das  Zeichen  des 
Werthes  von  FP  wechseln ;  denn  in  der  Hyperbel  ist  x'  grosser 

^als  a,  und  e  ist  grösser  als  1.  Also  ist  a  —  ex'  immer  nega- 
tiv, und  die  absolute  Grosse  des  Radius  vector  ist  daher 

FP=ex  -a. 

In  gleicher  Weise  ist  F'P  =  ex'  -f-  a,  und  daher 

rP^FP  =  2a] 

also  ist  in  der  Hyperbel  die  Differenz  der  Brenn- 
strahlen  constant  und  gleich  der  transversalen  Axe. 
Für  beide  Curven  ist  das  Rechteck  unter  den  Brenn - 
strahlen  ==  +  (a^  —  c^x^)  d.  h.  (Art.  181)  =  6^ 

192.  Es  ist  nützlich,  die  Umkehrung  der  obigen  Resul- 
tate zu  beweisen,  indem  man  den  Ort  der  Spitze  eines  Drei- 
ecks sucht,  für  welches  die  Basis  und  die  Summe  oder  die  Dif- 
ferenz der  Seiten  gegeben  ist. 

Indem  man  den  Mittelpunkt  der  Basis  (=  2  c)  zum  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  wählt,  wird  die  Gleichung  des  Ortes 

VW  +  (c  +  xY]  ±  riy^  +  (c  -  xf]  =  2a, 

welche  durch  Entfernung  der  Wurzelgrossen  die  Form 

^  -1-    y'    =1 

annimmi  Wenn  die  Summe  der  Seiten  gegeben  ist,  so  ist 
a  grosser  als  c,  weil  dte  Summe  der  Seiten  stets  grösser  als 
die  Basis  sein  muss;  daher  ist  der  Coefficient  von  y^  positiv 
und  der  Ort  eine  Ellipse. 

Wenn  aber  die  Differenz  gegeben  ist,  so  ist  a  kleiner 
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als  c,   der  Coefficient  von  y^  negativ  und  der  Ort  eine  Hy- 
perbel. 

193.  Mit  Hilfe  des  vorigen  Theorems  kann  man  eine  El- 
lipse oder  Hyperbel  mechanisch  beschreiben.  Wenn  die  Enden 
eiues  Fadens  an  zwei  festen  Punkten  F  und  F*  befestigt  sind, 
so  beschreibt  ein  Stift^  der  sich  so  bewegt ,  dass  er  den  Faden 
immer  gleichmässig  gestreckt  erhält,  eine  Ellipse,  von  welcher 
F  und  F'  die  Brennpunkte  sind,  und  deren  grosse  Axe  gleich 
der  Länge  des  Fadens  ist.    . 

Um  eine  Hyperbel  zu  beschreiben,  lasse  man  ein  Lineal 
au  einem  Ende  F  drehbar  befestigt  sein ;  wenn  dann  ein  am 

^,^  festen  Punkte  F'  befestigter  Faden  auch 
"^  an  einem  Punkte  des  Lineals  FL  befestigt 
ist  und  durch  einen  Ring  in  P  gespannt 
erhalten  wird ,  so  beschreibt  der  Punkt  P 
bei  der  Drehung  des  Lineals  eine  Hyperbel.  Denn  da  die  Summe 
von  JP'P  und  PJJ  constant  ist,  so  muss  es  die  Differenz  von 
FF  und  FF  auch  sein. 

194.  Die  Polare  eines  Brennpunktes  wird  die  Directrix 
des  Kegels c'hnitts  genannt.     Die  Directrix  ist  daher  nach 

Art.  177  eine  gerade  Linie,  welche  in  einer  Entfernung  +  - 

vom  Centrum  zur  grossen  Axe  senkrecht  ist. 

Da  wir  die  Entfernung  der  Directrix  vom  Gentrum  ken- 
nen, so  können  wir  ihre  Entfernung  von  irgend 
einem  Punkte  in  der  Curve  finden.  Sie  muss  gleich 
sein  mit 

^ X  oder  ==  ~-  (a  —  ea?')  «=—(«  —  ex). 


Aber  die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  in 
der  Curve  vom  Brennpunkt  ist  gleich  a  —  ex.  Wir 
erkennen  also  die  wichtige  Eigenschaft  der  Kegel- 
schnitte, dass  die  Entfernung  eines  Punk- 
tes der  Curve  vom  Brennpunkt  zu  seiner  Entfer- 
nung von  der  Directrix  in  dem  constanten  Verhftlt- 
niss  e:l  steht. 

Umgekehrt  kann  ein  Kegelschnitt  als  der  Ort  eines  Punk- 
tes definirt  werden,  dessen  Entfernung  von  einem  festen  Punkte, 
dem  Brennpunkt,  zu  seiner  Entfernung  von  einer  festen  ge- 
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raden  Linie,  der  Directrix;  in  einem  constanten  Yerhältniss 
steht.  Auf  diese  Definition  haben  verschiedene  Schriftsteller 
die  Theorie  der  K^eischnitte  gegründet.  Indem  maü  die  feste 
Linie  zur  Axe  der  x  nimmt,  kann  die  Gleichung  des  Ortes  so- 
gleich geschrieben  werden  {x  —  x'Y  +  (y  —  y'Y  =  c'y^,  eine 
Gleichung,  welche  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  dar- 
stellty  je  nachdem  e  kleiner,  grösser  als  Eins  oder  gleich  Eins  ist. 

Aufg.  1.  Wenn  eine  Curve  so  beschaffen  ist,  dass  die  Ent- 
femoog  irgend  eines  Punktes  in  ihr  von  einem  festen  Punkt  als 
eine  rationale  lineare  Function  seiner  Coordinaten  ausgedrückt  wer- 
den kann ,  so  muss  die  Curve  ein  Kegelschnitt  und  der  feste  Punkt 
ihr  Brennpunkt  sein.^') 

Denn  wenn  die  Entfernung  ausgedrückt  werden  kann  durch 
9= J a;  +  By -j-  C»  so  bezeichnet  diese  Gleichung ,  da  -4a;  -|-  By  •\-  C 
der  Senkrechten  proportional  ist,  welche  man  auf  die  gerade  Linie 
von  der  Gleichung  Äx  -\r  By  -^-  C  =  0  fällen  kann,  die  Eigen- 
schaft der  Curve,  dass  die  Entfernung  irgend  eines  ihrer  Punkte 
von  dem  festen  Punkt  zu  seiner  Entfernung  von  dieser  geraden 
Linie  in  einem  constanten  YerhSltniss  steht. 

Aufg.  2.  Die  Brennpunkte  der  aus  einem  Punkte  einer  Ellipse 
als  Centrum  und  mit  der  zugehörigen  Tangente  und  Normale  als  Axen 
beschriebenen  Ellipsen,  welche  respective  die  grosse  oder  die  kleine 
Axe  der  gegebenen  Ellipse  in  ihrem  Centrum  berühren ,  liegen  auf 
zwei  concentrischen  Kreisen,  deren  Halbmesser  die  Summe  und 
Differenz  der  Halbaxen  derselben  sind. 

195.  Die  Länge  der  Senkrechten  vom  Brennpunkt 
aaf  die  Tangente  zu  finden. 

Die  Länge  der  Senkrechten  vom  Brennpunkt  (-}-  c,  0) 

auf  die  Linie  ^  +  ^  =  1  ist  nach  Art  34 

ex' 


1  — 


a« 


aber  nach  Art.  183  ist 

y  \a^  ^  b* )        ab 

Also  F^=i^  («  -  ex)=~.FP. 

In  gleicher  Weise  ist 

FT  =  |-  («  +  ea;')  =  ^  .  F'P. 
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Also  FT  .F'r  =  62  (weil  a«  —  e^x'^  =  5'«) ;  oder  das  Bech t- 
eck  aus  den  Perpeudikelu  von  den  Brennpunkten 
auf  die  Tangente  ist  constant  und  gleich  dem  Qua- 
drat über  der  halben  kleinen  Axe.  Diese  Eigenschaft 
gilt  ebensowohl  für  die  Ellipse  als  für  die  Hyperbel. 

196.    Die  Brennstrahlen  des  Berührungspunktes 
bilden  gleiche  Winkel  mit  der  Tangente. 
Denn  wir  haben 

FT  =  ^,FF  oder  ^  =  ~ ;    aber  ^  =  sin  FFT. 

Also  ist  der  Sinus  des  Winkels,  den  der  Brennstrahl  mit 

der  Tangente  bildet,  =r-.    Denselben  Werth  finden  wir  für 

sin  F'PT\  den  Sinus  des  Winkels,  welchen  der  andere  Brenn- 
strahl mit  der  Tangente  bildet. 
Diese  Eigenschaft  ist  sowohl  für 
die  Ellipse  als  für  die  Hyperbel 
gültig,  und  aus  der  Betrachtung 
der  Figuren  ist  offenbar,  dass  die 
Tangente  der  Ellipse  die  äussere 
Halbirungslinie  des  Winkels  zwi- 
schen den  Brennstrahlen  und  die  Tangente  der  Hyperbel  die 
innere  Halbirungslinie  desselben  ist. 

Wenn  also  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  die- 
selben Brennpunkte  haben,  so  schneiden  sie  ein- 
ander in  den  Punkten,  die  sie  gemein  haben,  recht- 
winklig, d.  h.  die  Tangente  der  Ellipse  in  diesem  Punkte 
schliesst  mit  der  Tangente  der  Hyperbel  in  demselben  Punkte 
einen  rechten  Winkel  ein. 

Aufg.  1.  Beweise  analytisch,  dass  confocale  Kegelschnitte  sich 
rechtwinklig  schneiden. 

Die  Coordinaten  jedes  Durchschnittspnnktes  der  Kegelschnitte 

^  -L  ^  —  1       ?*  4-  y'  —  1 
a«  -1-5,  —  A»     a'«"T"F«  "" 

genügen  der  durch  Subtraction  beider  Gleichungen  erhaltenen  Re- 
lation (rt*  __  ^'f)  a-'«        (6«  -  5'2)j/«  _ 

Aber  wenn  die  Kegelschnitte  confocal  sind,  ist  d^  —  a  ^  =  ll^—  6'^, 
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und  diese  Belaiion  wird  -^-^z  +  v—y,  =  0.    Dies  ist  aber  die  Be- 
dingnng  (Art.  32),  unter  welcher  die  zwei  Tangenten 

rechtwinklig  zu  einander  sind. 

Aufg,  2.  Bestimme  die  Länge  einer  Linie ,  die  durch  das  Cen- 
tram parallel  zu  einem  Brennstrahl  gezogen  und  durch  die  ent- 
sprechende Tangente  begrenzt  wird. 

Diese  Länge  wird  gefunden ,  indem  man  die  Senkrechte  vom 

Centrum  auf  die  Tuigente  ( -rr)  mit  (i')i  ^^^  Sinus  des  Win- 
kels zwischen  Badius  vector  und  Tangente  dividirt,  und  ist  daher 

Aufg.  3.  Man  bestätige,  dass  die  Normale,  welche  einb  der 
Halhirungslinien  des  Winkels  zwischen  den  Radien  vectoren  ist, 
die  Entfernung  der  Brennpunkte  in  zwei  Abschnitte  theilt^  welche 
den  Radien  vectoren  selbst  proportional  sind.  (Euklid,  IV,  3.) 
Die  Entfernung  des  Fusspunktes  der  Normale  in  der  Axe  x  vom 
Centrum  i8te=  e^x'  (Art.  188);  seine  Entfernungen  von  den  Brenn- 
punkten sind  somit  c  -]-  e^x\  c  —  e^x'y  Orössen,  welche  offenbar 
das  e fache  der  Radien  vectoren  a  -{-  €x\  a  —  ex   sind. 

Aufg.  4.  Eine  Normale  zur  Ellipse  von  irgend  einem  Punkte 
in  der  kleinen  Axe  aus  zu  ziehen. 

Der  durch  den  gegebenen  Punkt  und  die  beiden  Brennpunkte 
gehende  Kreis  schneidet  die  Carve  in  den  Punkten,  nach  denen 
die  Normale  zu  ziehen  ist. 

197.  Aus  dem  Satz  des  Artikel  195;  dass  das  Rechteck 
auter  den  von  den  Brennpunkten  auf  die  Tangente  gefällten 

Normalen  constant  ist,  kann  noch 
eine  andere  wichtige  Folge  herge- 
leitet werden.  Denn  für  zwei  be- 
liebige Tangenten  ist 

FT     n 

öder  Ft^ri' 

Aber  -^  ist  das  Yerhältniss  der  Si- 
nus der  Theile,  in  welche  die  Linie  jFP  den  Winkel  an  P 

IT'*' 
theilt,  und  w^?  ist  das  Yerhältniss  der  Sinns  der  Theile,  in 

welche  F'F  denselben  Winkel  theilt;  wir  haben  daher 

LTFF=LVFF\ 


252  XI.    Ellipse  und  Hyperbel.    198. 

Wenn  wir  einen  Kegelschnitt  durch  P  denken,  der  JPund  F' 
zu  Brennpunkten  hat^  so  ist  in  Art.  196  gezeigt,  dass  die  Tan- 
gente an  ihn  gegen  die  Linien  FP  und  F'P  gleich  geneigt 
ist;  wir  schlieasen  daher  nach  dem  gegenwärtigen  Artikel,  dass 
sie  auch  zu  PT,  Pt  gleich  geneigt  ist,  und  leiten  so  den  fol- 
genden Lehrsatz  ab:  Die  Tangenten,  welche  man  durch 
einen  beliebigen  Punkt  auf  einem  Kegelschnitt  an 
einen  confocalen  Kegelschnitt  ziehen  kann,  sind 
gegen  die  Tangente  des  Kegelschnitts  in  jenem 
Punkte  gleich  geheigt. 

198.  Man  soll  den  Ort  der  Fusspunkte  der  Senk- 
rechten bestimmen,  die  von  den  Brennpunkten  auf 
die  Tangente  gefällt  werden  können. 

Die  Senkrechte  vom  Brennpunkte  wird  in  Function  des 
von  ihr  mit  der  Axe  gebildeten  Winkels  ausgedrückt,  indem 
man  in  die  Formel  des  Art.  186,  nämlich  in 

jp  =  Y{a^  cos^  a  +  6^  sin'  a)  —  x  cos  a  — -  y  sin  er 

einsetzt  x  ^^  c  und  y'  »=  0.    Demnach  ist  die  Polargleichung 

des  Ortes 

Q  =  V(a}  cos^  a  -j-  6^  sin'  a)  —  c  cos  a, 

oder        Q^-\-2cQ  cosa4-c'cos'a=a'cos'a4-&'8in'Ä, 

oder  Q^  +  2cQ  cos  a  =  6'. 

Dies  ist  nach  Art.  127  die  Polargleichung  eines  Kreises, 
dessen  Gentrum  in  der  Axe  der  x  in  der  Entfernung  —  c  vom 
Brennpunkte  liegt,  der  Kreis  ist  daher  mit  der  üurve  concen- 
trisch.  Sein  Halbmesser  ist  nach  demselben  Artikel  =  a,  d.  h. 
wenn  wir  einen  Kreis  beschreiben,  der  die  Brenn- 
punkts-Ax&  einer  Hyperbel  oder  Ellipse  zum  Durch- 
messer hat,  so  liegt  der  Fusspunkt  der  Senkrechten 
vom  Brennpunkte  auf  die  Tangente  in  der  Periphe- 
rie dieses  Kreises. 

Oder  umgekehrt:  Wenn  wir  von  einem  Punkte  F 
einen  Radius  vector  FP  zu  einem  gegebenen  Kreise 
ziehen  und  TP  senkrecht  zu  FP  legen,  so  berührt 
die  Linie  jTPstets  einen  Kegelschnitt,  der  jP zu  sei- 
nem Brennpunkt  hat,  und  der  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel  ist,  je  nachdem  F  innerhalb  oder  ausser- 
halb des  Kreises  ist. 
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Aus  Art.  19G)  Aufg.  2  ist  bekannt^  dass  die  Linie  CT, 

deren  I^nge  =»  a  ist,  dem  Brennstrahl  JP'P  parallel  läuft. 

Aufg.  Man  bilde  die  Gleichung  für  den  Ort  der  Fusspunkte 
der  Senkrechten  zu  den  Tangenten  aus  dem  Punkte  der  kleinen 
Axe,  welcher  vom  Mittelpunkt  die  gleiche  Entfernung  hat  wie  der 
Brennpunkt^  und  zeige,  dass  die  Quadratsumme  der  Distanzen  einer 
Tangente  von*  diesen  zwei  Punkten  (==  2  a^)  oonstant  ist. 

199.  Den  Winkel  zu  finden,  der  durch  die  von 
einem  Punkte  {x,y)  aus  an  einen  Gentralkegelschnitt 
gelegte  Tangente  am  Brennpunkte  gespannt  wird. 

Wir  wählen  das  Gentrum  zum  Anfangspunkt  der  Goordi- 
naten,  bezeichnen  den  Berührungspunkt  der  Tangente  durch 
[sff  y)  und  die  Radien  vectoren^  welche  diesem  und  dem  ge- 
gebenen Punkt  entsprechen^  durch  q  und  q,  endlich  die  Win- 
kel, welche  dieselben  mit  der  Hauptaxe  einschliessen,  durch 
&'  und  9;  alsdann  gelten  die  Gleichungen: 

co8Ö  =  -+-,    sinö  =  J^undcosd'=?^,   sin  ^  =  ^, 

9  Q  Q  9 

und  demnach 

cos  (ö  -  n  =  (Ji±A^A±y.y' . 

Aber  nach  der  Gleichung  der  Tangente  ist 

sex   iyy__^ 

und  wir  erhalten  durch  Substitution  des  daraus  für  yy  entsprin- 
genden Werthes 

QHf  cos  (d  —  0')  =  XX  +  ca:  +  <^^'  +  ^^ \  ^^'  +  ^^ 

=  e^xx'  +  ex  +  c^'  +  «'  =  («  +  ^^)  («  +  ^^'}\ 
oder,  weil  p  =  a  +  ex  ist, 

cos  (0-0  =  ^- • 

Weil  dieser  Werth  nur  von  den  Goordinaten  x,  y  abhängt 
und  die  Goordinaten  des  Berührungspunktes  nicht  enthält,  so 
^^pannt  jede  Tangente  von  xy  aus  denselben  Winkel  am  Brenn- 
punkt; es  wird  also  der  von  irgend  einer  Sehne  am 
Brennpunkt  gespannte  Winkel  durch  die  Verbin- 
dungslinie des  Brennpunktes  mit  ihrem  Pol  hal- 
biri»^ 

200.  DieVerbindungslinie  des  Brennpunktes  mit 
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dem  Pol   einer  durch  ihn  gehenden  Sehne  ist  senk- 
recht zu  dieser  Sehne. 

Dieser  Satz  kann  als  ein  specieller  Fall  des  letzten  Ar- 
tikels abgeleitet  werden^  weil  der  am  Brennpunkt  gespannte 
Winkel  in  diesem  Falle  180^  ist  Man  kann  ihn  aber  auch 
direct  beweisen  wie  folgt :  Die  Gleichung  der  Senk*rechten  durch 
einen  Punkt  {xy)  zur  Polare  dieses  Punktes 


C^+'i^-') 


ist  wie  in  Art  188         ^-^ ?^  =  c'. 

X  y 


Wenn  aber  xy  ein  Punkt  in  der  Directrix  ist,  so  haben 


ai 


t 


wir  x'  =^—j  and  man  kann  erkennen,  dass  sowohl  der  Glei- 


c 


chung  der  Polare  als  der  der  Senkrechten  durch  die  Coordi- 
naten  des  Brennpunktes  (x  =»  c,  y  =  0)  genügt  wird.  Beim 
Gebrauch  der  Polarcoordinaten  in  der  Untersuchung  der  Gurren 
wird  der  von  der  Tangente  in  einer  Senkrechten  zum  Radius 
vector  des  Berührungspunktes  gebildete  Abschnitt  die  Polar- 
subtangente genannt.  Demnach  kann  das  Theorem  dieses 
Artikels  auch  so  ausgesprochen  werden :  Die  Directrix  ist 
der  Ort  des  Endpunktes  der  Polarsubtangente  für 
den  Brennpunkt  als  Pol. 

Wir  werden  im  folgenden  Kapitel  erkennen,  dass  die  Theo- 
reme dieses  und  des  letzten  Artikels  auch  für  die  Parabel  wahr 
sind. 

Äufg.  1 .  Der  Winkel,  welcher  durch  den  zwischen  zwei  festen 
Tangenten  enthaltenen  Abschnitt  einer  verSnderlichen  Tangente  am 
Brennpunkte  gespannt  wird,  ist  constant. 

Nach  Art.  199  ist  er  die  Hälfte  des  durch  die  Berührongs- 
sehne  der  festen  Tangenten  gespannten  Winkels. 

^  Au  fg.  2.    Wenn  eine  Sehne  PP' 

^      die  Directrix  in  D  schneidet,  so  ist  FJ> 

1/  '"'■  /  die  äussere  Halbinmgslinie  des  Winkels 

A^"  PJPP'. 

^  ^\/y' '  Denn  FT  ist  die  innere  Halbirungs- 

^^^  '■  linie  (Art  199);   aber^D  ist  der  Pol 

von  TT  (weil  es  der  Durchschnitt  von 
PP\  der  Polare  von  T,  mit  der  Direc- 
trix, der  Polare  von  JP,  ist);  daher  ist 
DF  senkrecht  zu  FT  und  somit  dio 
äussere  Halbinmgslinie. 
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Äufg.  3.  Wenn  zwei  feste  Punkte  Q^  Q'  eines  Kegelschnitts 
mit  einem  veränderlichen  Punkte  P  desselben  verbunden  werden, 
so  fassen  die  Verbindungslinien  in  der  Directrix  des  Kegelschnitts 
ein  Segment  zwischen  sich,  welches  vom  zugehörigen  Brennpunkt 
aus  unter  constantem  Winkel  gesehen  wird.  Denn  wenn  wir  die 
Dorchschnittspunkte  jener  beiden  Sekanten  der  Curve  mit  der  Direc- 
trix durch  By  B'  bezeichnen,  so  ist  nach  dem  Vorigen 

LPFB  =  ^LPFQ  +  90»  und   LPFB  =  iLPFQf  +  90^ 

Somit  LBFB  =  ^LQFQ'.  Geht  die  Sehne  QQ'  durch  den 
Brennpunkt,  so  ist  dieser  constante  Winkel  demnach  =»  90^ 

Der  Satz  ist  geeignet,  ein  gutes  Beispiel  für  den  Gebrauch 
der  Polar  -  Coordinaten  in  der  Untersuchung  der  Kegelschnitte  zu 
bilden.  Er  entspricht  übrigens  dem  Satz  von  der  Gleichheit  der 
Peripheriewinkel  über  demselben  Bogen  am  Kreise.  Mit  Hilfe  der 
allgemeinen  Definition  der  Brennpunkte,  welche  wir  später  ent- 
wickeln werden,  kann  man  ihm  eine  noch  umfiEtösendere  Form  geben. 

Die  folgenden  Sätze  sind  in  der  zwischen  den  Gleichungen  der 
Polare  und  der  Tangente  bestehenden  Analogie  begründet. 

Äufg.  4.  Wenn  sich  ein  Punkt  in  einer  festen  Senkrechten 
znr  Axe  bewegt,  so  dreht  sich  die  von  ihm  auf  seine  Polare  ge- 
fällte Senkrechte  um  einen  festen  Punkt  in  der  Axe.^') 

Denn  der  durch  jene  Senkrechte  bestimmte  Abschnitt  in  der 
Aie  ist  (wie  in  Art.  188)  =»  e^x  und  daher  constant,  wenn  x 
constant  ist. 

Äufg.  5.  Finde  die  Längen  der  vom  Centrum  und  von  den 
Brennpunkten  auf  die  Polare  von  {x',  y)  gefällten  Senkrechten. 

Äufg,^.  Beweise,  das  CJtf.P2V^'=fe2 

ist.  Dieser  Satz  entspricht  dem  im  Art. 
1 89  bewiesenen,  nach  welchem  das  Becht- 
eck  aus  der  Normale  und  der  vom  Cen- 
trum auf  die  Tangente  gefällten  Senk- 
rechten constant  ist. 

Äufg,  7.   Beweise,  dass  man  hat 

PN\  Nir  =^-i(a^  —  e^x^). 

Wenn  P  ein  Punkt  der  Curve  ist,  so  giebt  diese  Gleichung  den 
bekannten  Ausdruck  für  die  Länge  der  Normale  wieder, 

PN^~     (Art.  189). 

Äufg.  8.  Beweise  FG  .  F'G'  =  CM .  NN\  Für  den  spe- 
ciellen  Fall,  wo  P  in  der  Curve  liegt,  geht  dies  über  in 

FG  .  F'G'  =  h\ 
201.  Die  Polargleichung  der  Ellipse  oder  Hy- 
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perbel  unter  der  Voraussetzung  zu  finden,  dassder 
Brennpunkt  zum  Pol  genommen  ist 

Die  Länge  des  Brennstrahls  (Art.  190)  ==  o  —  ex  giebt 
wegen  p  cos  ö  -{-  c  =  a;'  (als  vom  Centrum  aus  gemessen) 

p  =  a  —  dp  cos  ö  —  ec, 

Oder  ^  ~  1  +  <?  C08  ö  ~  a  '  1  +  c  coB  $• 

Die  doppelte  Ordinate  im  Brennpunkt  wird  der.  Para- 
meter genannt;  seine  Hälfte  wird  gefunden^  indem  man  G  =  90" 
in  die  eben  gegebene  Gleichung  substituirt,  und  ist  daher 

=  ^'  =  „(l_e'). 

Der  Parameter  wird  gewöhnlich  durch  den  Buchstaben  jp  be- 
zeichnet und  die  Focal- Polargleichung  alsdann  geschrieben 

ß^£ 1 

^  2       1  +  CC08Ö' 

Der  Parameter  wird  auch  das  latus  rectum  (bei  den  Alten 
latus  erectum)  genannt.  ^ 

Aufg,  1.  Das  harmonische  Mittel  zwischen  den  Segmenten 
einer  durch  den  Brennpunkt  gehenden  Sehne  ist  constant  und  dem 
Halbparameter  gleich. 

Denn  wenn  der  Radius  vector  JPP,  rückwärts  durch  den  Brenn- 
punkt verlängert,  die  Curve  noch  in  P'  schneidet,  so  ist 

^P=f.p7--^ — z     ^d     JPP'  =  C-, —  *--Ä, 
2     1  4-  6  cos  0  2     1  —  e  cos  $  ' 

weil  es  dem  Winkel  (180®  -j-  ö)  entspricht;  somit 

FP'^  FF'       p' 

Äufg.  2.  Das  Bechteck  aus  den  Segmenten  einer  durch  den 
Brennpunkt  gehenden  Sehne  steht  zur  ganzen  Sehne  in  einem  con- 
stauten  Yerhältniss. 

Dieser  Satz  kann  als  ein  anderer  Ausdruck  des  in  der  letzten 
Aufgabe  enthaltenen  bezeichnet  werden;  aber  man  erkennt  auch 
direct,  dass  die  Grössen  FP .  FP\  FP  +  FP'  in  einem  con- 
stanten  Yerhältniss  stehen,  denn  sie  sind 

b*  1  ,     26«      1 

a* '  1  —  c*  008«  $  a   '  1  —  ^  coB«  $ ' 

Äufg,  3.  Jede  Sehne  durch  den  Brennpunkt  giebt  mit  der 
Hauptaxe  multiplicirt  das  Quadrat  des  zu  ihr  parallelen  Durchmessers ; 
denn  die  Länge  des  Halbdurchmessers,  der  mit  der  transversalen 
Axe  einen  Winkel  Ö  bildet  (Art.  168),  ist 


Scheitelgleichang  und  Parameter.   202.  257 

TP  = ^ 

^  1  —  C«  C08«  $  ' 

und  daher  ist  die  in  der  letzten  Aufgabe  gefundene  Länge  der 
Sehne  ^^   .    ^-^^       2R* 

'  a 

Äufg.  4.  Die  Summe  zweier  Sehnen,  die  durch  den  Brenn- 
punkt parallel  zu  zwei  eoiy'ugirten  Durchmessern  gezogen  werden, 
ist  constant. 

Denn  die  Summe  der  Quadrate  zweier  conjugirten  Durchmesser 
ut  constant.    (Art.  181.) 

Äufg.  5.  Die  Summe  der  Beciproken  zweier  rechtwinklig  zu 
einander  durch  einen  Brennpunkt  gezogenen  Sehnen  ist  constant. 

202.  Die  auf  den  Scheitel  bezogene  Gleichung  der  Ellipse 
ist  (a;  —  g)*    ,    y»        - 

A  5  26«  6«      2  5«      2 

oder  yi  =  --x  —  ^^x^=px  —  -^x\ 

Demnach  ist  in  der  Ellipse  das  Quadrat  der  Ordinate  klei- 
ner^ als  das  Becbteck  aus  dem  Parameter  und  der  Abscisse. 
Die  Gleichung  der  Hyperbel  wird  in  derselben  Art  ge- 

fanden  y'  =  jpa:  +  —,  x^,  Oder  in  der  Hyperbel  ist  das  Quadrat 

der  Ordinate  grösser^  als  das  Rechteck  aus  dem  Parameter 
und  der  Abscisse.  Wir  werden  im  nächsten  Kapitel  zeigen, 
dass  in  der  Parabel  diese  Grössen  gleich  sind. 

Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  sind  die  Namen  Parabel, 
Hyperbel  und  Ellipse  zuerst  gegeben  worden.  ^^) 

203.  Wir  haben  bisher  nur  Eigenschaften  discutirt,  die 
der  Ellipse  und  Hyperbel  gemeinsam  sind.  Es  giebt  aber  eine 
Ciasse  Ton  Eigenschaften  der  Hyperbel,  zu  denen  sich  keine 
entsprechenden  unter  denen  der  Ellipse  finden,  diejenigen  näm- 
lich, welche  von  den  Asymptoten  abhängen,  die  in  der  Ellipse 
imi^inär  sind. 

Wir  sahen,  dass  die  Gleichungen  der  Asymptoten  immer 
erhalten  werden,  indem  man  die  Summe  der  höchsten  Potenzen 
der  Yeränderlichen  =0  setzt,  vorausgesetzt,  dass  der  Coor- 
dinatenanfang  mit  dem  Gentrum  zusammenfalle.  Wenn  tinter 
dieser  Voraussetzung  die  auf  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser 

bezogene  Gleichung  der  Curve  -,^  —  |^  =s  1   ist,  so  ist  die 
Gleichung  der  Asymptoten  -^  —  |^  «=  0,  d.  h,  diese  letzteren 

Salmon-Fiedler,  anal,  tieom   d.  Kegelachn.  4.  Aufl.  17 
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sind  — ,  —  V"  =  0  ^^^  -^  +  1^  *=  0.  Demnach  sind  die  Asymp- 
toten parallel  den  Diagonalen  des 
Parallelogramms,  welches  ein  be- 
liebiges Paar  conjugirter  Durch- 
messer zu  seinen  anstossenden  Sei- 
ten hat.  Denn  die  Gleichung  von 
CT  ist  y_&: 


X 


a 


und  diese  Linie  muss  daher  mit  einer  Asymptote  zusammen- 
fallen, während  die  Gleichung  von  AB,  (^  +  -^  =  1  j  zeigt, 

dass  die  Linie  zur  andern  Asymptote  parallel  ist.  (Art.  175.) 
Man  kann  somit  aus  zwei  bekannten  conjugirten  Durch- 
messern die  Asymptoten,  oder  aus  den  Asymptoten  zu  jedem 
gegebenen  Durchmesser  den  ihm  conjugirten  finden ;  denn  wenn 
man  ÄO  zu  einer  Asymptote  CT'  parallel  bis  zum  Durchschnitt 
mit  der  andern  zieht  und  es  um  sich  selbst  verlängert,  so  fin- 
det man  B^  den  Endpunkt  des  conjugirten  Durchmessers. 

204.  Der  zwischen  den  Asymptoten  liegende 
Theil  einer  Tangente  wird  im  Berührungspunkt 
halbirt  und  ist  dem  Durchmesser  gleich,  der  dem 
nach  dem  Berührungspunkt  gehenden  conjugirt  ist 

Dies  ergiebt  sich  aus  dem  letzten  Artikel,  in  welchem  wir 
bewiesen,  dass  AT  =^  V  =  AT'  ist]  oder  auch  direct,  indem 
wir  den  Durchmesser  durch  den  Punkt  und  den  zu  ihm  con- 
jugirten zu  Axen  wählen,  so  dass  die  Gleichung  der  Asymp- 
toten ist  a:«        y*  _  n 

ä-«  -  r« "-  ^• 

Aus  derselben  ergiebt  sich  t^v  x  =  a  y  =  +  ^'i  ^^ 
da  die  Tangente  in  a  dem  conjugirten  Durchmesser  parallel 
ist,  so  ist  dieser  Werth  der  dem  Scheitel  entsprechenden  Or- 
dinate der  Asymptote  zugleich  der  Werth  des  Abschnittes^ 
welcher  durch  die  letztere  in  der  Tangente  gebildet  wird. 

205.  Die  Abschnitte  DEund  FG,  welche  auf  einer 
die  Hyperbel  schneidenden  geraden  Linie  zwischen 
derCurve  und  den  Asymptoten  enthalten  sind,  haben 
gleiche  Länge. 

Denn  wenn  wir  den  zu  DG  parallelen  Durchmesser  und  den 
ihm  conjugirten  zu  Axen  wählen,  so  folgt  aus  dem  letzten 
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Artikel,  dass  der  Theil  DG^  von  dem  Durchmesser  halbirt  wird; 

da  aber  auch  die  Strecke  EF  zwischen  beiden  Schnittpunkten 

mit  der  Gurve  halbirt  wird,  so 
ist  DE  =  FG, 

Die  Längen  dieser  Linien  kön- 
nen unmittelbar  gefunden  wer- 
den; denn  aus  der  Gleichung  der 

Asymptoten  ^  —  ^  ==  0  folgt 

y  (=  DM  =  MG)  =  +  —»  ^;  '^^l  *^  ^ö^  ^®^  Curve 
y(=EM^  FM)  =  +  6'  ^(J  -  l). 

Also  i)JS?(=i^(?)  =  ft'|-_^(J,-l)}, 

und  2)F(=i;G)  =  6'{j+^(J.-l)}. 

206.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  das  Rechteck 
DE.  DF  constant  und  «=  6'*  ist.  Je  grösser  also  DF ist^  um 
so  kleiner  muss  DE  sein.  Nun  ist  offenbar,  dass  DF  um  so 
länger  wird,  in  je  grösserer  Entfernung  vom  Centrum  es  ge- 
legen ist,  und  dass  DF  für  ein  unbegrenzt  wachsendes  x  grösser 
als  jede  angebbare  Grösse  werden  muss,  'd.  h.  je  weiter  vom 
Centrum  eine  gerade  Linie  entfernt  ist,  um  so  klei- 
ner ist  der  zwischen  der  Curve  und  ihrer  Asymp- 
tote enthaltene  Abschnitt  derselben,  und  durch 
Vergrösserung  jener  Entfernung  kann  dieser  Ab- 
schnitt kleiner  als  jede  augebbare  Grösse  gemacht 
werden. 

207.  Wenn  die  Asymptoten  zu  Axen  genommen  werden, 
so  verschwinden  die  CoefGcienten  a,3  und  »23  aus  der  allge- 
meinen Gleichung,  weil  der  Anfangspunkt  der  Goordinaten 
mit  dem  Centrum  zusammenfällt,  und  die  Coefficienten  a,| 
und  a^y  weil  die  Axen  die  Curve  in  unendlicher  Entfernung 
schneiden  (Art.  97,  Aufg.  3);  also  reducirt  sich  die  Gleichung 
der  Curve  auf  die  Form  a;y  =  Ä^. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Gleichung  ist  offenbar: 
dass  der  Inhalt  des  durch  die  Coordinaten  gebilde- 
ten Parallelogramms  constant  ist. 

17  • 
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Für  die  in  der  Form  xy  ^^k^  gegebene  Gleichung  ist  die 
Gleichung  einer  Sehne  (Art.  105) 

{x  -  x)  {y  —  y")  =  xy  —  *«  oder  xy  +  y'x  =  Tc^  +  xy. 

Für.  x'  =  x"  und  y  =  y"  findet  man  also  die  Gleichung  der 
Tangente  xy  •\'  y'x  =  21i^  oder  (wegen  xy'  =  i^) 

^  +  ^  =  2. 

Aus  dieser  Form  erhellt,  dass  die  in  den  Asymptoten  durch 
irgend  eine  Tangente  gemachten  Abschnitte  gleich  2x  und  2^' 
sind;  ihr  Rechteck  ist  daher  <=  4Z;^;  d.  h.  das  Dreieck^  wel- 
ches irgend  eine  Tangente  mit  den  Asymptoten  bil- 
det, hat  einen  constanten  Inhalt,  nämlich  den  dop- 
pelten Inhalt  des  durch  die  Coordinaten  des  Berüh- 
rungspunktes gebildeten  Parallelogramms. 

Aufg,  1.  Wenn  zwei  feste  Punkte  in  einer  Hyperbel  (%^\ 
{x'y')  mit  irgend  einem  veränderlichen  Punkt  {x''y")  derselben 
verbunden  werden,  so  ist  die  Strecke,  welche  die  Verbindungs- 
linien auf  jeder  der  Asymptoten  bestimmen,  constant. 

Da  die  Gleichung  einer  der  Verbindungslinien  ist 

X  y  '\-y  X'^^y  X    +h^, 

so  ist  der  von  ihr  in  der  Axe  der  x  vom  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten aus  gebildete  Abschnitt  durch  die  Substitution  y  «=  0  gleich 
x"  +  X.  Ebenso  ist  der  Abschnitt,  welcher  der  andern  Verbin- 
dungslinie entspricht,  =  x"  +  ^">  ^^^  ^>®  Differenz  zwischen  bei- 
den X  —  x'  ist  somit  von  der  Lage  des  Punktes  {x"y*')  in  der  Curve 
unabhängig. 

Aufg,  2.  Bestimme  die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem 
die  Tangenten  der  Curve  in  (x'y)^  ip'y)  ßich  schneiden. 

Wir  bestimmen  aus  den  Gleichungen  die  Werthe  von  x  und  i^ 

^'y  +  y^  '^  2Jc^  und  x"y  -^  y'x  =  2k^ 

und  erhalten  mittelst  k^  =  xy\  äj'  ««  x'y' 

2Jc*  (x'  —  x")  2x' x"         ,  2y'y" 

X  =  — /-  .#    — 7?-r  =  - ,  ,---#/;  ebenso  y  =  —  ,-    „ . 
xy   —  X  y  .r+aj'  ^        V  +y 

208.  Die  Grösse  A;^  durch  die  Axen  der  Curve  aus- 
zudrücken. 

Da  die  Axe  den  Winkel  zwischen  den  Asymptoten  halbirt, 
so  werden  die  Coordinaten  des  Scheitels  gefunden,  indem  man 
in  der  Gleichung  xy^^k^,  x=y  setzt,  und  sind  daher  x=By<=A*. 

Wenn  man  alsdann  durch  G  den  von  der  Axe  mit  einer  Asymp- 
tote gebildeten  Winkel  bezeichnet;  so  ist  a  «»  2X;  cos  ^  (denn 
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a  ist  die  Basis  eines  gleichschenkligen  Dreiecks,  dessen  Seiten- 
lange «=  k  und  Basiswinkel  =  6) ;  aber  nach  Art.  174  ist 

cos 0  =  - — ^   -T  ,  also  k  =  -^~'' — . 

Die  AsymptotcDgleichung  der  Carve  ist  somit 

a«  +  ft« 

209.    Die  Senkrechte  vom  Brennpunkt  auf  die 
Asymptote  ist  gleich  der  conjngirten  Axe  b. 

Denn  sie  ist  durch  CF  sin  0  ausgedrückt,  und  somit  =  b, 
weil  CF^y^^b^  und    sin  ö  =       ^ 


Dies  hätte  auch  als  ein  specieller  Fall  der  Eigenschaft  ab- 
geleitet werden  können,  dass  das  Product  der  von  den  Brenn- 
punkten auf  eine  Tangente  gefällten  Senkrechten  constant  und 
=  5'  ist.  Denn  die  Asymptote  kann  als  eine  Tangente  be- 
trachtet werden,  deren  Berührungspunkt  in  einer  unendlichen 
Entfernung  ist  (Art.  103),  und  die  Senkrechten  von  den  Brenn- 
punkten auf  sie  sind  offenbar  einander  gleich. 

210.  Der  Abstand  des  Brennpunktes  von  einem 
Punkte  in  der  Curve  ist  gleich  der  Länge,  welche 
von  der  Directrix  auf  einer  durch  den  Punkt  paral- 
lel zur  Asymptote  gezogenen  geraden  Linie  abge- 
schnitten wird. 

Denn  die  Entfernung  vom  Brennpunkt  ist  das  e  fache  dos 
Äbstandes  von  der  Directrix  (Art.  194),  und  die  Entfernung 
von  der  Directrix  verhält  sich  zur  Länge  der  bezeichneten  Par- 
allellinie wie  cos  Ö  (=  "  Art.  173)  zu  1. 

Man  kann  daraus  eine  Methode  zur 
Erzeugung  der  Hyperbel  durch  eine  ste- 
tige Bewegung  ableiten. 

Ein  in  B  gebrochenes  Lineal  ABB 
bewegt  sich  mit  seiner  Kante  'AB  längs 
der  festen  Linie  DIX.  Ein  Faden  von 
der  Lange  BB  ist  an  den  zwei  Punkten 
jR  und  F  befestigt,  während  ein  Ring  in 
P  den  Faden  stets  gespannt  hält;  dann 
beschreibt  der  Punkt  P  bei  der  Bewegung  des  Lineals  eine 
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Hyperbel;  von  welcher  F  ein  Brennpunkt;  BR  die  Richtang 
einer  Asymptote  und  DD'  die  Directrix  ist;  denn  FF  ist 
stets  gleich  FB. 

Schliesslich  sei  die  Behandlung  der  Sätze  und  Probleme 
dieses  Kapitels  in  Plücker'schen  Goordinaten  durch  ein  Paar 
Beispiele  vertreten.  (Vergl.  auch  die  Aufg.  des  Art.  231.) 

Aufg,  1.  Die  Enveloppe  einer  Geraden,  deren  Abstände  von 
zwei  festen  Punkten  constantes  Product  haben,  ist  ein  Kegelschnitt 
mit  diesen  Punkten  als  Brennpunkten.  (Art.  195.) 

Wenn  2  c  die  Distanz  der  festen  Punkte  und  wenn  ihre  Ver- 
bindungs-  und  ihre  senkrechte  Halbirungslinien  die  Axen  der  a;  und  y 
bezeichnen,  so  ist  das  Product  W  der  Distanzen  von  den  Geraden  |,  f\ 
(Art.  75) 

Da  für  5  =  0,  i?=0  respective  6^1^'=!  und  (&^  +  c')S'=l  wer- 
den ,  so  schneiden  die  zu  x  respective  y  parallelen  Tangenten  der 

Enveloppe  die  Axen  j^  respective  rr  in  den  Abständen +  &,  +J^6^-f-c' 
und  c  ist  somit  die  lineare  Excentricität ;  etc. 

Aufg»  2.  Wenn  ein  rechter  Winkel  sich  so  bewegt,  dass  sein 
Scheitel  einen  Kreis  beschreibt;  w&hrend  der  eine  seiner  Schenkel 
sich  um  einen  festen  Punkt  dreht,  so  umhüllt  der  andere  Schen- 
kel einen  Kegelschnitt ,  der  diesen  Punkt  zum  Brennpunkt  und  den 
nach  ihm  gehenden  fi^reisdurchmesser  zur  Hauptaze  hat.  (Art.  198.) 

Für  den  Mittelpunkt  des  Kreises  als  Anfangspunkt  und  den 
Durchmesser  des  festen  Punktes  alsAxe  der  o;  hat  man  für  einen  Punkt 
xy  des  Kreises  und  die  ihn  enthaltende  Tangente  der  Enveloppe 

a;2  -{-  y«  =  r',  S«  +  ^y  +  1  =  0; 

und  aus  dem  Product  der  Tangenten  der  Winkel ,  welche  diese  Tan- 
gente und  die  auf  ihr  im  Punkt  xy  normale  Gerade  durch  den 
festen  Punkt  (+  c,  0)  mit  der  Axe  der  x  bilden, 

|y=,(x-c);  also  x=l=^.  y=|±^, 

und  somit  durch  Einsetzen  in  die  erste  Gleichung  die  Enveloppe 

(I*  +  »»')  {1  +  c'»?^  -  r'  (I«  +  n"))  =  0. 

Nun  ist  ^r^  •\-  ti^ir^  —  e?)  =  1  eine  Ellipse  oder  Hyperbel, 
je  nachdem  r  grösser  oder  kleiner  ist  als  c;  es  ist  für  c  «=  0  der 
gegebene  Kreis  und  für  c  «=  r  das  Paar  seiner  Durchmesserend- 
punkte, und  der  sich  absondernde  Factor  ^^  -J-  i;^  =  o  sagt  wegen 
^«=  +  iyt  und  also  aucha;=s+yi  aus,  dass  die  Verbindungslinien 
des  festen  Punktes  mit  den  imaginären  Kreispunkten  Tangenten  der 
Enveloppe  sind  (Art.  25,  Art.  160,  Art.  164,  Aufg.  7)  und  somit 
der  feste  Punkt  Brennpunkt  des  Kegelschnitts  ist  —  wie  auch  der 
zu  ihm  symmetrische.  (Siehe  Art.  277;  310.) 


Zwölftes  Kapitel. 

Die    Parabel 


211.  Die  Gleichung  zweiten  Grades^  so  sahen  wir  in  Art.  96, 
repräsentirt  eine  Parabel,  wenn  die  ersten  drei  Glieder  ein 
vollkommenes  Quadrat  bilden,  oder  wenn  die  Gleichung  von 
der  Form  ist  {ax  -{-  ßyY  +  2ai^x  +  2a23y  +  «33  =  0. 

Wir  sahen  (Art.  99),  dass  wir  diese  Gleichung  für  einen 
endlichen  Goordinatenanfang  nicht  so  transformiren  können, 
dass  die  Coefficienten  von  x  und  y  beide  verschwinden.  Die 
Form  der  Gleichung  leitet  jedoch  sogleich  zu  einer  andern 
Methode,  sie  zu  vereinfachen. 

Wir  wissen  (Art.  34),  dass  die  Grösse  Zajaa;  +  2  a2sy+ ^33 
za  der  Länge  der  Senkrechten  vom  Punkt  (xy)  auf  die  durch 
die  Gleichung  2ai3:r  +  ^ajsV  +  ^33  *=  0  repräsentirte  gerade 
Linie  und  ebenso  die  Grösse  ax  -\-  ßy  der  Senkrechten  auf 
die  Linie  ax  -{-  ßy  ^=^0  proportional  ist. 

Wenn  wir  also  die  zwei  geraden  Linien  construiren,  welche 
die  Gleichungen  aa;  +  j8y  =  0,  2a,3a?  +  ^a^^y  +  Ö33  =  0 
darstellen,  so  drückt  die  Gleichung  der  Gurve  aus,  dass  das 
Quadrat  der  Senkrechten  von  einem  Punkt  der  Gurve  auf  die 
erste  gerade  Linie  in  einem  constantenVerhältniss  zu  der  Senk- 
rechten auf  die  zweite  Linie  ist. 

Wenn  wir  nun  unsere  Axen  transformiren  und  die  Linie 
ax-^-  ßy  =  0  zur  neuen  Axe  der  a;,  die  Linie 

2a,3a;  +  2a23y  +  a33  =  0 

ZQT  neuen  Axe  der  y  machen,  so  erhält  die  transformirte  Glei- 
chung die  Form  y^  s=s  px,  weil  das  neue  x  und  y  den  Nor- 
malen von  einem  Punkte  auf  die  neuen  Coordinatenaxen  pro- 
portional sind. 
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Es  ist  offenbar;  dass  der  neue  Anfangspunkt  ein  Punkt 
in  der  Curve  ist,  und,  weil  wir  für  jeden  Werth  von  x  zwei 
gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe  von  y  haben,  dass  die 
neue  Axe  der  x  ein  Durchmesser  ist,  die  neue  Axe  der  y  aber 
parallel  zu  seinen  Ordinaten.  Aber  die  Ordinate  eines  Durch- 
messers in  seinem  Endpunkt  ist  nach  Art.  106  eine  Tangente 
der  Curve,  und  die  neue  j^-Axe  ist  somit  die  Tangente  der  Curve 
im  Anfangspunkt  der  Coordinaten.  * 

Die  Gerade  ax  -\-  ßy  =  0  ist  daher  der  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  gehende  Durchmesser,  und 

2a,3i»  +  2a23y  +  «33=0 

ist  die  Tangente  der  Curve  in  dem  Schnittpunkt  derselben  mit 
diesem  Durchmesser.  Und  die  Gleichung  der  Curve,  bezogen 
auf  einen  Durchmesser  und  die  Tangente  am  Endpunkte  des- 
selben als  Axen,  ist  von  der  Form  y'^=px, 

212.  Obgleich  wir  so  die  Gleichung  der  Parabel  in  eine 
wirklich  einfache  Form  übergeführt  sehen,  so  haben  unsere 
neuen  Axen  doch  die  Unzweckmässigkeit,  im  Allgemeinen  nicht 
rectangulär  zu  sein.  Wir  beweisen  jedoch  in  dem  Folgenden, 
dass  es  möglich  ist,  die  Gleichung  unter  Beibehaltung 
der  rectangulären  Axen  in  diese  Form  zu  bringen. 

Wenn  wir  eine  willkürliche  Constante  k  eiuführen,  so  wird 
die  Gleichung  {ax  +  ßyY  +  '^cLxz^  +  '^(^i^V  +  «ss  =  0  der 
Gleichung 

(aa;  +  j8y+Ä)2+2(a,3— afc)a;-f  2(a23-j8fc)y  +  a33-F=0 
äquivalent  gefunden.   Also  ist,  wie  im  letzten  Artikel, 

aic  + j8y +  Ä  =  0 
die  Gleichung  eines  Durchmessers  und 

2(ai3  —  ah)x  +  2{a^^  —  ß^)  y  +  «33  —  *^  =  0 
die  der  Tangente  in  seinem  Endpunkt;  und  wenn  wir  'diese 
Linien  als  Axen  wählen,  so  ist  die  transformirte  Gleichung 
von  der  Form  y^  c=px. 

Nun  ist  die  Bedinguug,  dass  diese  zwei  Linien  zu  einander 
senkrecht  sind  (Art.  25),   «  («13  —  ak)  -]-  ß  (ßz^  —  /J4)  =  0; 

also  j, ?[^i+_  ß  ^n 

'^~     «« -f  (5«     • 

Weil  wir  eine  lineare  Gleichung  zur  Bestimmung  des  be- 
sondern Werthes  von  k  erhalten,   welcher  die  neuen  Axen 
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redangnlär  macht,  so  giebt  es  einen  Durchmesser,  dessen 
Ordinaten  von  ihm  senkrecht  geschnitten  werden ,  und  dieser 
Durchmesser  wird  die  Axe  der  Curve  genannt. 

213.  Die  Gleichung  kann  auch  durch  directe  Transfor- 
mation der  Goordinaten  auf  die  Form  y'^  =  px  reducirt  wer- 
den. Im  elften  Kapitel  wurde  die  allgemeine  Gleichung  redu- 
cirty  indem  man  zuerst  zu  parallelen  Axen  durch  einen  neuen 
Anfangspunkt  überging  und  dann  diese  so  drehte,  dass  der 
CoefScient  von  xy  gleich  Null  wurde.  Diese  Transformation 
hätte  auch  in  der  umgekehrten  Ordnung  vollzogen  werden  kön- 
nen, und  in  dem  Falle  der  Parabel  ist  eben  dies  zweckent- 
sprechender, weil  hier  nicht  durch  Transformation  zu  paral- 
lelen Axen  durch  einen  neuen  Anfangspunkt  die  Goefficienten 
Ton  X  und  y  gleich  Null  gemacht  werden  können.  Wir  wählen 
die  Linie  aX'{-  ßy  =  0  und  die  zu  ihr  rechtwinklige  ßx — ay=0 
zu  neuen  Axen;  dann  haben  wir,  weil  die  neuen  x  und  y  re- 
spective  die  Längen  der  Perpendikel  von  einem  Punkt  auf  die 
neuen  Axen  sind, 

Y gg  +  ßy      y  __gx  —  «y^ 

für  die  Abkürzung  a^  +  /^'  =  y^  ^^^  daher  die  Transforma- 
tionsformeln 
yY=  ax  -{-  ßy,    yX  =  ßx  —  ay;    yx  =  aY  ~\-  ßX, 

yy  =  ßY-aX. 

Durch  diese  Substitutionen  geht  die  Gleichung  der  Gurve  in 

fY^  +  2(a^,ß  ~  a,,a)X  +  2{a,,a  +  a,,ß)Y  +  ya,,  =  0 

über.    Durch  Drehung  der  Axen  ist  also  die  Gleichung  auf 

die  Form  a22y^  +  ^(^{z^  +  ^(^izV  "f"  ^33'  =  ^  reducirt,  und 
wenn  wir  nun  zu  parallelen  Axen  durch  einen  neuen  Anfangs- 
punkt xy  übergehen,  so  giebt  die  Substitution  x  -\-  x\  y  +  y' 
für  X,  y 

<'22y+2a,j'a;+2(a22y+a23')y+a22y^-f2a,3V+2a23y4-a33'-0. 

Bei  dieser  Transformation  ist  der  Goefficient  von  x  unverändert 
geblieben  und  kann  also  durch  sie  nicht  auf  Null  reducirt  wer- 
den; wir  können  aber  x'  und  y  so  bestimmen,  dass  der  Goef- 
ficient von  y  und  das  absolute  Glied  verschwinden  und  die 
Gleichung  also  auf  die  Form  y'^'==px  gebracht  ist.  Die  entspre- 
chenden Werthe  der  Goordinaten  des  neuen  Anfangspunktes  sind 
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y ?^,   X  =  ^'''  ->>»»'  uiidi>ist=~?^ 

^  Ott  '  2«„  Ot,  ^  o« 

oder  mittelst  der  ursprünglichen  Coefficienten 

(«« +  p«)* 
Man  nennt  die  Grosse  j)  in  der  reducirten  Form  der  Glei- 
chung der  Parabel  y^=:px  den  Parameter  des  Durchmessers, 
welcher  zur  Axe  x  gewählt  wurde;  und  wenn  die  Axen  recht- 
winklig sind,  so  wird  jp  der  Hauptparameter  genannt.  (Vgl. 
Art.  202.) 

Au  fg.  1.   Man  bestimme  den  Hauptparameter  der  Parabel 

9a;'  +  2ixy  +  16y«  +  22x  +  46y  +  9  =  0. 

Wir  erhalten  zuerst  nach  Art.  212  A  »»  5.  Dann  kann  die 
Gleichung  in  der  Form  (3a;  -(-  42(  +  5)^  =  2 (4a;  —  3y  +  8)  ge- 
schrieben werden.  Für  X  und  Y  als  die  Entfernungen  eines  Punk- 
tes von  4a;  —  3t/  +  ö  =  0  und  3a;  +  4y  -(-  5  =  0  respective 
ist  dann  5 7"=  3a;  +  4y  +  ^i  ^^  =  4a;  —  3y  +  Ö,  und  die 
Gleichung  kann  geschrieben  werden  ^  «=  ^X.  Das  Verfahren 
des  jetzigen  Art.  fordert  die  Transformation  zu  den  Axen 

3a;+4y  =  0,     4a;  — 3^  =  0, 

wodurch  man  erhält  25r2  +  ÖOT  —  lOX  +  9  =  0  oder 

25  (r+  l)«='lOZ-f  16, 

welches  in  Y^^e^X  übergeht,  wenn  man  zu  parallelen  Axen  durch 
( —  ^,  —  1)  transformirt. 

Aufg,  2.   Man  bestimme  den  Parameter  der  Parabel 

?!  __  ?£y  O-  ^1  —  ^^  —  ?1  -U  1        n 
Aufl.      


Dieser  Werth  kann  auch  direct  mit  Hilfe  der  folgenden  8fttze 
abgeleitet  werden,  welche  später  bewiesen  werden:  Der  Brennpunkt 
einer  Parabel  ist  derFusspunkt  einer  Senkrechten  vom  Durchschnitts- 
punkt zweier  sich  rechtwinklig  schneidenden  Tangenten  auf  ihre 
Berührungssehne,  und:  Der  Parameter  eines  Kegelschnitts  wird 
gefunden,  indem  man  das  Vierfache  des  Bechtecks  aus  den  Ab- 
schnitten einer  durch  den  Brennpunkt  gehenden  Sehne  durch  die 
Länge  dieser  Sehne  dividirt.   (Axt.  201,  Aufg.  1.) 

Aufg.  3.  Wenn  a  und  h  die  Längen  zweier  Tangenten  einer 
Parabel  sind,  welche  sich  rechtwinklig  schneiden,  und  m  ein  Vier- 
theil des  Parameters  ist,  so  soll  bewiesen  werden,  dass 

?^  -I-  —  ==  -i- . 
6*       a^       nfi 
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214.  Wenn  in  der  OriginalgleichaDg  c^i^ß^^  a2Z^  ^^^;  ^^ 
Terschwindet  in  der  transformirten  Gleichung  des  letzten  Ar- 
tikels der  Coefficient  von  x\  die  Gleichung 

Ö2/y*  +  2a23'y  +  033'  =  0 
als  äquivalent  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 

«w(»  — ^)(y  — f*)  =  o 

reprasentirt  zwei  reelle,  zusammenfallende  oder  imaginäre  der 
neuen  Axe  x  parallele  Gerade.  Man  bestätigt  leicht,  dass  in 
diesem  Falle  die  allgemeine  Bedingung  erfüllt  ist;  unter  wel- 
cher die  Gleichung  vom  zweiten  Grade  gerade  Linien  darstellt. 
Denn  diese  Bedingung  kann  in  der  Form 

033(^110^22  —  «12^)  =  «11023^  —  2  0,2  0^23  ^13  +  «22  0^13^ 

geschrieben  werden;  und  wenn  man  für  a^i,  a^2i  0,^1  ^^^pec- 
tive  a^,  ^ßy  ß^  einsetzt,  so  verschwindet  die  linke  Seite  der 
Gleichung;  während  die  rechte  auf  {a^^a  —  a^^ßY  reducirt 
wird.  Indem  man  die  Bedingung  0,3  a  =  a,3j3  in  den  gleich- 
bedeutenden Formen  ^23«^  =  Qi^^cßf  a^z^ß  =  ^13 i^^  schreibt, 
erkennt  man,  dass  die  allgemeine  Gleichung  vom  zweiten  Grade 
dann  gerade  Linien  darstellt,  wenn  ausser  a^2^  «»  ^11^22  ^^' 
gleich  entweder  0||a23  «ss  a|2^i3  oder  023012  =  ^22^13  ^^^' 

215.  Wenn  die  ursprünglichen  Coordinatenaxen  schief- 
winklig sind,  so  wird  die  Gleichung  noch  immer  wie  in  Art.  213 
reducirt,  indem  man  die  Gerade  ax  -{-  ßy  =^0  und  die  zu  ihr 
rechtwinklige  zu  Axen  wählt;  deren  Gleichung  nach  Art.  26 
iß  —  a  cos  a)  X  —  (a  —  ß  cos  o)  y  =  0  ist.   Für 

y»  —  «2  +  j8^  —  2aß  cos  o 

werden  die  Transformationsformeln  nach  Art.  34 

y  F=  {ax  +  ßy)  sin  o,  y  X=(j8 — a  cos  ca)x  —  («  —  /S  cos  o)  y ; 

also         yx  sin  a  =  {a  —  ß  cos  cajY -^  ßX  sin  o, 

yy  sin  0  B=s  (j3  —  a  cos  o)  F  —  a  X  sin  o. 

Durch  diese  Substitutionen  wird  die  Gleichung 

« 

>^r'-f-28in'aj(a,3j8— a23a)X+2sina)/a,3(a— /3coscö)+a23(/5— «cos«)}  Y 

+  yo33  sin^  Gj  =  0. 
Die  Transformation  zu  parallelen  Axen  geschieht  ganz 
wie  in  Art.  213;  der  Hauptparameter  ist 

^ 2aj,'  ^_     2(0^«  — gisP)  Bin«  m 

p   I  ■  — —  ■       — — — ^^^— ^-^—  , 

«it'  {a*  +  ß*  —  2aßcosa)^ 
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Aufg,    Finde  den  Hanptparameter  der  Parabel 

"ab    "^  6« 

4a*6*  sin*  eo 
P  = 


x^ 


O-  ??  —  ??  — 


¥  +  1  =  0. 


J.?!^.      ^  = 


(a*  +  6*  +  2a&  cos  i»)  ^ 

216.  Aus  der  Gleichung  ^^  =px  können  wir  sogleich  die 
Figur  der  Curve  erkennen.  Sie  muss  zu  beiden  Seiten  der 
Axe  der  x  symmetrisch  sein,  weil  jeder  Werth  von  x  zwei 
gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe  für  y  liefert.  Kein  Theil 
von  ihr  kann  auf  der  negativen  Seite  des  Anfangspunktes  lie- 
gen, weil  y  für  negative  Werthe  von  x  imaginär  wird;  und 
wenn  wir  dem  x  wachsende  positive  Werthe  geben,  erhalten 

p^      wir  wachsende  Werthe  für  y.   Also  ist  die  Ge- 
stalt der  Curve  die  hier  dargestellte. 

Obgleich  die  Parabel  der  Hyperbel  gleicht, 
insofern  sie  unendliche  Aeste  besitzt,  so  besteht 
doch  eine  wichtige  Verschiedenheit  zwischen 
der  Natur  der  unendlichen  Aeste  der  beiden 
Curven;  die  der  Hyperbel  strebten,  wie  wir 
sahen,  unablässig,  mit  zwei  divergirenden  geraden  Linien  zu- 
sammenzufallen;  aber  dies  gilt  nicht  für  die  Parabel,  weil  wir 
für  die  Bestimmung  der  Punkte,  in  welchen  eine  gerade  Linie 
x  '^  hy  -^^  l  AiQ  Parabel  y^  =  px  schneidet,  die  quadratische 
Gleichung  y^ — phy — pl^=0  erhalten,  deren  Wurzeln  nie 
beide  unendlich  sein  können,  so  lange  h  und  l  endliche  Werthe 
haben.  Daher  giebt  es  keine  endliche  gerade  Linie,  welche 
die  Parabel  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  im  Unend- 
lichen schneidet;  denn  irgend  ein  Durchmesser  ^ssm,  wel- 
cher die  Curve  allerdings  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte 
sclmeidet  (Art.  101),  trifft  sie  doch  auch  in  dem  Punkte  j>:rs=m^, 
und  obgleich  der  entsprechende  Werth  von  x  mit  m  wächst, 
so  wird  er  doch  nicht  unendlich,  so  lange  m  endlich  isi 

217.  Die  Gestalt  der  Parabel  kann  aus  dem  folgenden 
Lehrsatze  mit  besonderer  Klarheit  erkannt  werden :    Wenn 

^  von   einer  Ellipse  ein 

Scheitel  und  ein  Brenn- 
punkt  gegeben  sind, 
während  ihre  grosse  Axe 
als  unbegrenzt  wachsend 
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gedacht  wird,  so  nähert  sich  die  Curye  fortwährend 
mehr  der  Parabel. 

Die  auf  ihren  Scheitel  bezogene  Gleichung  der  Ellipse  ist 
(Art.  202)  26»  6«    ^ 

Wir  wünschen  6  in  Theilen  der  Entfernung  YF  (=  m) 
auszudrücken,  welche  wir  als  unveränderlich  voraussetzen.  Wir 
haben  w  =  a  —  V(a^  —  h'^)  (Art.  190);  also  6'=  2öfw  — m^; 
dadurch  wird  die  Gleichung 


«         /j.  2m«\  /2m        «i'\ 


x\ 


Wenn  wir  nun  voraussetzen,  dass  a  unendlich  geworden 
sei,  so  verschwinden  ausser  dem  ersten  alle  Glieder  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  und  die  Gleichung  reducirt  sich 
auf  y^  =^  4mXj  d.  i.  die  Gleichung  einer  Parabel. 

Eine  Parabel  kann  auch  als  eine  Ellipse  be- 
trachtet werden,  deren  Excentricität  =  1  ist;   denn 

in  dem  Werthe  e^  =  1 ^   verschwindet  -^.derCoefficient 

von  x^  in  der  vorigen  Gleichung,  wenn  wir  a  nach  den  vor- 
geschriebenen Bedingungen  wachsen  lassen;  demnach  wird  e^ 
endlich  =  1. 

218.  Die  Gleichung  der  zwei  Punkte  der  Curve  verbin- 
denden Sehne  ist  nach  Art.  105  {y  —  y)  (y  —  y")  =  y^  —  px 
oder  iy'  +  V)  V  =P^  "h  ?!/"•  Und  für  t/"  =  y  und  wegen 
y^  =  px  wird  die  Gleichung  der  Tangente  2yy  =p{X'^  x'). 
Für  den  Durchschnittspunkt  der  Tangente  mit  der  Axe  ergiebt 
sich  x=  —  X  oder  die  Strecke  TM  (Fig.  p.  270),  d.  i.  die 
Subtangente  wird  im  Scheitel  halbirt. 

Da  die  Gleichung  der  Parabel  für  schiefwinklige  Axen  die 
Form  y^  s=  p  X  behält,  wenn  zu  denselben  ein  Durchmesser 
und  die  durch  seinen  Endpunkt  gehende  Parabeltangente  ge- 
wählt werden,  so  bleiben  auch  die  Gleichungen  der  Sehne  und 
Tangente  unverändert,  und  die  Subtangente  ist  auch  dann  noch 
das  Doppelte  der  Abscisse. 

Dies  giebt  eine  einfache  Methode,  in  irgend  einem  Punkt 
der  Parabel  ihre  Tangeute  zu  ziehen,  weil  wir  nur  TV=  VM 
zu  nehmen  und  PT  zu  ziehen  haben;  es  erlaubt  uns  auch. 
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nachdem  wir  diese  Tangente  gefunden  haben,  die  irgend  einem 
andern  Durehmesser  entsprechende  Ordinate  des  Punktes  zu 

bestimmen,  weil  wir  nur 

zu  machen  und  PM'  zu  ziehen  haben. 

219.  Es  folgt  aus  Art.  106  oder 
kann  wie  in  Art.  177  bewiesen  wer- 
den,  dass  die  Gleichung  der  Polare 
irgend  eines  Punktes  xy'  mit  der  der 
Tangente  dieselbe  Form  hat  und  da- 
her durch  2y  .V  =i>  (^  +  ^')  dargestellt  ist.  Wenn  wir  den 
Punkt  suchen ,  wo  diese  Polare  die  Axe  der  x  schneidet,  so 
erhalten  wir  rr  =  —  x  und  sehen,  dass  der  Abschnitt,  den 
die  Polaren  zweier  Punkte  in  der  Axe  der  x  bilden, 
dem*  Abschnitt  zwischen  den  von  diesen  Punkten 
auf  die  Axe  gefällten  Senkrechten  gleich  ist:  jede 
dieser  Grössen  ist  =  {x  —  a;"). 

220.  Wir  haben  erwähnt,  dass  die  Gleichung  der  Parabel 
für  einen  Durchmesser  und  die  seinem  Endpunkt  entsprechende 
Tangente  die  Form  y^  =px  erhält. 

Wir  wollen  dies  durch  wirkliche  Transformation  der  auf 
rectanguläre  Axen  bezogenen  Gleichung  ^^  =  px  nochmals 
beweisen,  weil  es  nützlich  ist,  den  neuen  Parameter  jp'  in  Func- 
tion des  alten  p  auszudrücken.  Die  Gleichung  y^  s^i  px  wird 
durch  Transformation  zu  parallelen  Axen  durch  einen  Punkt 
x'y'  in  der  Curve  (indem  wir  x  -^  x  und  y  +  y  für  x  und  y 
schreiben)  in  y^  +  2yy  =px  übergeführt. 

Wenn  wir  alsdann  mit  Beibehaltung  der  Axe  der  x  eine 
neue  Axe  der  y  wählen,  die  zu  jener  unter  dem  Winkel  9  ge- 
neigt ist,  so  ist  y  sin  0  für  y  und  x  -j-  2^  cos  0  für  x  zu  sub- 
stituiren,  und  und  unsere  Gleichung  wird 

y^  sin'  $  +  2yy'  sin  0  =pX'\'  py  cos  $. 

Damit  diese  sich  auf  die  Form  y"^  zs=  px  reducire,  müssen 
wir  haben 

2y'  sin  ö  =  ü  cos  $  oder    tan  ö  =  ;^ . 

Aus  der  Gleichung  2yy'  =  p  (ä^  -\-  x)  sehen  wir  aber, 
dass  $  der  von  der  Tangente  mit  der  Axe  der  x  gebildete  Winkel 
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isi  Somit  nimmt  die  obige  Gleichung  auf  einen  Durchmesser 
und  die  entsprechende  Tangente  bezogen  die  Form  an 

Die  Grosse  p'  wird  der  dem  Durchmesser  F'Jf'  entspre- 
chende Parameter  genannt ,  und  wir  sehen ,  dass  der  Para- 
meter irgend  eines  Durchmessers  dem  Hauptpara- 
meter  direct  und  dem  Quadrat  des  Sinus  des  Winkels ; 
welchen  seine  Ordinaten  mit  der  Axe  bilden,  ver- 
kehrt proportional  ist:  denn  es  ist  p  =  -h^-t. 

Wir  können  den  Parameter  irgend  eines  Durchmessers  aus 
den  Coordinaten  seines  Scheitels  ableiten  vermittelst  der  Glei- 
chung   tan  ö  =  -^  5  denn  darnach  ist 

sin  0  =  -^^..^^  =  i/f _^     \  und  p=p  +  4x\ 

221.  Die  Gleichung  einer  durch  {xy)  seukrecht  zur  Tan- 
gente 2yyf  =  p  (x  -(-  x)  gezogenen  geraden  Linie  ist 

p{y  —  y)  +  2y'  {X  -  x')  =  0. 

Der  von  ihr  in  der  Äxe  der  x 
gebildete  Abschnitt  ist 

x(=V2^  =  x  +  ip, 

und  daher  wegen  VM = a;'  die  S  u  b  - 
normale  MN=^p.  (Art.  189.) 
In  der  Parabel  ist  dieSub- 
normale  constant  und  dem 
Halbparameter  gleich. 
Die  Normale  selbst  ist 

222.  £in  Punkt  in  der  Axe  der  Parabel,  dessen  Entfer- 
nung Tom  Scheitel  einem  Yiertheil  des  Hauptparameters  gleich 
ist,  wird  der  Brennpunkt  der  Curve  genannt.  Es  ist  der- 
selbe Punkt,  welcher  im  Art.  217  uns  dazu  führte,  Analogien 
mit  dem  Brennpunkt  der  Ellipse  zu  vermuthen,  und  die  Eni- 
Wickelungen  des  gegenwartigen  Abschnitts  werden  zeigen,  dass 
eine  Parabel  in  jeder  Beziehung  als  eine  Ellipse 
betrachtet  werden  darf^  deren  einer  Brennpunkt 
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eben  dieser  Punkt  ist^  während  der  andere  in  on- 
endlicber  Entfernung  liegt,  um  Bruche  zu  vermeiden, 
wollen  wir  in  den  folgenden  Artikeln  die  Abkürzung  m^=\p 
anwenden. 

Die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  in  der 
Curye  Yom  Brennpunkt  zu  finden. 

Da  die  Coordinaten  des  Brennpunktes  m,  0  sind,  so  ist 
das  Quadrat  seiner  Entfernung  Ton  ii^end  einem  Punkte  {x  y) 

(x  —  fit)*  +  y  '  =  x*  —  2mx  +  fit'  +  \mx!  =  (x  +  iw  i\ 

Demnach  ist  die  Entfernung  ii^end  eines  Punktes  vom 
Brennpunkt  x-^m.  Damit  lässt  sieh  das  Resultat  des  Art  220 
einfacher  in  dem  Satze  ausdrücken:  Der  Parameter  irgend 
eines  Durchmessers  ist  das  Vierfache  der  Entfer- 
nung seines  Endpunktes  vom  Brennpunkte. 

223.  Die  Polare  des  Brennpunktes  einer  Parabel  wird  wie 
bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  die  Directrix  genannt.  Weil 
der  Abstand  des  Brennpunktes  vom  Scheitel  =  m  ist,  so  ist 
seine  Polare  nach  Art.  219  eine  zur  Axe  senkrechte  Linie  in 
demselben  Abstand  auf  der  andern  Seite  des  Scheitels.  Die 
Entfernung  irgend  eines  Punktes  von  der  Directrix  ist  somit 
=  a^  +  ***;  welches  durch  Vergleichung  mit  dem  Ergebniss  des 
letzten  Artikels  den  Satz  giebt:  Die  Entfernung  irgend 
eines  Punktes  der  Curve  von  der  Directrix  ist  sei- 
ner Entfernung  vom  Brennpunkte  gleich. 

Wir  sahen  im  Art.  194,  dass  in  der  Ellipse  und  Hyper- 
bel die  Entfernung  vom  Brennpunkt  zu  der  Entfernung  von 
der  Directrix  in  dem  constanten  Verhältnisse  e :  1  steht,  und 
erkennen  jetzt,  dass  dies  auch  für  die  Parabel  gilt,  weil  in 
ihr  e  =  1  ist.  (Art.  217.) 

Die  im  Art.  210  zur  mechanischen  Beschreibung  der  Hy- 
perbel gegebene  Methode  liefert  eine  Parabel,  wenn  man  den 
Winkel  AliR  einem  rechten  Winkel  gleich  macht 

224.  Der  Punkt,  wo  eineTangente  die  Axe  schnei- 
det, und  ihr  Berührungspunkt  sind  vom  Brennpunkt 
gleichweit  entfernt. 

Denn  die  Entfernung  vom  Scheitel  bis  zu  dem  Punkte,  wo 
die  Tangente  die  Axe  schneidet,  ist  x'  (Art.  218),  also  die  Ent- 
fernung dieses  letzteren  Punktes  vom  Brennpunkt  «=:i;'-fm. 


Der  BreDnpunkt.   225.  273 

225.  Jede  Tangente  bildet  nrit  der  Axe  und  dem 
Radius  vector  des  Berührungspunktes  gleiche 
Winkel. 

Dies  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  des  gleichschenk- 
ligen Dreiecks,  welches  wir  im  letzten  Artikel  als  durch  die 
Axe,  die  Tangente  und  den  Brennstrahl  des  Berührungspunk- 
tes gebildet  zeigten.  Es  ist  nur  eine  Ausdehnung  der  Eigen- 
schaft der  EUipse  (Art.  196),  dass  L  TTF^  L  TPF-,  denn 
wenn  wir  den  Brennpunkt  F'  als  in  unendlicher  Entfernung 
gelegen  voraussetzen,  so  wird  die  Linie  FF'  parallel  zur  Axe 
und  L  TPF  =  L  FT  F. 

Demnach  schneidet  die  Tangente  im  Endpunkte  der  Brenn- 
punkts-Ordinate die  Axe  unter  einem  Winkel  von  45®. 

226.  Die  Länge  der  vom  Brennpunkt  auf  die  Tan- 
gente  gefällten  Senkrechten  zu  bestimmen. 

Die  Senkrechte  vom  Punkt  (w,  0)  auf  die  Tangente 

yy'  =  2w  (a;  +  x) 

d.  h.  FR  (siehe  Fig.  p.  271)  ist  die  mittlere  Proportionale  zwi- 
schen F  V  und  FF. 

Aus  diesem  Ausdruck  und  aus  Art.  221  folgt  auch ,  dass 
FR  die  Hälfte  der  Normale  ist,  welches  wir  auch  geometrisch 
ans  dem  Factum  erkani^  haben  würden ,  dass  TF  =  F'N  ist. 

227.  Die  vom  Brennpunkt  auf  die  Tangente  ge- 
fällte Senkrechte  durch  den  von  ihr  mit  der  Axe 
eingeschlossenen  Winkel  auszudrücken. 

Wir  haben  cos  a  ^—smFTR=  j/ (^A^^  (Art.  220); 
daher  nach  Art.  226,  FR  =  y{m{x'  +  w)}  «       "* 


cos  a 


Für  den  Brennpunkt  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten 

ist  also  I     .    '         t      ^         A 

"  rc  cos  a  +  y  sin  «  H =  0 

'   ^  •    cos  a 

die  Gleichung  der  Tangente,  und  darnach  kann  die  Senkrechte 
von  irgend  einem  andern  Punkte  aus  in  Function  des  von  ihr 
mit  der  Axe  gebildeten  Winkels  ausgedrückt  werden. 

228.    Der  Ort  des  Fusspunktes  der  vom  Brenn- 

Bftlmon- Fiedler,  anal.  Geom.  d.  Kegelechn.   4.  Aafl.  18 
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punkt  auf  die  Tangente  gefällten  Senkrechten  ist 
eine  gerade  Linie. 

Denn  nehmen  wir  den  Brennpunkt  zum  Pol,  so  ist  die 
Polargleiehung  des  fraglichen  Ortes  q  cos  a  =  m,  eine  Glei- 
chung,  welche  ofifenbar  die  Scheiteltangente  der  Parabel 
repräsentirt.  Wenn  wir  umgekehrt  von  irgend  einem  Punkt 
F  einen  Radius  vector  FH  zu  einer  geraden  Linie  VR  und 
PR  senkrecht  zu  ihm  ziehen,  so  tangirt  die  Linie  PR  stets 
eine  Parabel ,  für  welche  der  Punkt  F  Brennpunkt  ist.  Die 
allgemeine  Auflösung  der  Glasse  von  Aufgaben,  welcher  diese 
Erzeuguhgsweise  der  Parabel  angehört,  und  in  denen  dieEn?e- 
loppe  einer  beweglichen  geraden  Linie  d.  h.  die  von  ihr  stets 
berührte  Curve  zu  bestimmen  ist,  kann  erst  später  gegeben 
werden.  (Kap.  XVIIL) 

Als  eine  nützliche  Uebung  empfehlen  wir  dem  Leser  die 
Untersuchung  des  durch  den  Fusspunkt  der  Senkrechten  vom 
Brennpunkt  auf  die  Tangente  beschriebenen  Ortes  in  rectanga- 
lären  Coördinaten. 

229.  Den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der  Tan- 
genten zu  bestimmen,  welche  einander  rechtwink- 
lig durchschneiden. 

Aus  der  im  Art.  227  entwickelten  Gleichung  einer  Tan- 
gente X  cos'  «  +  y  8>ö  «  cos  a  +  w  =  0  ergiebt  sich  die  Glei- 
chung der  zu  ihr  senkrechten  Tangente  (d.  h.  derjenigen,  deren 
Normale  den  Winkel  90®  +  «  ™i*  ^©^  Axe  bildet)  durch  die 
Substitution  von  cos  a  für  sin  a  und  —  sin  a  für  cos  a 

X  sin'  a  —  j^  sin  a  cos  a  +  *>*  =  0, 
und  indem  man  durch  einfache  Addition  dieser  Gleichungen  a 
eliminirty  erhält  mau  als  die  Gleichung  des  verlangten  Ortes 
X  +  2f»  e=  0,  d.  i.  die  Gleichung  der  Directrix;  denn  die 
Entfernung  des  Brennpunktes  von  der  Directrix  ist  =  2w. 

230.  Der  Winkel  zwischen  irgend  zwei  Tangen- 
ten ist  die  Hälfte  des  Winkels,  welchen  die  Brenn- 
strahlen ihrer  Berührungspunkte  einschliessen. 

Denn  in  dem  gleichschenkligen  Dreieck  PFT  ist  der  Win- 
kel PTF^  den  die  Tangente  mit  der  Axe  bildet,  die  Hälfte 
des  Winkels  PFN,  welchen  der  Brennstrahl  mit  ihr  einschliessi 
Nun  ist  der  Winkel  zwischen  irgend  zwei  Tangeuten  gleich 
der  DiflFerenz  der  Winkel,  die  sie  mit  der  Axe  bilden,  und  der 
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Winkel  zwischen  den  Brennstrahlen  ist  gleich  der  Differenz  der 
TOü  ihnen  mit  der  Axe  eingeschlossenen  Winkel. 

Der  Liehrsatz  des  letzten  Artikels  kann  als  ein  specieller 
Fall  des  gegenwärtigen  Satzes  angesehen  werden;  denn  wenn 
zwei  Tangenten  mit  einander  einen  rechten  Winkel  einschlies- 
sen,  so  bilden  die  Brennstrahlen  der  Berührungspunkte  mit 
einander  einen  Winkel  von  180^;  und  die  zwei  Tangenten  ent- 
sprechen den  Endpunkten  einer  durch  den  Brennpunkt  gehen- 
den Sehne  und  schneiden  sich  daher  nach  der  Definition  der 
Directrix  in  dieser  letzteren. 

231.  Die  gerade  Linie,  welche  den  Brennpunkt 
mit  dem  Durchschnittspunkt  zweier  Tangenten  ver- 
bindet, halbirt  den  Winkel,  welchen  die  Berüh- 
rungspunkte der  letztern  am'Brennpunkte  spannen. 

Aus  den  Gleichungen  zweier  Tangenten 
xeos^a-\-y8maco8a-^m=0,    a:cos^/S-(-ysinj8cosj8-(-fn=0, 

finden  wir  durch  Subtraction  die  Gleichung  der  geraden  Linie, 
welche  ihren  Durchschnittspunkt  mit  dem  Brennpunkt  verbindet, 

xsin.  {a  '\'  ß)  —  y  cos  (a  -{-  /5)  «=  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  die  mit  der 
Axe  der  x  einen  Winkel  (a  -{-  ß)  einschliesst.  Weil  aber  a 
und  ß  die  von  den  Senkrechten  auf  die  Tangente  mit  der  Axe 
gebildeten  Winkel  sind,  so  haben  wir  FjPP= 2  a  und  FFP' = 2  /3 ; 
daher  halbirt  die  gerade  Linie,  welche  mit  der  Axe  den  Win- 
kel (a  +  ß)  bUdet,  den  Winkel  PFP\  Dieser  Satz  kann  auch 
bewiesen  werden ,  indem  man  wie  in  Artikel  199  den  Winkel 
(ö  —  ö')  berechnet,  unter  welchem  die  durch  den  Punkt  (xy) 
gehende  Tangente  einer  Parabel  vom  Brennpunkt  aus  gesehen 

wird ;  denn  wenn  man  findet  cos  (ö  —  ^)  =  ^        ,  so  zeigt 

dieser  von  den  Coordinaten  des  Berührungspunktes  unabhän- 
gige Werth,  dass  er  für  jede  der  zwei  Tangenten,  die  man 
durch  {xy)  ziehen  kann,  derselbe  ist.^^) 

Zusatz  1.  Wenn  wir  den  Fall  nehmen,  wo  der  Winkel 
PFP'  =  180»  ist,  so  geht  PP'  durch  den  Brennpunkt;  die 
Tangenten  TP  und  TP'  schneiden  einander  in  der  Directrix, 
und  der  Winkel  TFP  ist  gleich  90«.  (Art.  200.)  Dies  kann 
auch  direct  bewiesen  werden,  indem  man  die  Gleichung  der 

Polare  irgend  eines  Punktes  ( —  m,  y')  in  der  Directrix  und 

18* 
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die  Gleichung  der  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem 
Brennpunkt  bildet;  diese  zwei  Gleichungen  sind 

yy  =2m{x  —  m)  und  2m  {y  —  y)  +  J/'  (x  +  m)  =  0 

und  stellen  offenbar  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Gerade  dar. 

Zusatz  2.  Wenn  eine  Sehne 
PP'  die  Directrix  in  D  schneidet,  so 
ist  FD  die  äussere  Halbirungalinie 
des  Winkels  PFP'.  Dies  ist  in  Art. 
200,  2  bereits  bewiesen  worden. 

Z  u  s  atz  3.  Wenn  eine  veränder- 
liche Tangente  der  Parabel  zwei  feste 
Tangenten  schneidet,  so  ist  der  Win- 
kel, unter  welchem  der  zwischen  den 
festen  Tangenten  liegende  Theil  der  veränderlichen  Tangente 
vom  Brennpunkt  aus  erscheint,  das  Supplement  des  Winkels, 

,^    den  die  festen  Tangenten  bil- 
den. Denn  der  Winkel  QRT 
ist  die  Hälfte  des  Winkels 
j)^^  (Art.  230),  und  nach  dem 
Obigen  ist  L  PFQ  auch  die 
Hälfte   von    L  pFq,  daher 
PFQ=QRT,  dem  Supple- 
ment des  L  PRQ' 
Zusatz  4.     Der  Kreis,   welcher  dem   von  irgend 
drei  Tangenten   einer  Parabel  gebildeten  Dreieck 
umgeschrieben  ist,  geht  durch  den  Brennpunkt. 

Denn  der  durch  PR  Q  beschriebene  Kreis  muss  durch  F 
gehen,  weil  der  im  SegmentP  J?'^  enthaltene  Winkel  das  Supple- 
ment des  in  PRQ  enthaltenen  ist. 

Wir  fügen  zwei  Beispiele  fQr  die  Behandlung  in  Plücker'schen 
Coordinaten  hinzu.   (Vergl.  Art.  210.)  . 

Äufg,  1.  Die  Enveloppe  des  Schenkels  eines  rechten  Winkels, 
dessen  Scheitel  eine  Gerade  x= — w  durchläuft,  während  der  andere 
Schenkel  sich  um  einen  festen  Punkt  (0,  0)  dreht,  ist  eine  Parabel. 

Mit  der  Geraden  a?  =  —  m  an  Stelle  des  Kreises  in  Aufg.  2 
des  angeführten  Artikels  und  für  c«=0  ergiebt  sich  die  leicht  direct 
aus  der  Figur  abzulesende  Gleichung  m  (§^  -(-  if)  =  |;  eine  Pa- 
rabel, weil  1  =  0,  7?  =  0  die  Gleichung  befriedigen,  und  mit 
dem  Anfangspunkte  als  Brennpunkt.    (Vergl.  a.  a.  0.)    Unter  den- 
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selben  Voraussetzungen  erzeugt  auch  ein  constanter  von  90^  ver- 
schiedener Winkel  eine  Parabel. 

Aufg.  2.  Die  Sehne,  welche  ein  um  seinen  Scheitel  0  sich 
drehender  constanter  Winkel  d  zwischen  zwei  festen  Geraden  §^  i^j , 
l^fl^  spannt,  umhüllt  einen  Kegelschnitt  vom  Brennpunkt  0. 

Mit  ^  SS  m^o;,  y  =  m^x  als  den  Schenkeln  des  sich  drehen- 
den Winkels  hat  man  (1  +  w,  m^  tan  ö  =  Wj  —  w^ ;  und  da  die 
Tangente  ^t]  der  Enveloppe  und  respective  die  Geraden  |ji?,  und 
l^=  ntjO-;  I2122  und  y  =  WjO?  durch  einen  Punkt  gehen,  so  folgt 

^    _^  Sl  ~^  g    ^   £1  —  S  . 

*        17  —  17,'      ^        1?  — ^t  ' 

{('2-»?,X'^-^•i)+(Sl-5)(l2-«)}tanÖ=(«^-^)(.^-7?,)-(g,-9(1,-7y,) 
oder 

Weil  J  =  Ij ,  1?  =  ^i  und  S  =  I2 »  ^  =  ^2  die  Gleichung  erfüllen, 
80  sind  die  gegebenen  Geraden  selbst  Tangenten  der  Enveloppe. 
Wenn  0  dem  Winkel  der  festen  Geraden  gleich  ist,  wird  sie  zur 
Parabel  weil  dann  das  constante  Glied  verschwindet. 

Man  discutire  die  speciellen  Fälle  Ö  =  0,  Ö  «=  90^,  Ö  =  45», 
$,17,,  $2^2   ^'^  orthogonal  und  als  parallel   zu  einander;  endlich 

$2  =  ^2  =  Ö- 

232.  Die  Polargleichung  der  Parabel  für  den 
Brennpunkt  als  Pol  abzuleiten. 

Wir  zeigten  im  Art.  222,  dass  der  Brennstrahl 

FP=p=a;'+m=FJIf+m=2^Jlf+2m=^cosö+2m  ist. 

Daraus  folgt  p  (1  —  cos  Ö)  =  2w;  dieselbe 
Gleichung  geht  aus  der  Gleichung  des  Art.  201 
durch  die  Substitution  c  =  1  hervor.  (Art.  217.) 
Die  in  den  Aufgaben  des  Art.  201  entwickelten 
Eigenschaften  gelten  daher  auch  für  die  Parabel. 
In  dieser  Gleichung  ist  Ö  von  der  Seite  FM 
her  gemessen  vorausgesetzt;  wenn  wir  ihn  als 
Ton  der  Seite  FV  gemessen  betrachten,  so  ist 

p  (1  +  cos  ö)  —  2m. 

Diese  Gleichung  kann  geschrieben  werden  q  cos^  ^0  =  m, 

oder  p4  cos  ^9  «=  m^  und  gehört  somit  einer  Klasse  von  Glei- 
chungen an,  deren  allgemeine  Form  p"  cos  n^^^a"*  ist.  Einige 
Eigenschaften  derselben  gedenken  wir  später  zu  entwickeln. 


Dreizehntes  Kapitel. 

Vermischte  Aufgaben  und  Lehrsätze; 
specielle  Beziehungen  zweier  Kegelschnitte. 


233.  Die  Methode  ^  die  Algebra  auf  Probleme  bezüglich 
der  Kegelschnitte  anzuwenden;  ist  im  Wesentlichen  dieselbe, 
wie  die  in  dem  Falle  der  geraden  Linie  und  des  Kreises  an- 
gewendete und  wird  keinem  Leser  Schwierigkeiten  darbieten, 
der  die  im  dritten  und  achten  Kapitel  gegebenen  Beispiele  sorg- 
faltig durcharbeitet  hat.  Wir  wollen  daher  aus  der  grossen 
Anzahl  von  Aufgaben ,  die  zu  Oertem  des  zweiten  Grades  füh- 
ren, nur  einige  auswählen  und  ihnen  mehrere  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte  anreihen  ^  welche  zur  Aufnahme  in  die  vor- 
hergehenden Entwickelungen  nicht  geeignet  erschienen. 

Äufg.  1.  -  Eine  Linie  von  constanter  Länge  bewegt  sich  zwi- 
schen den  Schenkeln  eines  gegebenen  Winkels;  man  soll  den  durch 
einen  festen  Punkt  in  ihr  beschriebenen  Ort  finden. 

Bezeichnen  wir  PL  durch  n^  PK  durch 
nt,  und  LK  durch  l,  so  haben  wir  aus  ähn- 
lichen Dreiecken  0L=—  und  OK^^  — 

m  n 

Mittelst  der  Belation 


LK^^OL^+OK'—^OL  .  OJSTcoso) 
folgt  daraus 

12        Z* y*    ,    Z* oj*  2Z*  o; y  008  CO     ,       ^'    i     y*  2xy  cos  a» - 

™*  in*      '     n'  mn  n*    '    »»•  mn  ' 

die  -Gleichung  einer  Ellipse,  die  den  Punkt  0  zu  ihrem  Centrum 

hat;  denn  a^^ — ^11^22  ^^^  ^^®^  negativ,  nämlich  =» —    ~t~~i' 

Aufg.  2.     Welchen  Ort  beschreibt  ein  Punkt  Q^  der  u^LK 
so  angenommen  wird,  dass  QK'=»PL  ist? 
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Aufg.  3.  Zwei  gleiche  Lineale  AB,  BC 
sind  durch  ein  Chafnier  in  B  vereinigt,  der 
Endpunkt  A  ist  befestigt,  indess  C  die  ge- 
rade Linie  AC  durchlaufen  muss;  man  soll 
den  durch  irgend  einen  festen  Punkt  P  in 
^'  BC  beschriebenen  Ort  finden. 

Aufg.  4.  Aus  der  BasislSnge  und  dem  Product  der  Tangen- 
ten der  halben  Basiswinkel  den  Ort  der  Spitze  zu  finden. 

Indem  man  die  Tangenten  der  Hälften  der  Basiswinkel  in  Func- 
tion der  Seiten  ausdrückt,  fiindet  man,  dass  die  Summe  der  Seiten 
gegeben  ist^  und  dass  daher  der  Ort  eine  Ellipse  ist,  welche 
die  Basisecken  zu  Brennpunkten  hat. 

Aufg.  5.  Welches  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  des  einem 
Breieck  eingeschriebenen  Kreises,  von  welchem  die  Basis  und  die 
Summe  der  Seiten  bekannt  sind? 

Man  kann  aus  dem  letzten  Beispiel  und  aus  Art.  49,  4  un- 
mittelbar erkennen ;  dass  der  Ort  eine  Ellipse  ist,  deren  Schei- 
tel die  Endpunkte  der  gegebenen  Basis  sind. 

Aufg.  6.  Aus  der  Basis  und  der  Summe  der  Seiten  eines 
Dreiecks  den  Ort  für  den  Durchschnittspunkt  der  Halbirungslinien 
der  Seiten  zu  bestimmen. 

Aufg,  7.  Welches  ist  der  Ort  des  Centrums  eines  Kreises, 
der  in  zwei  gegebenen  geraden  Linien  Abschnitte  von  vorgeschrie- 
bener Lftnge  macht. 

Aufg.  8.  Man  soll  den  Ort  des  Mittelpunktes  eines  Kreises 
finden,  welcher  zwei  andere  Kreise  berührt,  oder  welcher  einen 
gegebenen  Kreis  und  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt. 

Aufg.  9.  Man  bestimme  den  Ort  des  Centrums  für  einen  Kreis, 
der  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht  und  in  einer  gegebenen  Ge- 
raden einen  gegebenen  Abschnitt  macht. 

Aufg.  10.  Bestimme  den  Ort  des  Centrums  für  einen  Ejreis^ 
der  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht  und  dessen  Abschnitt  in 
einer  gegebenen  Geraden  von  diesem  Punkte  aus  unter  gegebenem 
Winkel  erscheint. 

* 

Atjtfg.  11.  Zwei  Ecken  eines  gegebenen  Dreiecks  bewegen  sich 
längs  fester  gerader  Linien ;  der  Ort  der  dritten  Ecke  ist  zu  finden. 

Aufg.  12.  Ein  Dreieck  ABC  \si  einem  gegebenem  Kreis  um- 
geschrieben, der  Winkel  an  C  ist  gegeben,  und  B  bewegt  sich 
längs  einer  festen  geraden  Linie ;  man  soll  den  Ort  von  A  finden. 

Wir  wenden  Polar  -  Coordinaten  an,  deren  Pol  das  Centrum 
des  Kreises  ist ,  und  deren  Winkel  gegen  die  Normale  auf  die  feste 
gerade  Linie  gemessen  werden,  und  bezeichnen  in  diesem  Sinne 
die  Coordinaten  von  -4,  B  durch  ^,  ö;  q\  $\  Dann  ist  ^'cos  ö'  =  jj. 
Aber  es  ist  leicht  zu  sehen,   dass  der  Winkel  AOB  gegeben  ist 
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(ss  a)]  und  da  die  Höhe  des  Dreiecks  ÄOB  bekannt  ist,  gilt  die 
Gleichung  ^  .  ^^  ^ 

**        y(Q*  +  Q*  —'^Q9  GOß a) ' 

Aus  ihr  geht  durch  die  Verbindung  mit  ö  +  ö'=a  die  Polarglei- 
chung des  Ortes 

2 y« »»  Bin«  g 

Q^  COB*  («  —  ö)  +  />•  —  2|?^  COS  a  €08  («  —  $] 

hervor;  eine  Gleichung,  welche  einen  Kegelschnitt  darstellt. 

Äufg.  13.  Eine  gerade  Linie  bewegt  sich  so,  dass  sie  stets 
einen  festen  Kegelschnitt  Ä  berührt;  in  jeder  ihrer  Lagen  bestimmt 
man  ihren  Pol  in  Bezug  auf  einen  andern  festen  Kegelschnitt  B. 
Welches  ist  der  von  diesem  Pol  durchlaufene  Ort? 

Ist  aß  irgend  ein  Punkt  des  Ortes,  und  bezeichnet 

5aj  +  7?y  +  f  =  0 

seine  Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  J?,  so  sind  nach  Art.  106 
§,  17,  ^  lineare  Functionen  in  a,  ß.  Nach  Art.  114  ist  aber  die 
Bedingung;  unter  welcher  die  Gerade  ^x  -{'  riy  -{'  i  =0  den  Kegel- 
schnitt Ä  berührt,  vom  zweiten  Grade  in  Bezug  auf  |,  17,  ^.  Der 
fragliche  Ort  ist  also  ein  Kegelschnitt. 

Äufg,  14.  Bestimme  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der 
Normale  vom  Brennpunkt  auf  die  Tangente  eines  Centralkegelscbnitts 
mit  der  vom  Centrum  nach  dem  Berührungspunkte  gezogenen  Ge- 
raden. 

Aufl.     Dieser  Ort  ist  die  entsprechende  Directrix. 

Aufg,  15.  Bestimme  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der 
Senkrechten  vom  Centrum  auf  die  Tangente  mit  dem  vom  Brenn- 
punkt nach  dem  Berührungspunkt  gehenden  Radius  vector. 

Aufl.     Dieser  Ort  ist  ein  Kreis. 

Aufg,  16.  Man  bestimme  den  Ort  des  Fusspunktes  der  Nor- 
male, die  man  vom  Durchschnittspunkt  der  Tangente  mit  der  kleinen 
Axe  auf  den  Brennstrahl  des  Berührungspunktes  fällt. 

Äufl,  Es  ist  der  Kreis  aus  dem  Brennpunkt  durch  die  End- 
punkte der  kleinen  Axe. 

Aufg,  17.  Man  bestimme  den  Ort  der  Durphschnittspunkte, 
welche  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  coi^'ugirter  Durchmes- 
ser bilden. 

Aufl,  ^  +  ^  =  2.  Man  erhält  die  Gleichung  durch  Addi- 
tion der  Quadrate  der  Gleichungen  beider  Tangenten  unter  Berück- 
sichtigung der  Belationen  des  Art.  180. 

Aufg,  18.    Theile  einen  Kreisbogen  in  drei  gleiche  Theile. 

Die  Theilpunkte  werden  als  Durchschnitte  des  gegebenen  Bogens 
mit  einer  gewissen  Hyperbel  bestimmt.    (Vergl.  Art  49,  7.) 
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Aufg,  19.  Darch  die  Endpunkte  einer  Sehne  von  constanter 
Länge  in  einem  festen  Kreise  zieht  man  Parallelen  zu  zwei  festen 
Geraden.     Welches  ist  der  Ort  ihres  Durchschnittspunktes? 

Aufl,  Eine  Ellipse,  deren  Axen  die  Winkel  der  durch  den 
Ereismittelpunkt  gehenden  Parallelen  zu  den  festen  Geraden  hal- 
biren. 

Aufg.  20.  Von  den  parallelen  Seiten  eines  Trapezes  ist  die 
eine  nach  Grösse  und  Lage ,  die  andere  der  Grösse  nach  gegeben ; 
die  Summe  der  nicht  parallelen  Seiten  ist  bekannt,  und  man  yer- 
laDgt  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der  Diagonalen  zu  wissen. 

Aufg,  21.  Die  eine  Ecke  eines  Parallelogramms,  welches  einer 
gegebenen  Ellipse  umgeschrieben  ist,  durchläuft  die  eine  Directrix; 
man  soll  zeigen,  dass  die  gegenüberliegende  Ecke  desselben  die 
zweite  Directrix  beschreibt,  und  dass  die  beiden  andern  Ecken  auf 
dem  Kreise  liegen ,  welchen  man  über  der  grossen  Axe  der  Ellipse 
als  Durchmesser  beschreibt. 

234.  Wir  geben  in  diesem  Artikel  einige  auf  die  Focal - 
Eigenschaften  der  Kegelschnitte  bezügliche  Aufgaben 
und  Sätze  und  fordern  den  Leser  auf,  die  fehlenden  Beweise 
zu  entwickeln. 

Aufg,  1.  In  einem  Kegelschnitt  ist  die  Focaldistanz  eines  jeden 
Punktes  der  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Tangente  am  Endpunkt 
der  Brennpunkts- Ordinate  verlängerten  Ordinate  des  Punktes  gleich. 

Aufg,  2.  Vom  Brennpunkt  eines  Kegelschnittes  aus  werden 
gegen  die  Tangenten  desselben  unter  gegebenem  Winkel  gerade 
Linien  gezogen;   man  soll  den  Ort  ihrer  Fusspunkte  bestimmen. 

Aufg,  3.  Den  Ort  des  Poles  einer  festen  geraden  Linie  in 
Bezug  auf  eine  Reihe  concentrischer  und  confocaler  Kegelschnitte 
zu  finden. 

Wir  wissen,  dass  der  Pol  einer  geraden  Linie  —  +  -=^  =»  1 

in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ~t  "^^  m  "==  1  ^^^  ^^^  Gleichungen 

mjr=a^  und  ny  =  W  (Art.  177) gefunden  wird;  wenn  die  Brenn- 
punkte des  Kegelschnitts  gegeben  sind,  so  ist  a^  —  W  =  (?  be- 
stimmt, und  der  Ort  des  Pols  der  festen  geraden  Linie  ist  durch 
«x  —  ny  =  c^  repräsentirt^  welches  die  Gleichung  einer  zur  ge- 
gebenen geraden  Linie  senkrechten  Geradon  ist. 

Wenn  die  gegebene  Linie  einen  der  Kegelschnitte  berührt,  so 
ist  ihr  Pol  der  Berührungspunkt;  d.  i.  die  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes in  den  Punkten,  in  denen  die  Tangente  eines  confocalen 
Kegelschnitts  ihn  schneidet,  begegnen  sich  in  der  Normale  des 
letzteren. 

Aufg,  4.  Man  soll  den  Ort  der  Berührungspunkte  der  Tan- 
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genten  einer  Reihe  von  confocalen  Ellipsen  aus  einem  festen  Punkte 
der  grossen  Axen  bestimmen. 

Aufl,    Der  Ort  ist  ein  Ereis. 

Aufg,  5.  Die  Geraden ,  welche  je  einen  Brennpunkt  mit  dem 
Eusspunkt  der  Normalen  vom  andern  Brennpunkt  auf  eine  Tan- 
gente verbinden,  schneiden  einander  in  der  entsprechenden  Normale 
des  Kegelschnitts  und  halbiren  sie. 

Aufg,  6.  Beweise,  dass  die  Polargleichung  der  Sehne,  welche 
die  Punkte  von  den  Winkel-Coordinaten  a  +  i^>  "  —  ?  verbindet, 

^-  =  c  cos  ö  -|-  sec  jS  cos  (ö  —  «)  ist. 

Diese  Gleichung  folgt  leicht  aus  Art.  44,  3.^®) 

Aufg,  7.  Für  Polar  -  Coordinaten ,  deren  Pol  mit  dem  Brenn- 
punkt zusammenfällt,  soll  man  beweisen,  dass  die  Polargleichong 
der  Tangente  in  dem  Punkte ,  dessen  Winkelcoordinate  er  ist,  durch 

=  c  cos  ö  +  cos  (ö  —  et) 


2p 

repräsentirt  ist.^^) 

Aufg,  8.  Die  Halbirungslinien  der  Winkel,  welche  die  Radii 
vectores  eines  Punktes  mit  der  Hauptaxe  bilden,  und  die  Tangente 
der  Curve  in  diesem  Punkte  schneiden  sich  in  der  Tangente  am 
Endpunkte  der  Hauptaxe. 

Aufg,  9.  Wenn  eine  Sehne  PP'  eines  Kegelschnitts  durch 
einen  festen  Punkt  0  geht,  so  ist  tan  ^PFO .  tan  ^P'FO  con- 
stant. 

Wir  geben  einen  einfachen  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  '^) 
einen  analytischen  liefert  die  Gleichung  in  6.  Denken  wir  irgendwo 
in  PP'  (erste  Fig.  auf  p.  276)  einen  Punkt  0  genommen,  und  sei 
die  Entfernung  FO  das  e' fache  der  Entfernung  von  0  von  der 
Directrix ;  so  gelten,  da  die  Entfernungen  von  P  und  0  von  der 
Directrix  zu  PD  und  OD  proportional  sind,  die  Gleichungen 

PD'  0D~  V    ^^^^  Bin  PFD  '  sin  OFD  ~  e   ' 

Also  nach  Art.  200  ^^^^^^  =  4,  oder,  weil  (Art.  199)  PFT 
die  Hälfte  der  Summe  und  OFT  die  Hälfte  der  DiflFerenz  der  Win- 
kel PFO  und  P'FO  ist,  tan  iPJPO.  tan  ^P'FO  =  ^^• 

Es  ist  offenbar,  dass  das  Product  dieser  Tangenten  constant 
bleibt,  selbst  wenn  0  nicht  fest  wäre,  sondern  sich  auf  einem  Kegel- 
schnitt bewegte ,  der  denselben  Brennpunkt  und  dieselbe  Directrix 
hat,  wie  der  gegebene  Kegelschnitt. 

Aufg,  10.  Man  soll  die  Bedingung  ausdrücken,  unter  wel- 
cher die  gerade  Verbindungslinie  von  zwei  Punkten  x'y\  %  ^'  der 
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Cnrve  durch  einen  Brennpunkt  geht.  Die  Bedingung  kann  in  ver- 
schiedehen  äquivalenten  Formen  ausgedrückt  werden,  von  denen 
jedoch  zwei  vorzüglich  brauchbare  dadurch  erhalten  werden,  dass 
man  ausdrückt,  es  sei  d"  =  Ö'  +  180®,  für  Ö',  Ö"  als  die  Winkel, 
welche  von  der  Axe  mit  den  geraden  Linien  gebildet  werden,  die 
diese  Punkte  mit  dem  Brennpunkt  verbinden.  Die  Bedingungen 
sin  ö"  ==  —  sin  ö'  oder  cos  ö"  =  —  cos  ö'  geben  respective 


»»  f  H 


— ^ — 7 -i — ^  =  0, sH 77  =  0,    d.h. 

a—ex     •   o — ex  '     a  —  ex     *   a—ex  * 

a(y +y")=  ^(ajy+  x"y) ;  2 crcV —  (a+ ce) (x  +a;")  +  2 ac=0. 

Aufg.  11.  Wenn  in  den  Endpunkten  einer  durch  den  Brenn- 
punkt gehenden  Sehne  die  Normalen  gezogen  sind ,  so  halbirt  eine 
dnrch  ihren  Schnittpunkt  der  grossen  Axe  parallel  gezogene  Ge- 
rade die  Sehne. 

Da  jede  Normale  den  Winkel  zwischen  den  Brennstrahlen  hal- 
birt, so  ist  der  Durchschnittspunkt  der  Normalen  der  Curye  in  den 
Endpunkten  einer  Focalsehne  das  Centrum  des  £j:eises,  welcher 
dem  von  der  Sehne  und  der  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte  mit 
dem  andern  Brennpunkt  gebildeten  Dreieck  eingeschrieben  ist.  Sind 
aber  a,  &,  c  die  Seiten  eines  Dreiecks  von  den  Ecken  xy\  xy\ 
i"y\  so  sind  nach  Art.  7,  6  die  Coordinaten  vom  Centrum  des 
eingeschriebenen  Kreises 

Im  gegen  w&rtigen  Falle  sind  die  Coordinaten  der  Ecken  x^  y  \  x\  y"  \ 
—  c,  0  und  die  Längen  der  Gegenseiten  resp.  a-\'  ex\  a  +  ex^ 
2a  —  ex  —  ex\     Daher  ist 

II  s=  (g  +  ga;')  y'  +  (g  4-  ga;'')  y 

oder  mit  Hilfe  der  ersten  Relation  der  vorigen  Aufgabe  y  ==  ^  (^ -|~  y'\ 
was  den  Satz  beweist*).     In  derselben  Weise  findet  man 

(a  +  g^")  «'-+-(«  +  ex) x"  —  (2a  —  ex  —  ex')  c 

4a  ' 

weiches  durch  die  zweite  Relation  der  vorigen  Aufgabe  reducirt  in 

(a  +  ec)  {x  -f-  rc")  —  2ac 


X 


2a 


übergeht.  Analoge  Ausdrücke  findet  man  für  die  Coordinaten  des 
Bnrchschnittspunktes  der  Tangenten  der  Curve  in  den  Endpunkten 
einer  Focalsehne-,  weil  dieser  Punkt  das  Centrum  des  Kreises  ist, 
der  dem  eben  betrachteten  Dreieck  auf  der  Aussenseite  der  Basis 


*)  Die  Formeln  der  4.  Aufg.  des  Art.  189  führen  gleichfalls  zum  Ziel. 
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eingeschrieben  ist.  Die  Verbindungslinie  des  Dordischnittspunktes 
der  Tangenten  mit  dem  Dnrchschnittsponkt  der  entsprechenden 
Normalen  geht  durch  den  Brennpunkt  und  ist  die  Halbirongslinie 
des  Winkels  an  der  Spitze  in  demselben  Dreieck.  ^^) 

Aufg.  12.  Finde  den  Ort  des  Dorchschnittspnnktes  der  Nor- 
malen an  den  Enden  einer  Brennpnnktssehne. 

Sind  a,  ß  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Sehne,  so  ist 
nach  der  letzten  Aufgabe 

und  wenn  die  Gleichung  des  durch  den  Punkt  {aß)  beschriebenen 
Ortes  bekannt  w&re,  so  würde  durch  die  eben  gewonnenen  Sub- 
stitutionen die  Gleichung  des  durch  (x  y)  beschriebenen  Ortes  aus 
ihr  abgeleitet  werden.  Die  Polargleichung  des  Ortes,  welchen  der 
Mittelpunkt  der  Sehne  beschreibt,  ist  aber  nach  Art.  201  für  den 

Brennpunkt  als  Pol 

.  f  ,         *n,       —  h*       e  cos  $ 
?  —  1  (P  -  ^  )  =  -^  l.e«  008-^9  ' 

oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten  mit  dem  Centrum  als  Anfangs- 
punkt 6'a^  -|-  a*jS2  s--_  iftca.  Daher  ist  die  Gleichung  des  gesuch- 
ten Ortes 

an'  {x  +  cy  +  (a^  +  c^  f  =  5^c  {c?  +  c')  {x  +  c). 

Aufg,  13-  Wenn  d  der  Winkel  zwischen  den  von  einem  Punkte 

P  an  die  Ellipse  gezogenen  Tangen- 
ten ist,  und  ^,  q  die  Entfemnngen 
dieses  Punktes  von  den  Brennpunk- 
ten bezeichnen ,  so  soll  bewiesen  wer- 
den, dass 

cos  9  e=  - — -——- ist, 

2pp 

Denn  nach  Art.  197  ist 

FT  TT      6« 
-     -  -  sinTPJ^.sin^PJ^=fJ.;ff,=^.. 

Aber  man  hat  cos  FTF'  —  cos  TTi  =  2  sin  TPJP.  sin  /PF, 
und  2^^'  cos  FVT  =  ^^  +  ^'^  —  4cl 

Aufg,  14.  Wenn  man  die  Längen  der  Tangenten  von  P  aus 
durch  T,  t',  die  der  Brennstrahlen  von  P  durch  p,  ^  und  die  L&ngen 
der  zu  den  Tangenten  parallelen  Halbdurchmesser  mit  d,  S  bezeich- 
net, so  gilt  die  Relation  ti'  -j-  äd'  =  p(>'. 

Anfg.  15.  Wenn  ein  Punkt  0  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
mit  den  Brennpunkten  F^  F'  desselben  verbunden  wird  (oder  wenn 
man  von  ihm  Tangenten  an  einen  confocalen  Kegelschnitt  ziehtj 
und  die  Schnittpunkte  dieser  geraden  Linien  mit  der  Curve  resp. 
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durch  Ry  It'^  Sy  8'  bezeichnet  werden ,  so  ist 


1 1 1 1 

OB        0K'~  OS        ~Ö^ 


40) 


Aus  der  quadratischen  Gleichung,  durch  welche  im  Art.  95 
der  Radius  yector  bestimmt  ward,  geht  hervor,  dass  die  Differenz 
der  reeiproken  Werthe  der  Wurzeln  für  solche  Werthe  von  0  die 
nämliche  sein  muss,  für  die 

(«11Ö33— «i3*)co8'^+2(a33Gf,2— a,3a23)costeinö+(a22a33— a23')sm*^ 

oder  Äi  I  cos'  ö  -f-  2  -4, 2  cos  ö  sin  ö  +  -^22  sin'  ö 

(Art.  113)  denselben  Werth  hat.  Dies  ist  aber  der  Fall  fttr  irgend 
zwei  Weiihe  von  d,  welche  den  Richtungen  von  Linien  entspre- 
chen, die  gleich  geneigt  sind  gegen  die  beiden  Geraden 

Die  betrachtete  Function  ist  aber  gleich  Null  für  die  Richtungen 
der  beiden  Tangenten  durch  0,  und  nach  Art.  197  sind  die  Tan- 
genten eines  confocalen  Kegelschnitts  aus  demselben  Punkte  gleich- 
geneigt gegen  diese. 

Aus  diesem  Satze  folgt,  dass  die  einen  confocalen  Kegelschnitt 
berührenden  Sehnen  den  Quadraten  der  parallelen  Durchmesser  pro- 
portional sind  (Art.  239,  15). 

■ 

235.  Wir  geben  ferner  einige  speciell  auf  die  Parabel 
bezügliche  Aufgaben.  Der  Leser  wird  überdies  unter  den  Bei- 
spielen des  vorigen  Art.  diejenigen  leicht  erkennen,  deren  Be- 
weise sich  auch  auf  die  Parabel  anwenden  lassen. 

Aufg.  1.  Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  zwei 
Tangenten  in  den  Punkten  {x\  y'),  {x\  y')  der  Parabel  y'^  =  px 
zo  bestimmen. 

Aufl.     2y  =  y  +  y\  px  =  yy\ 

Aufg.  2.  Man  soll  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  des  vom 
Brennpunkt  auf  eine  Tangente  gefüllten  Perpendikels  mit  der  Ge- 
raden finden ,  welche  den  Scheitel  mit  dem  Berührungspunkt  ver- 
bmdet. 

Aufg,  3.  Die  Höhenperpendikel  des  durch  drei  Tangenten  einer 
Parabel  gebildeten  Dreiecks  schneiden  sich  in  der  Directrix.  ^^) 
Die  Gleichung  einer  dieser  Senkrechten  ist  nach  Art.  32 

sie  nimmt  durch  die  Division  mit  (y'"  —  y")  die  Ponn 
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an,  und  man  erkennt  ans  der  Symmetrie  der  Gleichung,  dass  die 
drei  fraglichen  Senkrechten  sich  in  der  Directrix  in  der  Höhe 


^, _  ^yy  y     i  v  +  y  +y 

schneiden. 

Aufg,  4.  Der  Inhalt  des  durch  drei  Tangenten  einer  Parabel 
gebildeten  Dreiecks  ist  die  Hälfte  .von  dem  Inhalt  des  Dreiecks,  wel- 
ches durch  die  Verbindungslinien  ihrer  Berührungspunkte  gebildet 
wird.*^) 

Substituiren  wir  die  Coordinaten  der  Ecken  des  Dreiecks  in 
die  Formel  des  Art.  36,   so   finden  wir  für  den  letztbezeichneten, 

Inhalt  den  Ausdruck  ^—  {ff  —  y")  (y" — y")  (y'"  —  y)  und  fftr  den 

ersteren  die  Hälfte  derselben  Grösse. 

Analog:  Das  Vierseit  derjenigen  Tangenten  einer  Parabel, 
welche  .den  Seiten  eines  derselben  eingeschriebenen  Vierecks  par- 
allel sind  —  und  nach  dem  Vorigen  auch  das  Viereck  ihrer  Be- 
rührungspunkte —  hat  die  Fläche  Null,  etc. 

Aufg,  5.  Bestimme  den  Radius  des  Kreises  ^  welcher  einem 
der  Parabel  eingeschriebenen  Dreieck  umgeschrieben  ist. 

Der  Badius  des  umgeschriebenen  Kreises  eines  Dreiecks,  wel- 
ches die  Seitenlängen  d,  e,  /*und  den  Inhalt  \F  besitzt,  wird  durch 

-  L  ausgedrückt.    Wenn  aber  d  die  Länge  der  Sehne  zwischen  den 

Punkten  (a?",  y"),  (a?'",  y ")  nnd  ^  der  Winkel  ist,  welchen  diese 
Sehne  mit  der  Axe  macht,  so  ist  offenbar  d  sin  ^=y" — y'".  Durch 
Einsetzen  des  in  der  letzten  Aufgabe  abgeleiteten  Ausdrucks  für 
den  Inhalt  ergiebt  sich  der  fragliche  Halbmesser 

P 


B 


2  dn  $  sin  0"  sin  0 


Wir  können  diesen  Radius  auch  durch  die  zu  den  Seiten  des  Drei- 
ecks parallelen  Brennpunktssehnen  ausdrücken ;  denn  nach  Art.  201, 2 
ist  die  Länge  einer  Sehne,  welche  den  Winkel  9  mit  der  Axe  bildet, 


c  =    .  -  . .    Also  E'^  =  — - — .    Aus  Art.  220  ergiebt  sich,  dass 

c\  c\  c"  die  Parameter  der  Durchmesser  sind,  welche  die  Seiten 
des  Dreiecks  halbiren. 

Aufg,  6.  Drücke  den* Radius  des  Kreises,  welcher  dem  von 
drei  Tangenten  einer  Parabel  gebildeten  Dreieck  umgeschrieben  ist, 
in  Function  der  Winkel  aus,  welche  dieselben  mit  der  Axe  bilden. 

Aufl.    R  =  r-.--^.   '    A'~*~^—A'**  o<^®r  -R*  =     ^1  wenn  p\ 

'  8  am  0  am  0   sin  0  64jp    ^  -^ 

p\  p"  ^^6  Parameter  derjenigen  Durchmesser  sind ,  welche  durch 
die  Berührungspunkte  der  Tangenten  gehen.     (Art.  220.) 
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Äufy,  7.  Bestimme  den  Winkel,  welchen  die  zwei  Tom  Punkte 
{x\y)  an  die  Parabel  y^  =  4:mx  gezogenen  Tangenten  bilden. 

Die  Gleichung'  des  Tangentenpaares  wird  wie  im  Art.  109  er- 
mittelt und  ist 

(y^  —  4t»a?')  (y*  —  Amx)  =  ^yy  —  2m{x  +  a?')}^ 

.Die  Gleichung  zweier  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  zu 
ihnen  gezogenen  Parallelen  ist  alsdann  xy^  —  yxy  -{*  wx'  =  0, 
und  der  von  denselben  eingeschlossene  Winkel  wird  nach  Art.  87 
^urch , 

tan  q>  =  -——, 

bestimmt. 

Äufg.  8.  Den  Ort  der  Durcbschnittspunkte  derjenigen  Tan- 
genten einer  Patabel  zu  bestimmen,  welche  sich  unter  einem  ge- 
gebenen Winkel  schneiden. 

Äufl,     Die  Hyperbel 

y*  — 4ma;=(a;-{-*w)'tan'9   oder  3/'  +  (a; — »n)^  =  (a;4"w)^S6c^9- 

Aus  der  letzteren  Form  der  Gleichung  geht  hervor,  dass  die 
Hyperbel  denselben  Brennpunkt  und  die  nämliche  Directrix  wie  die 
Parabel  besitzt,  und  dass  ihre  Excentricität  =  sec  g>  ist. 

Äufy,  9.  Den  Ort  des  Fusspunktes  der  Senkrechten  zu  be- 
stimmen, welche  vom  Brennpunkt  einer  Parabel  auf  die  Normale 
gefällt  wird. 

Die  Länge  der  Senkrechten  auf  2m{y  —  y')-{'y{x  —  x)  =  0 
von  (m,  0)  ist 

y  (x'  -{-  tn)         /  /  '  /  '    I       \  1 

Wenn  aber  $  der  durch  die  Senkrechte  mit  der  Axe  der  x  gebil- 
dete Winkel  ist,  so  ist  nach  Art.  220 

und  die  Polargleichung  des  Ortes  ist  daher  q  sin^  $  as:  m  cos  $\ 
oder  y^  =  mx. 

Äufy,  10.  Die  Coordinaten  des  Punktes  zu  finden,  in  wel- 
chem die  den  Punkten  {x\  y) ,  (x\  y")  entsprechenden  Normalen 
sich  schneiden. 

Aufl.    a;  =  2  m  +  y^i-ä'/ J=i?- ,    y  = -V  V  (y  _fy.) . 

Wenn  durch  a,  ß  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes 
der  entsprechenden  Tangenten  bezeichnet  sind  (Aufg.  1),  so  hat 
man  auch:  -,  >, 

a;  =  2«i  +  ^  — «,      y  = ^• 


m  '      *'  m 


Äufy,  11.    ]jfan  bestimme  die  Coordinaten  derjenigen  Punkte 
derCnrve^  deren  Normalen  durch  den  gegebenen  Punkt  x'y  gehen. 
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Indem  man  zwischen  der  Gleichung  der  Curve  und  der  der 
Normale  auflöst,  erhält  man  2y^  -f-  (p^  —  2|>x  )  y  =  p^y,  und 
die  drei  Wurzeln  sind  daher  durch  die  Belation  ^,  -f"  ^2  4~  S's  "=  ^ 
verbunden.  Die  geometrische  Bedeutung  derselben  besteht  darin, 
dass  die  Verbindungslinie  von  zweien  dieser  Punkte  und  die  Ge- 
rade^ welcjie  den  dritten  mit  dem  Scheitel  verbindet,  gleiche  Win- 
kel mit  der  Axe  der  x  bilden. 

Äufg,  12.  Finde  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der  Nor- 
malen in  den  Endpunkten  der  durch  {x\y)  gehenden  Sehnen. 

Wir  haben  dann  die  Relation  ßy  =  2m  (a;'  +  a)  und  erhal- 
ten durch  die  Substitution  des  aus  dieser  Belation  abgeleiteten  Wer- 
thes  von  u  in  die  Resultate  der  10.  Aufgabe 

2wiic  +  ßy  =  4m^  +  2/J2  +  2mx'\  2m^y  =  2ßmx  —  /»V; 
sodann  durch  Elimination  von  ß 
2  {  2fn  (y— 3^')+y'(^-^') }  '=  (-*  ^'-  y^)  iyP+  ^^'^ — 4  mx'  -  2/*) 

die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Axe  zu  der  Senkrechten  von 
dem  Punkte  auf  seine  Polare  parallel  ist.  Wenn  die  Sehnen  einer 
festen  Geraden  parallel  sind ,  so  reducirt  sich  der  Ort  auf  eine  ge- 
rade Linie,  wie  es  auch  gemäss  Aufg.  11  sein  muss. 

*    Äufg,  13.     Finde  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der  zu 
einander  rechtwinkligen  Normalen. 

In  diesem  Falle  ist 

a  =  —  w,  a:  =  3w  -}-  ^;  y  =  /3;   j/^  =  t»  (a;  —  3«t). 

Äufg.  14.  Man  soll  aus  den  Längen  zweier  Tangenten  a  und 
h  und  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  od  den  Parameter 
finden. 

Man  ziehe  den  die  Berührungssehne  halbirenden  Durchmesser, 
so  ist  der  Parameter  desselben  p'  =  ^-   und  der  Hauptparameter 

ist.jp  = =  2~  ,  wo  s  die  Länge  der  vom  Durchschnitts- 

punkt  der  Tangenten  auf  die  Sehne  gefällten  Senkrechten  ist.  Aber 
es  ist  2sy  =  a&  sin  o  und  16a;^  =  a^  +  &*  +  2a6  cos  w;  also 

4a*6*Bin*a)  /Axt^r     %.    t   \ 

p  = 3  •     (Art.  215,  Aufg.) 

Äufg.  15.  Zeige  aus  der  Gleichung  des  einem  Tangentendrei- 
eck der  Parabel  umgeschriebenen  KreiseS;  dass  er  durch  den  Brenn- 
punkt der  Curve  geht. 

Die  Gleichung  des  einem  Dreieck  umgeschriebenen  Kreises  ist 
nach  Art.  154 

x^x^  sin  -4.J  +  x^x^  sin  Ä^  +  x^x^  sin -Aj  =  0; 
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das  absolute  Glied  in  dieser  Gleichung  wird  durch  Einführung  der 
Werthe  gefunden,  welche  die  Symbole  X|,  rr^f  ^3  vertreten,  also 

(Xi  ^^  X  cos  «1  -f-  y  sin  a,  —  p^ ,  etc.) ,  nämlich 

P\P2  äa  («2  —  «s)  +  P9P1  si*^  («3  —  «1)  +  P1P2  si»  («1  —  «2)- 

Wenn  aber  die  Linie  x^  eine  Tangente  der  Parabel  ist  und 
der  Ursprung  der  Brennpunkt,  so  ist  (Art.  227)  j?  cos  a^  =  m  und 
das  absolute  Glied 


m' 


{  8in(«2— as)cosa|+sin(a3— aj)cosa2+sin(a, — a2)cosa3  } 


COB  ff  I  cos  ff  I  cos  ff  s 

d.  h.  mit  Null  identisch. 

Äufg.  1 6.  Finde  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der  Tan- 
genten der  Parabel,  wenn  gegeben  ist  entweder  1)  das  Product 
der  Sinus  oder  2)  das  der  Tangenten ,  3)  die  Summe,  oder  4)  die 
Differenz  der  Cotangenten  der  Winkel,  die  sie  mit  der  Axe  bilden. 

Im  ersten  Falle  ein  Kreis ,  im  zweiten  eine  gerade  Linie,  im 
dritten  eine  gerade  Linie,  im  vierten  eine  Parabel. 

236.   Wir  schliessen  einige  vermischte  Beispiele  an. 

Äufg.  1.  Wenn  eine  gleichseitige  Hyperbel  einem  Dreieck 
QXDgeschrieben  ist,  so  geht  sie  auch  durch  den  Durchschnittspunkt 
seiner  Höhen.  *^) 

Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  welcher  die  Axen  in  ge- 
gebenen Punkten  schneidet,  ist  (Art.  114,  1) 

Für  rechtwinklige  Axen  repräsentirt  diese  Gleichung  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  (Art.  182),  wenn  IX'  ^  —  fifi   ist 

Wenn  daher  eine  Seite  des  gegebenen  Dreiecks  und  die  von 
der  Gegenecke  auf  sie  geföUte  Senkrechte  zu  Axen  genommen  wer- 
den,  so  sind  die  Abschnitte  l,  l'f  fi  gegeben,  und  (i  ist  daher  auch 
bekannt ;  die  Gurve  schneidet  aber  die  Senkrechte ,  d.  i.  die  Axe 
der  p  in  dem  festen  Punkte  f*y  ^^  —  X  X\  welcher  nach  Art.  32,  7 
der  Durchschnittspunkt  der  Höhen  im  Dreieck  ist. 

Äufg.  2.  Welches  ist  der  Ort  der  Centra  der  gleichseitigen 
Hyperbeln,  welche  durch  drei  gegebene  Punkte  möglich  sind? 

Aufl.  Der  Kreis,  welcher  durch  die  Mittelpunkte  der  Seiten 
des  Dreiecks  jener  Punkte  geht.     (Vergl.  Art  113,  3.) 

Äufg.  3.  Man  soll  für  einen  durch  die  allgemeine  Gleichung 
gegebenen  Kegelschnitt  die  Bedingung  ermitteln,  unter  welcher 
der  Pol  der  Axe  x(jg)  in  der  Axe  y{x)  liegt.     Sie  ist 

Äufg.^A.    Unter  welcher  Bedingung  geht  im  nämlichen  Fall 
eine  Asymptete  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten? 
Aufl.     Wenn  man  hat  a^a^j^^  —  ^ ^23 ^13 ^12 "h ^22^13' "^^^ 

Bftlaon-Fiedler,  Mial.  Geom.  d.  Kegeliclni.  4.  Aufl.  19 
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* 

Aufg,  5.  Wenn  in  einem  Dreieck  jede  Ecke  der  Pol  der  Gegen- 
seite in  Bezug  auf  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  so  geht  der  dem 
Dreieck  umgeschriebene  Kreis  durch  das  Centrum  der  Curve.  ^*) 
Es  ist  ein  Specialfall  des  Satzes  in  Art.  309^  4;  351,  1. 

Wenn  die  Relation  der  Aufg.  3  besteht,  so  ist  die  Gleichung 
des  Kreises  durch  die  Pole  der  Azen  und  den  Coordinatenanfangs- 
punkt 

^i2(^^  +  ^xy  cos  «0  +  y*)  +  «23^  "1"  ^la^  *=  ^»       *^^®^ 

ir(a,2a;+a22y+a23)+y(ai,ir+a,2i^-f-a,3)  — (a„+a.,.^-~  2ii,2C08«)iry  =  0, 

eine  Gleichung,  welcher  offenbar  durch  die  Coordinaten  des  Cen- 
trums genügt  wird,  vorausgesetzt,  dass  wir  haben 

^n  H"  ^2  "^  2ai2  cos  CO, 

d.  h.  vorausgesetzt,  dass  die  Curve  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist. 
(Art.  87 ,  182.) 

Aufg.  6.    Ein  durch  das  Centrum  einer  gleichseitigen  Hyper- 
bel und  durch  zwei  beliebige  Punkte  beschriebener  Kreis  geht  auch 
durch  den  Durchschnittspunkt  der  geraden  Linien,  welche  durch 
jeden  dieser  Punkte  parallel  zur  Polare  des  andern  gezogen  wer- 
V  den  können. 

Aufg.  7.  Wenn  auf  einer  Tangente  eines  Kegelschnitt«  Punkte 
A  imd  J^  so  gewählt  werden,  dass  AB  constant  ist,  welches  ist 
alsdann  der -Ort  des  Durchschnittspunktes  der  von  A  und  B  an 
den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten? 

Die  Gleichung  des  Paares  von  Tangenten ,  welche  vom  Punkte 
xif  an  den  durch  die  allgemeine  Gleichung  gegebenen  Kegelschnitt 
gehen,  ist  in  Art.  109  g^mden  worden;  für  die  Substitution ^»=0 
erhalten  wir  aus  ihr  eine  quadratische  Gleichung,  deren  Wuneln 
die  von  ihnen  gebildeten  Abschnitte  in  der  Axe  der  x  sind.  Indem 
wir  die  Differenz  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  bilden  und  sie  einer 
Constanten  gleicli  setzen,  erhalten  wir  die  Gleichung  des  Ortes; 
sie  ist  im  Allgemeinen  vom  4.  Grade.  FtLr  a^^^  "=  ^11^33  berührt 
jedoch  die  Axe  der  o;  den  gegebenen  Kegelschnitt,  und  die  Glei- 
chung des  Ortes  wird  durch  y^  theilbar  und  reducirt  sich  dadurch 
auf  den  zweiten  Grad.  Mit  Hilfe  derselben  Gleichung  würden  wir 
auch  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der  Tangenten  finden,  wenn 
die  Summe ,  das  Product  etc.  der  in  der  Axe  gebildeten  Abschnitte 
gegeben  wäre. 

Aufg.  8.  Den  Ort  der  Centra  der  Kegelschnitte  mit  vier  ge- 
meinsamen Tangenten  zu  finden.  ^^) 

Wenn  für  beliebige  Axen  die  Gleichung  von  einer  der  Tan- 
genten ist  X  cos  a  -f-^sina  —  jp  =  0,  also  «  der  Winkel  der  Nor- 
malen zur  Tangente  mit  der  Axe  der  ^,  so  ist  für  9  als  den  un- 
bekannten Winkel  der  grossen  Axe  des  Kegelschnitts  mit  derselben 
Axe  der  x  der  Winkel  der  besagten  Normale  mit  der  grossen  Axe 
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0—9.     Somit  gilt  ftir  Xy  y  als  die  Coordinaten  des  Centruins 
oaeh  Art.  186 

(x  cos  nf  +  3^  sin  a  —  jp)'*^«  a*  cos^  (a  —  9)  +  6*  sin^  (or  — -  ö). 

Vier  OleichuBgen  dieser  Form  erlauben  die  Elimination  der 
unbekannten  Grössen  a^,  &^,  9.     Mit  der  Abkürzung  er  für 

X  cos  a  -j-  y  siii  öf  —  jp 

(Art  34)  ist  die  Entwickelnng  dieser  Gleichung 

a*  =  (€?  cos^ö  -f-  ft*  sin^  ö)  cos^a  -f"  ^  («' —  &*)  cosö  sin 9  cos«  sina 

+  («'  sin^  ö  -f-  6'  cos^  ö)  sin^  a , 

nnd  die  lineare  Elimination  von 

a'dos'^  +  d^sin'Ö,     (a^— &2)co8Ö8inÖ,     a^sin^ö+ft^cos^Ö 
giebt 


a^,  cos^  er,  cos  a  sin  a,  sin^  or 

/3^  cos*/3,  cos  ^  sin  /3,  sin*  /3 

y',  cos*  y,  cos  y  sin  y,  sin*  y 

d*,  cos*  6 ,  cos  ^  sin  ^ ,  sin*  d 


0, 


oder  entwickelt  ^a*  +  J?/3*  +  Dy*  +  Dd*  =  0  für  ui,  jB,  C,  D 
als  bekannte  Constanten.  Diese  Gleichung  ist  aber  nur  scheinbar 
vom  zweiten  Grade;  denn  die  er*,  etc.  geben  entwickelt  als  Coef- 
ficienten  von  aj*  die  cos*  er ,  cos*  /3 ,  cos*  y ,  cos*  d ,  so  dass ,  weil 
diese  mit  einer  Verticalreihe  der  Determinante  übereinstimmen,  das 
Glied  x*  verschwindet.  Auf  analoge  Weise  verschwinden  die  Coef- 
ficienten  von  xy  und  ^*.  Der  fragliche  Ort  ist  daher  eine  gerade 
Linie.  Ihre  geometrische  Bestimmung  hängt  von  dem  umstände 
ab,  dass  die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  durch  Atla  +  JB/f/3  +  Cyy  +  Dd'd  =  0  dargestellt 
wird  (vergL  Art.  322)  und  somit  die  Polare  von  a/3  durch  yd  geht. 
Wenn  aber  ein  Kegelschnitt  durch  das  Verschwinden  der  höchsten 
Glieder  seiner  Gleichung  in  eine  Gerade  übergeht ,  so  ist  die  Polare 
eines  Punktes  eine  zu  ihr  parallele  Gerade  in  der  doppelten  Ent- 
fernung von  dem  Punkte.  Die  durch  die  erhaltene  Gleichung  dar- 
gestellte Gerade  halbirt  daher  die  Verbindungslinien  der  Punkte- 
paare aj?,yd;  ay,J?d;crd,  j?y.  Wenn  umgekehrt  in  irgend  einer 
Form  die  Gleichungen  er  =  0,  etc.  von  vier  Geraden  gegeben  sind, 
so  kann  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Diagonalen  ihres 
Vierseits  zumeist  am  leichtesten  gebildet  werden,  indem  man  die 
Constanten  so  bestimmt,  dass  ^a*  +  Bf  +  Cy*  +  Dd*  —  0 
eine  gerade  Linie  darstellt. 

Äufg.  9.  Jeder  Kegelschnitt,  welcher  zwei  von  den  Diago- 
nalen eines  Vierseits  harmonisch  theilt,  thut  dies  auch  mit  der 
dritten. 

19* 
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Sind  er,  ß^  y,  S  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  der  vier 
Geraden,  so  ist  Äa^  +  Bß^  -f-  Cy*  +  Dd^  =  o  die  Gleichung 
eines  Kegelschnittes ,  fftr  welchen  die  Polare  eines  beliebigen  Fonk- 
tes  in  der  Form  Aaa  +  Bßß^  -f"  ^77  "f"  -^^^  =  0  erscheint. 
Die  Polare  vop  aß  geht  also  durch  yiy  oder  die  Gegeneckenpaare 
des  Vierseits  aßy6  sind  durch  den  fraglichen  Kegelschnitt  har- 
monisch getrennt.  ^^) 

Durch  Verftigung  über  die  Constanten  A^  BjC,  D  kann  ein 
Kegelschnitt  dieser  Art  durch  drei  beliebige  Punkte  gelegt  wer- 
den. Wenn  durch  specieUe  Wahl  derselben  drei  Punkte  der  har 
monisch  conjugirten  Paare  der  Diagonalen  in  eine  Gerade  fallen, 
jF7|  =  0,  so  liegen  die  andern  in  einer  Geraden  E2  =  0^  so  dass 
Aa^  +  Bß^  +  Cy^  +  Dö^  =  E^E^  ist.  Liegen  jene  Punkte  un- 
endlich fem,  so  sind  diese  die  Mitten  der  Diagonalen. 

Aiifg.  10.  Welches  ist  der  Ort  des  Centmms  für  einen  Kegel- 
schnitty  für  welchen  die  drei  Tangenten  und  die  Summe  der  Quadrate 
der  Axen  gegeben  sind? 

Mit  drei  Gleichungen  von  der  Form  derjenigen  der  Aufg.  8 
ist  die  vierte 
fl«  +  5«  =  k^  =  («2  cos'  e  +  6'  sin»  $)  +  (a'  sin«  $^  -f-  6«  cos'  ö ) 

zu  verbinden;  das  Resultat  der  Elimination  ist 

a*,  cos»  a,  cos  a  sin  «,  sin»  a 

ß'f  cos»  (J,  cos  /?  sin  ^y  sin»  ß    

y»,    cos»  y,  cos  y  sin  y,  sin»  y  ' 

A»,  1     ,  0,1; 

oder  Aa^  +  Bß-  +  Cy»  +  D  =  0. 

Man  erkennt  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Aufg.  8,  dass  der  Coef- 
ficient  von  r^  verschwindet^  und  dass  die  Coefficienten  von  x»  und 
p^  einander  gleich  sind.  Der  Ort  ist  somit  ein  Kreis.  Wenn  aber 
!k«»  +  Bß^  -|-  Ty»  =  0  einen  Kreis  darstellt  —  Mr  den  also 
die  Edkcn  des  Dreiseits  <r^y  die  Pole  der  gegenüberliegenden  Seiten 
sind  —  y  so  ist  der  H5hendnrchschnittspunkt  des  Dreiseits  a ßy 
sein  Mittelpunkt  (vergl.  Art,  309,  3);  da  die  gegenwärtige  Glei- 
chung nur  durch  eine  Constante  i>  von  der  vorigen  verschieden 
ist.,  so  stellt  sie  einen  Kreis  dar,  dessen  Centrum  der  Durchschnitt«- 
pnnkt  der  Höhen  def(  Dreiseits  der  Tangenten  ist  (vgl.  Art.  117). 

Aufy,  11.  Die  Centra  der  beiden  gleichseitigen  Hjperbeln, 
die  demselben  Vierseit  eingeschrieben  sind  (vergl.  Aufg.  8),  sind 
die  Punkte,  welche  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Dia- 
gonalen und  den  vier  Kreisen  gemeinsam  sind,  welche  ans  den 
H5henschnittpunkten  der  vier  von  den  Tangenten  gebildeten  Drei- 
seiten so  beschneiden  werden,  dass  die  Ecken  derselben  die  Pole 
der  Gf^nseiten  sind.  Jene  Höbenschnitte  liegen  daher  in  einer 
Geraden. 
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Äufg.  12.  Welches  ist  der  Ort  eines  Brennpunktes  für  die 
durch  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte? 

Die  Entfernung  eines  der  gegebenen  Punkte  vom  Brennpunkte 
genügt  der  Relation  q  =  Äx  +  J?/  +  C  (vergl.  Art.  194,  1). 
Zwischen  vier  solchen  Gleichungen  können  A,  B^C  linear  eliminirt 
werden,  und  man  erhält 

f       ff       ff     ^ 

ff  ttf     .    fft       ^ 

9    ,^     yP     ,1 

ftf       tfff      tftf    ^ 

^  ,  ■»  ,2/  A 


=  0, 


oder  durch  Entwickelang  X^  +  Mif  +  ^9  +  -P?"  =  ^'  ^ß- 
trachten  wir  die  Werthe  von  L,  M^  Ny  P  und  ihre  geometrische 
Bedeutung  (Art.  36,  73),  so  erhalten  wir  den  Satz^^) 

OA,BCD  +  OC ,  ABB  =  OB  .  AGB  +  OB  .  ABC 

lur  0  als  den  Brennpunkt  und  BOB,  etc.  als  Flächeninhalt  des 
Dreiecks  der  Punkte  B,  C,  B  etc.  (vergl.  Art.  126).  Man  erkennt 
so,  dasB  Z/  +  Jtf+^+P=0  sein  muss.  Substituirt  man  für 
9,  etc.  ihre  Werthe  y{{x  — x'Y  +  (^  —  3^')'}»  ^^^-t  s^  kommt 
durch  die  Entfernung  der  Wurzelgrössen  die  Gleichung  des  Ortes 
auf  den  sechsten  Grad. 

Wenn  die  vier  Punkte  in  einem  Kreise  liegen,  so  zerfällt  der 
Ort  in  zwei  Curven  dritter  Ordnung  *^) ,  wie  sich  in  folgender  Art 
zeigen  lässt.    Nach  Art.  126  ist  für  vier  Punkte  eines  Kreises 

daher  auch  {L  +  M)  {Lq^  +  Mq^)  =  (JVr+  p)  {Nq"^  +  Pq"^) 
nnd  (Lq  +  ^q'Y  =  {^q'  +  -P?'")^5  *^®^  durch  Subtraction 
LM{q  —  Q'y  =  ^P(9"  —  ^'O'»  welches  offenbar  in  Factoren 
zerföllt. 

237.  Es  ist  vortheilbaft;  die  Lage  eines  Punktes  in  einer 
Curve,  wenn  möglich^  durch  eine  einzige  unabhängige 
Veränderliehe  auszudrücken^  durch  einen  Parameter  statt 
durch  die  zwei  Coordinaten  x,  y.  So  ist  es  im  Falle  der  El- 
lil)Be  von  grossem  Nutzen  für  die  Diseussion  ihrer  Eigenschaf- 
teU;  eine  ähnliche  Substitution  zu  machen,  wie  die  in  Art.  132 
in  dem  Fall  des  Kreises  angewendete.   Wir  nehmen  an 

a;'  =  a  cos  q>,   y  =b  sin  q>, 

eine  Substitution,  welche  offenbar  mit  der  Gleichung  der  Ellipse 

vertr^lich  iBt.*») 
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Die  geometrische  Bedeukuig  des  Winkels  9  ist  leicht  zu 
erkenuen.  Wenn  wir  einen  Kreis  über  der  grossen  Axe  als  Durch- 
messer beschreiben  und  die  Ordinate  iu 
Pbis  zum  Durchschnitt  mit  dem  Kreise 
in  Q  Yerlängem,  so  ist  der  Winkel 

QCL  =  g>, 

denn  es  ist  CL^==  CQ .  cos  QCL,  oder 
a;'  =  a  cos  q>\ 

und  PL  :QL  =  b:a  (Art  172),  uud 
also,  weil  QL  ^  a  sin  9,  y  =  6  sin  g?. 

238.  Wenn  durch  P  eine  Parallele  PN  zum  Radius  CQ 
gelegt  wird,  so  ist  PM:  CQ=^PL:  QL  =  6 :  a;  aber  CQ=  a, 
daher  PM  =  6.    PN  als  gleich  und  parallel  CQ,  ist  =  a. 

Wenn  also  von  irgend  einem  Punkte  der  Ellipse  eine  Linie 
=  a  bis  zur  kleinen  Axe  gezogen  wäre,  so  ist  der  durch  die 
grosse  Axe  in  ihr  bestimmte  Abschnitt  =  b.  Würde  die  Ordi- 
nate LPQ  bis  zum  ferneren  Durchschnitt  ^.mit  dem  Kreise 
verlängert,  so  ergiebt  sich  ebenso,  dass  in  einer  durch  P  zum 
Radius  CQf^  gezogenen  Parallelen  von  den  Axen  Theile  von 
constanter  Länge  abgeschnitten  werden.  Wenn  daher  umge- 
kehrt eine  Linie  MN  von  constanter  Länge  sich  zwischen  deu 
Schenkeln  eines  rechten  Winkels  fortbewegt,  und  ein  Punkt 
P  in  ihr  so  genommen  ist,  dass  MP  constant  bleibt,  so  be- 
schreibt P  eine  Ellipse,  deren  Axen  gleich  MP  und  NP  sind. 
(Art.  233,  1.) 

Nach  diesem  Princip  ist  ein  Instrument  zur  Erzeugung 
der  Ellipse  durch  eine  continuirliche  Bewegung  contruirt  wor- 
den, welches  man  den  elliptischen  Zirkel  genannt  hat. 
CA,  CD'  sind  zwei  feste  Lineale,  MN  ein  drittes  Lineal  von 
constanter  Länge,  welches  so  beweglich  ist,  dass  seine  End- 
punkte die  Linien  CA,  CD'  durchlaufen;  alsdann  beschreibt 
ein  in  einem  Punkt  von  MN  befestigter  Stift  eine  Ellipse. 
Wenn  der  Stift  im  Mittelpunkt  von  MN  befestigt  ist,  so  be- 
schreibt er  einen  Kreis.  •'*^) 

239.  Die  Betrachtung  des  Winkels  9  liefert  eine  einfache 
Methode  zur  geometrischen  Construction  des  Durchmessers, 
welcher  einem  gegebenen  conjugirt  ist,  denn 

y        h 


tan  9 


X 


tan  q>. 


Der  excentrische  Winkel:  Durchmesserpaare.    239.  29Ö 

Also  wird  die  Relation  tan  ö  tan  ö'  =  —  -^  (Art.  178)  zu 

tan  <p  tan  ^'  =  —  1  oder  q)'  —  9  =  90^. 

Wir  erhalten  also  die  folgende 
Construetion,  um  den  zu  ir- 
gend einem  gegebenen  conju- 
girten  Durchmesserzuziehen: 
Man  verlängere  die  Ordinate  des  ge- 
gebenen Punktes  P  bis  zum  Durch- 
schnitt Q  mit  dem  über  der  grossen 
Axe  beschriebenen  Halbkreis^  ziehe 
CQ  und  errichte  CQf  senkrecht  zu 
ihm ;  dann  bestimmt  die  von  Qf  auf 
die  Axe  gefällte  Senkrechte  einen  Punkt  P'  der  Ellipse,  wel- 
cher dem  fraglichen  conjugirten  Durchmesser  angehört. 

Auch  können  auf  diese  Weise  die  in  Art.  180  gegebenen 
Coordinaten  von  P'  leicht  gefunden  werden;  denn  aus 

cos  fp'  =  —  sin  <p    folgt    x"  :  a  ^^  —  y  :  6, 
und  aus         sin  g>*  =  cos  g>  sodann  yf'  ih  =  x  i  a. 

Aus  diesen  Werthen  geht  auch  hervor,  dass  die  Dreiecke 
PCMj  P'CM'  von  gleichem  Inhalt  sind. 

Aufg.   1 .   Die  Längen  zweier  conjugirten  Halbdurchmesser  in 

FuDction  des  Winkels  q>  auszudrücken. 

Aufl.   a"^  =  a^  cos^  qp  -j-  fe*  sin^  g) ,  6'^  =  a^  sin^  g)  -|-  &^  cos^  tp 
Aufg.  2.  Die  Gleichung  einer  Sehne  der  Ellipse  aus  den  Winkeln 

9  und  q>   zu  bestimmen.    (Vergl.  Art.  132.) 

Aufl.    ~  cos  4  (9p  +  9>')  +  1 8ini(g)4-9')  =  cosi  {tp  —  tp). 

Aufg.  3.  Drücke  in  derselben  Weise  die  Gleichung  der  Tan- 
gente aus. 

Aufl,    -  cos  9  -f-  f  sin  g?  =»  1. 

Aufg.  4.  Die  Länge  der  die  Punkte  a^  ß  verbindenden  Sehne 
zn  liestimmen. 

Aufl,  D'  =  a^  (cos  a  —  cos  ^)*  +  b^  (sin  a  —  sin  /3)', 

D=2sm\{a  —  ß)y[a^üin}^{a+ß)  +  h^co8^{a  +  ß)]. 

Aber  nach  Aufg.  1  repräsentirt  die  mit  dem  Wurzelzeichen 
behaftete  Grösse  die  Länge  des  dem  Punkte  ^(cc  -{'  ß)  conjugirten 
Halbdurchmessers,  und  nach  Aufg.  2,  3  ist  die  Tangente  im  Punkte 
^(a  -f- 13)  parallel  zu  der  die  Punkte  or,  ß  verbindenden  Sehne; 
wenn  also  h'  die  Länge  des  zur  gegebenen  Sehne  parallelen  Halb- 
diurchmessers  repräsentirt,  so  ist  2>  =s  2  b'  sin  ^  (or  —  ß). 
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Au  fg.  5.  Den  Inhalt  des  dnrdi  drei  Punkte  ttjß^y  gebildeten 
Dreieelu  za  finden. 

Nach  Art  36  ist  der  doppelte  Inhalt 

F  =^  ah  |8in  (a  —  ß)  +  sin  {ß  —  7»)  +  sin  (y  —  a)^ 

=a6{2sini(a  — ^oosl(ir-/5)— 2sin4{ir— /J)üOsi{c4-/J-2y)} 

=  Aab  8in  ^  (ff  —  ^)  sin  ^  (^  —  y)  sin  ^  (y  —  a), 

oder  der  Inhalt 

=  2 a&  sin  ^  (ff  —  ß)  sin  ^  (ß  —  y)  sin  J  (y  —  c). 

Äufg.  6.  Wenn  die  Halbirnngslinien  der  Seiten  eines  ein- 
geschriebenen  Dreiecks  sich  im  Centnun  durchschneiden,  so  ist  das- 
selbe von  constanter  FlSche. 

Äufg,  7.  Den  Badius  des  Kreises  za  finden,  welcher  dem  durch 
drei  Punkte  a^  ß^y  bestimmten  Dreiecke  umschrieben  ist 

Der  fragliche  Halbmesser  ist  R  =  -^  =       r— ,  wenn  durch 

d^  e,  f  die  Seiten  des  von  den  drei  Punkten  gebildeten  Dreieckä 
und  durch  h\  ll\  h'"  die  zu  ihnen  resp.  parallelen  Halbdurchmesser 
bezeichnet  .werden.  Bedeuten  endlich  c\  c\  c"  die  denselben  Seiten 
resp.  parallelen  Brennpunkts-Sehnen,  so  ist^') 

(Art.  236 ,  Aufg.  6.) 

Aufg.  8.   Die  Gleichung  dieses  Kreises  zu  entwickeln. 

Aufl.   x'  +  u^  —  -^^^^^co8i(a+/S)cos^(/J-f  y)cos i(y-f  «!■ 

-  '  '^-^^^  sin  H«  +  «  ««»  i  (ß  +  r)  Bin  i  (y  +  «)  = 
i  (a''+  fe'O  —  i(«^  -  V")  {cos(a  +  ^)  +CO8  (/S+y)  +  cos  (y +«)}. 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  leicht  die  Coordinaten  seines 
Centrums  bestimmen. 

Aufg.  9.  Der  Inhalt  des  durch  drei  Tangenten  gebildeten  Drei- 
ecks ist  nach  Art.  39  a&  tan  ^  {et  —  ß)  tan  J^  (/S  —  y)  tan  ^  (y  —  «)• 

Aufg»  10.   Der  Inhalt  des  Dreiecks  von  drei  Normalen  ist 

j^'g  tan  i  (a  -  ß)  tan  i  (^  -  y)  tan  Hr  -  «)  X 
jsin  (/3  +  y)  +  sin  (y  +  «)  +  sin  (or  +  ß)\'^\ 
also  schneiden  sich  drei  Normalen  in  einem  Punkte,  wenn 

sin  (^  +  y)  +  öin  (y  +  «)  -|-  sin  («  -f  /S)  =  0     -ist") 

Aufg,  11.   Welches  ist  der  Ort  des  Punktes,  in  dem  der  Brenn- 
strahl FP  den  Halbdurchmesser  des  Kreises  CQ  schneidet? 


Excenirischer  Winkel:  Brennpunkt,  Normale.    239. 
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Bezeichnen  wir  die  Centralcoordinaten  von  P  durch  x^  y\  die 
von  0  durch  x^  y,  so  folgt  ans  den  ähnlichen  Dreiecken  FON^  FPM 

J_y _  ^_^  _y_ ^_        6  8iny 

x-\-  c        aj'  +  c        a(c  +  cos  qp)  * 

Weil  nun  9  der  von  dem  Badios  vector 
des  Punktes  0  mit  der  Axe  der  x  ge- 
bildete Winkel  ist,  so  erhalten  wir  die 
Polar-Oleichnng  des  Ortes,  indem  wir 
^  cos  9  für  o;,  ^  sin  97  für  y  schreiben, 

9     _      ft 


c  +  ^  CO8  <p         a  (c  +  cos  qp) ' 
^ 6c 

^  C  +  iß  —  h)  008  9 ' 


oder        p  ^ 


Demnach  ist  der  Ort  eine  Ellipse,  von  welcher  0  der  eine 
Brennpunkt  ist,  und  man  kann  leicht  nachweisen,  dass  der  andere 
mit  F  zusammenföllt.   (Art.  201.) 

Aufg.  12.  Die  Normale  des  Punktes  P  wird  bis  zum  Durch- 
schnitt mit  CQ  verlängert,  welches  ist  der  Ort  des  Durchschnitts- 

pnnktes  ? 

ctsc  bv 

Die  Gleichung  der  Normale  ist r^—  =  c^ :  da  aber, 

o  008  (p        am  q>  '  ' 

wie  in  der  letzten  Aufgabe,  q  cos  fp  für  x  und  ^  sin  9)  für  y  sub- 
stituirt  werden  kann,  so  geht  dieselbe  in  (a  —  &)  ^  =  c^  oder 
9  =  a  +  6  über. 

Der  Schnitt  der  Normale  mit  der  zu  CQ  zur  Axe  symmetri- 
schen Geraden  y  =  —  x  tan  (p  ist  analog  der  Kreis  vom  Badius 
(a  —  &).  Die  Normalen  der  Ellipse  können  als  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  dieser  zwei  Kreise  betrachtet  werden.*^) 

Äufg.  13.  Man  zeige,  dass  tan^PPC=f/|  ^-^r— J  tan^<]p  ist. 

Äufy.  14.  Welches  ist  die  Bedingung  der  Bechtwinkligkeit 
Yon  zwei  Normalen  und  die  Gleichung  des  Ortes  der  Schnittpunkte 
von  solchen? 

Äufg.  15.  Wenn  vom  Scheitel  der  Ellipse  ein  Radius  vector 
nach  einem  Punkte  der  Curve  und  durch  das  Centrum  eine  Par- 
allele zu  ihm  gezogen  wird,  so  soll  man  den  Ort  des  Punktes  be- 
stimmen, in  welchem  diese  letztere  die  Tangente  des  Punktes  schneidet. 

Die  trigonometrische  Tangente  des  durch  den  Badius  vector 

vom  Scheitel  mit  der  Axe  gebildeten  Winkels  ist  =  -7-^-;  da- 
her ist  die  Gleichung  der  durch  das  Centrum  gezogenen  Farallellinic 

y y      b  Bin  tp       ft  1  —  cos  q> 

X        x  -{•  a       a  (1  +  cos  <p)     '  a      sin  tp 

oder   ^sing?-! —  cosg)=— ;  sonach  wird   der  Ort  des  Durch- 
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bchnitiü  dieser  Linie  mit  der  Tangente  ^  sin  g>  -\ —  cos  ip  =1 

durch  X  *»  a  reprasentirt,  d.  h.  der  fragliche  Ort  ist  die  Tan- 
gente am  andern  Ende  der  Axe. 

Dieselbe  UnterBuchungsmethode  bleibt  anwendbar,  wenn  der 
erste  Badios  vector  durch  einen  beliebigen  Punkt  {z\  ff)  in  der 
Curve  gezogen  ward ;  man  substituirt  alsdann  a  und  b'  für  a  und 
by  und  der  Ort  ist  die  Tangente  an  dem  diametral  entgegenge- 
setzten Punkt. 

Durch  den  nämlichen  Punkt  der  Scheiteltangente  gehen  auch 
die  Halbirungslinien  der  Winkel,  welche  die  ßrennstrahlen  eines 
Punktes  mit  der  Axe  x  bilden.   (Art.  234,  Aufg.  8.) 

Ätify.  16.  Die  Länge  der  Sehne  einer  Ellipse,  welche  eine 
confocale  Ellipse  von  den  Halbaxenquadraten  d^  —  A' ,  5*  —  hr 
berührt,  ist  =  2hb'^ :  ab.^) 

Die  Bedingung,  unter  welcher  die  Sehne  zwischen  den  Punk 
ten  ff,  ß  den  confocalen  Kegelschnitt  berührt,  ist 

6«  (a«  —  h^  cos'  i  (a  +  15)  +  a«  (b^  —  Ä')  sin'  ^  {a  +  ß) 

~a^b'^cos^\(a  —  ß), 

und  man  hat  (Aufg.  4) 

a' 6' sin' i  (c — j5)  =  Ä' {  6' cosH  («  + /3)  +  a' sin'i  (a + /3  }  =  Ä»  61 

Die  Länge  der  Sehne  ist  26'  sin  ^  (a  —  ß)  =  2hb'^  :  ab.  Mit  Hilfe 
dieses  Satzes  können  verschiedene  auf  Focalsehnen  bezügliche  Sätze  auf 
Sehnen  ausgedehnt  werden,  welche  confocale  Kegelschnitte  berühren. 

240.  Die  Methoden  des  vorigen  Artikels  können  nicht 
direct  auf  die  Hyperbel  angewendet  werden. 

Wir  können  aber  für  dieselbe  die  Substitutionen 

x'  =  a  sec  fp,  y  =^b  tan  9 

mit  ähnlichem  Vortheil  benutzen.  Sie  sind  statthaft^  weil  man 
hat  /A'     /y'V  _  1 


m-  (sr 


Der  Winkel  tp  kann  geometrisch  dargestellt  werden,  in- 
dem man  eine  Tangente  MQ  vom  Fasspunkt  der  Ordinate  it 

an  den  über  der  Hanpt- 
axe  beschriebenen  Kreis 
zieht;  dann  ist  der  Winkel 
QCM^q),  weil 

CM'^CQ.  sec  QCM, 

Wir  haben  auch 

QM  «=  a  tan  q),  und  FM  =^  b  tan  q>, 


Aehnliche  Kegelschnitte  in  ähnlicher  Lage.    241.  299 

d.h.:  wenn  man  vom  Fusspunkt  einer  Ordinate  der  Hyperbel 
eine  Tangente  zu  dem  über  der  Hauptaxe  beschriebenen  Kreise 
zieht;  so  ist  diese  in  einem  constanten  Verhältniss  zur  Ordinate. 

Ätifg*  Wenn  man  einen  Punkt  der  conjagirten  Hjpeibel  in 
analoger  Weise  durch  y"  =  h  sec  g>' ,  x'  =  a  tan  q>'  ausdrückt,  so 
soll  man  beweisen,  dass  die  Endpunkte  conjugirter  Durchmesser 
durch  die  charakteristische  Relation  <p  =sz  g/  verbunden  sind.  ^^) 

241.  Irgend  zwei  Figuren  heissen  ähnlieh  und  in  ähn- 
licher Lage,  wenn  die  Radien  vectoren  der  ersten  von  einem 
gewissen  Punkt  0  in  einem  constanten  Verhältniss  zu  den  par- 
allelen Radien  vectoren  der  zweiten  von  einem  andern  Punkt 
0  stehen.  Wenn  es  möglich  ist,  ^wei  solche  Punkte  0  und  o 
zu  finden,  so  kann  man  darnach  unendlich  viel  andere  be- 
stimmen-, denn  wenn  man  einen  Punkt  C  wählt  und  oc  par- 
allel zu  0  C  und  im  constanten 
Verhältniss  op  :  OP  zieht,  so 
ist  in  den  ähnlichen  Dreiecken 
OCP  und  ocp  die  Linie  cp 
zu  CP  parallel  und  in  dem 
gegebenen  Verhältniss.  Eben- 
so kann  man  von  jedem  an- 
dern durch  c  gezogenen  Radius  vector  zeigen,  dass  er  zu 
dem  durch  C  gelegten  parallelen  Radius  vector  in  demselben 
Verhältniss  steht.  Wenn  zwei  Centralkegelschnitte 
einander  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind,  so  sind  alle  Durch- 
messer des  einen  proportional  den  parallelen  Durchmessern  des 
andern,  weil  die  Rechtecke  OF .  OQ,  op  .oq  den  Quadraten 
der  parallelen  Durchmesser  proportional  sind.   (Art.  111.) 

242.  Die  Bedingung  zu  suchen,  unter  welcher  zwei 
durch  die  allgemeinen  Gleichungen  bestimmte 
Kegelschnitte  ähnlich  und  in  ähnlicher  Lage  sind. 
Wenn  der  Anfangspunkt  der  Goordinaten  in  das  Centrum  des 
ersten  Kegelschnitts  verlegt  wird,  so  ist  nach  Art.  165  das 
Quadrat  des  Radius  vector  für  einen  Punkt  des  ersten  Kegel- 
schnitts einer  durch  a^  cos^  0  -{-  2ai2  cos  0  sin  9  +  0,2  sin'  ^ 
dividirten  Constanten  gleich,  und  in  derselben  Art  ist  das  Qua- 
drat des  parallelen  Halbdurchmessers  des  zweiten  gleich  einer 
andern  Constanten  dividirt  durch 

a,,'  cos?  $  -f-  2ax2  ^^  ö  sin  ö  +  aja'  sia'  ö- 
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Ihr  Quotient  i^  Yon  $  anabhangig  fSr 

Zwei  Kegelschnitte  sind  demnach  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen,  wenn  die  Coefficienten  der  hoch- 
stea  Potenzen  der  Veränderlichen  in  beiden  über- 
einstimmen oder  nur  durch  einen  constanteu  Factor 
Yerschieden  sind. 

243.  Es  ist  offenbar,  dass  die  Bichtungen  der  Axen 
solcher  ähnlicher  Kegelschnitte  dieselben  sein  müs- 
seu,  weil  die  grossten  und  kleinsten  Durchmesser  des  einen 
parallel  den  grossten  nnd  kleinsten  Durchmessern  des  andern 
sind.  Wenn  der  Durchmesser  des  einen  unendlich  wird,  so 
muss  auch  der  parallele  Durchmesser  des  andern  unendlich  wer- 
den, d.  h.  die  Asymptoten  Yon  ähnlichen  und  ähnlich 
liegenden  Hyperbeln  sind  parallel.  Dasselbefolgtaus 
dem  Resultat  des  letzten  Artikels ,  weil  (Art  166)  die  Bich- 
tungen der  Asymptoten  vollständig  durch  die  höchsten  Glieder 
der  Gleichung  bestimmt  sind. 

Aehnliche  Kegelschnitte  haben  dieselbe  Exceutricität,  denn 
(a^  —  6*) :  a^  muss  ==  {ni^a^  —  pi^V^)  :  m'a*  sein.  Aehnliche 
und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  können  also  auch  als  solche 
definirt  werden,  welche  parallele  gleichnamige  Axen  und  die- 
selbe Excentricität  haben. 

Wenn  zwei  Hyperbeln  parallele  Asymptoten  ha- 
ben, so  sind  sie  ähnlich;  denn  ihre  Axen  müssen  paral- 
lel sein,  weil  sie  die  Winkel  zwischen  den  Asymptoten  hal- 
biren  (Art.  103),  und  die  Excentricität  hängt  nur  Yon  dem 
Winkel  ab,  den  die  Asymptoten  einschliessen.   (Art.  175.) 

244.  Da  die  Excentricität  aller  Parabeln  dieselbe  näm- 
lich die  Einheit  ist,  so  sind  alle  Parabeln  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen,  deren  Axen  dieselbe  Richtung  ha- 
ben. In  der  That,  da  die  Gleichung  einer  Parabel  auf  ihren 
Scheitel  bezogen  y'^  =  px  oder  q  sin'*'  0  s=  p  cos  $  ist,  so  steht 
jeder  Radius  yector  der  einen  Parabel  zu  dem  ihm  parallelen 
der  andern  in  dem  constanten  Verhältniss  p  :  p. 

Aufg.  1.  Wenn  in  einem  durch  den  festen  Punkt  0  gezogenen 
Radius  vector  OP  eines  Kegelschnitts  OQ  in  einem  constanten 
Verhältniss  zu  OP  genommen  wird,  den  Ort  von  Q  zu  bestimmen. 
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Wir  haben  in  die  Polargleichung  nur  m  q  für  q  zu  substituiren, 
und  der  Ort  wird  als  ein  dem  ersten  Kegelschnitt  ähnlicher  und 
ähnlich  gelegener  Kegelschnitt  gefunden. 

Der  Punkt  0  kann  das  Centrum  der  Aehnlichkei  t  beider 
Kegelschnitte  genannt  werden ;  imd  es  ist  offenbar  (s.  auch  Ai-t.  145) 
der  Punkt,  wo  sich  gemeinschaftliche  Tangenten  der  zwei  Kegel- 
schnitte durchschneiden;  weil,  wenn  die  Radien  vectoren  OP^  OP* 
zum  ersten  Kegelschnitt  gleich  werden,  auch  OQ^  0Q\  die  Radien 
yectoren  des  andern,  gleich  werden  müssen. 

Ätifg,  2.  Wenn  durch  ein  Centrum  der  Aehnlichkeit  von  zwei 
ähnlichen  Kegelschnitten  in  ähnlicher  Lage  ein  Paar  Radien  vectoren 
gezogen  werdet,  so  sind  die  Verbindungssehnen  ihrer  Endpunkte 
entweder  parallel,  oder  sie  durchschneiden  sich  in  der  Radicalaxe 
der  Kegelschnitte.  Beweis  wie  in  Art.  14G. 

Aufg,  3.  Die  dreien  ähnlichen  Kegelschnitten  in  ähnlicher  Lage 
entsprechenden  sechs  Centra  der  Aehnlichkeit  liegen  zu  dreien  in  vier 
geraden  Linien.    (Art.  147.) 

Aufg.  4.  Wenn  eine  gerade  Linie  zwei  ähnliche  ^  ähnlich  ge- 
legene und  concentrische  Kegelschnitte  schneidet,  so  sind  die  zwischen 
den  Kegelschnitten  enthaltenen  Abschnitte  gleich.  Jede  Sehne  des 
äusseren  Kegelschnitts,  welche  den  inneren  berührt,  wird  im  Be- 
rührungspunkte halbirt 

Dies  wird  in  derselben  Art  bewiesen,  wie  die  Sätze  der  Art.  204, 
205,  welche  specielle  Fälle  des  gegenwärtigen  Satzes  sind;  denn 
die  Asymptoten  einer  Hyperbel  können  als  ein  zu  ihr  ähnlicher 
Kegelschnitt  in  ähnlicher  Lage  betrachtet  werden,  weil  die  höchsten 
Glieder  in  der  Gleichung  der  Asymptoten  dieselben  wie  die  in  der 
Gleichung  der  Curve  sind. 

Aufg.  5.  Wenn  eine  Tangente  in  V,  dem  Scheitel  der  inneren 
von  zwei  concentrischen,  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Ellipsen, 
die  äussere  in  den  Punkten  T  und  T'  schneidet,  so  ist  jede  durch 
F  gezogene  Sehne  der  inneren  die  Hälfte  der  algebraischen  Summe 
der  parallelen  Sehnen  der  äusseren  durch  T  und  T'. 

245.  Zwei  Figuren  sind  ähnlich^  obwohl  nicht  in 
ähnlicher  Lage^  wenn  die  proportionalen  Radien  einen  con- 
stauten  Winkel  mit  einander  machen,  anstatt  parallel  zu  sein; 
so  dassy  wenn  wir  die  eine  der  Figuren  um  diesen  Winkel 
gedreht  denken ,  sie  beide  dann  ähnlich  und  ähnlich  gelegen- 
sein würden. 

Es  ist  die  Bedingnng  zu  finden,  unter  welcher 
zwei  durch  die  allgemeinen  Gleichungen  gegebene 
Kegelschnitte  ähnlich  sind,  ohne  in  ähnlicher  Lage 
zu  sein. 

Wir  haben  nur  die  erste  Gleichung  zu  Axen  zu  transfor- 
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miren,  welche  mit  den  gegebenen  irgend  einen  Winkel  0  machen, 
und  zu  untersuchen  y  ob  dem  0  ein  Werth  beigelegt  werden 
kann,  welcher  die  neuen  Coefficienten  a,i,  a^^f  a,,  den  alt^n 
rtj,',  «,2';  «22'  proportional  macht.  Sei  a,i=t»a,,',  a,2=wrt^/, 
«22  =  tn  a22\  so  sahen  wir  für  rectangulare  Axen  im  Art.  I(i5, 
dass  die  Grossen  a,,  +  ^22*  ^11  ^22  —  ^12*  durch  Transformation 
der  Coordinaten  unverändert  bleiben,  und  dass  also 

^n+«22  =  ^(«l/  +  «22')i  «I1O22— «12^=*^H«ll'öt22'— «12'^)   ^*- 

Demnach  ist  die  geforderte  Bedingung 

(«11  «22  —  0^12^)  '  («11  +  «22)''  =  («ii'«22'  -  «u'^J-  («11'  +  ^n7- 
Für  schiefe  Axen  findet  man  in  derselben  Art  nach  Art.  168 
die  Bedingung  der  Aehnlichkeit 

«11«»  —  g»*  _^  atjOrt  —  «11** 

(a„  +  o«  —  2ait  cos  ©)•  ^^  (flii'+a«'  —  ^c^tf  cob  ©)* ' 

Aus  den  Art.  87,  166  geht  als  die  geometrische  Bedeu- 
tung der  gefundenen  Bedingung  hervor,  dass  der  Winkel  zwi- 
schen den  reellen  oder  imaginären  Asymptoten  der  einen  CurTe 
gleich  dem  Winkel  ist,  welcher  von  denen  der  andern  gebil- 
det wird. 

24G.  Zwei  Curven  von  der  m*«"*  undn^*"^  Ordnung 
respective  durchschneiden  einander  in  w»  Punkten. 
Denn  wenn  man  x  oder  y  zwischen  den  Gleichungen  w**"  und 
^len  Grades  eliminirt,  welche  die  Curven  darstellen,  so  ist  die 
dadurch  entstehende  Gleichung  in  der  einen  noch  darin  er- 
scheinenden Veränderlichen  vom  Grade  mn,  („Vorlesungen" 
2.  Aufl.  Art.  73.)  Wenn  in  Folge  des  Verschwindens  von  einem 
oder  mehreren  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  der  Veränder- 
lichen die  resultirende  Gleichung  unter  den  Grad  mn  heral>- 
geht,  so  sind  die  beiden  Curven  noch  immer  als  in  mn  Punkten 
sich  durchschneidend  zu  betrachten,  von  welchen  Punkten  je- 
doch einer  oder  mehrere  im  Unendlichen  liegen.  (Vgl.  Art. 94.) 
Wenn  so  die  unendlich  entfernten  wie  die  imaginären  Punkte 
stets  mit  berücksichtigt  werden,  so  gilt  es  allgemein,  dass  die 
zwei  Curven  einander  stets  in  mn  Punkten  durchschneiden.  Ins- 
besondere schneiden  sich  zwei  Kegelschnitte  immer 
in  vier  Punkten.  Im  Kapitel  XV  werden  wir  einige  der 
Fälle  betrachten,  in  welchen  Durchschnittspunkte  von  zwei 
Kegelschnitten  in  unendlicher  Entfernung  sind;    gegenwärtig 
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sollen  die  Falle  untersucht  werden,   wo   zwei  oder  mehrere 
TOD  ihnen  zusammenfallen. 

Weil  zwischen  vier  Punkten  sechs  Gerade  gezogen  wer- 
den können ;  nämlich  12,  34;  13^  24;  14,23,  so  sagen  wir: 
Zwei  Kegelschnitte  haben  drei  Paare  von  Durch- 
schnittssehnen. 

247.  Wenn  zwm  dar  Durchschnittspunkte  zusammenfallen, 
80  berühren  die  Kegelschnitte  einander,  und  die  gerade  Ver- 
bindungslinie der  zusammenfallenden  Punkte  ist  ihre  gemein- 
schaftliche Tangente.  Die  Kegelschnitte  schneiden  einander 
in  diesem  Falle  noch  in  zwei  reellen  oder  imaginären  Punkten 
L,  M,  welche  Yom  Berührungspunkte  yerschieden  sind. 

Die  Berührung  der  Kegelschnitte  ist  eine  Berührung 
der  zweiten  Ordnung,  wenn  drei  ihrer  Durchschnittspunkte 


zusammenfallen.  In  diesem  Falle  muss  einer  der  Punkte  L,  M 
z.  B.  der  letztere  sich  T  ohne  Ende  nähern  und  schliesslich 
mit  ihm  zusammenfallen. 

Curven,  welche  eine  höhere  Berührung  als  von  der  ersten 
Ordnung  haben,  heissen  osculirende  Gurven,  und  man  er- 
kennt, dass Kegelschnitte,  welche  einanderosculiren, 
sich  noch  in  einem  ändern  Punkte  schneiden. 

Die  Berührung  zweier  Kegelschnitte  ist  die  möglichst 
engste,  wenn  sie  vier  auf  einander  folgende  Punkte  gemein- 
schaftlich haben.  In  diesem  Falle  muss  die  Linie  LM  mit  der 
Tangente  in  T  zusammenfallen.  Die  Curven  haben  eine  Be- 
rührung der  dritten  Ordnung,  wenn  sie  vier  auf  einander 
folgende  Punkte  gemein  haben.  Und  da  zwei  Kegelschnitte 
nicht  mehr  als  vier  Punkte  mit  einander  gemein  haben  kön- 
nen, so  ist  dies  die  höchste  Ordnung  der  Berührung,  welche 
zwischen  zwei  verschiedenen  Kegelschnitten  stattfinden  kann. 

So  sind  z.  B.  die  Gleichungen  von  zwei  Kegelschnitten, 
welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehen  und  die 
Axe  a: »  0  zur  gemeinschaftlichen  Tangente  haben  (Art.  104), 
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a„  x^  +  2a,2  xy  +  a.^^  %f  +  2«,.,  j:  =  0, 
a„'j:»  +  2a,2'a?y  +  a^^y^  +  2^1,3'^:  =  0. 

Und  wie  Art.  189,  2  ist 

a:{(a,  ,«22'—  «1  i'^aa)^  +  2(a,2Ö22'—  «i2'^22)  »+2(<i,3«22'—  öi3'^22)}  =^ 
die  Gleichung  eines  durch  ihre  vier  Durchschnittspunkte  gehen- 
den Ortes.  Der  erste  Factor  stellt  aber  die  durch  die  beiden 
zusammenfallenden  Schnittpunkte  gehende  Tangente  dar;  der 
zweite  bezeichnet  somit  die  durch  die  beiden  andern  Schnitt- 
punkte gehende  Gerade  LM.  Für  a^^^a^^  "^  ^13' ^22  S!^^^  *"^^ 
ZrJlf  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  die  Kegelschnitte 
haben  also  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  mit  einander.  Wenn 
überdies  noch  a^^^n  =  ^12^^22  ^^t,  so  reducirt  sich  die  Glei- 
chung von  LM  auf  x  ^=^0^  LM  fallt  mit  der  gemeinschaft- 
lichen Tangente  zusammen ,  nnd  die  Kegelschnitte  haben  eine 
Berührung  dritter  Ordnung  mit  einander.  Wenn  wir  in  diesem 
letzteren  Falle  durch  Multiplication  die  Coefficienten  von  y^  in 
beiden  Gleichungen  identisch  machen,  so  werden  auch  die 
Coefficienten  von  xy  und  von  x  einander  gleich  und  die  Glei- 
chungen beider  Kegelschnitte  reduciren  sich  auf  die  Form 

a,i  a:'  +  2a^^xy  +  a^^y'^  +  2a^^x  =  0, 
a^(x^  +  2a^^xy  -f  a^^y^  -f  2n^^x  =  0. 

248.  Zwei  Kegelschnitte  können  eine  doppelte  Berüh- 
rung mit  einander  haben,  wenn  die  Durchschnittspunkte  1,  2 
und  wieder  auch  3,  4  zusammenfallen.  Die  Bedingung,  unter 
welcher  das  im  vorigen  Artikel  betrachtete  Paar  von  Kegel- 
schnitten .sich  noch  in  einem  zweiten  Punkte  berührt,  wird 
gefunden,  indem  man  die  Bedingung  ausdrückt,  unter  welcher 
die  Linie  LM,  deren  Gleichung  dort  gegeben  ist^  jeden  der 
beiden  Kegelschnitte  berührt.  Oder  einfacher  wie  folgt:  Man 
multiplicirt  die  Gleichungen  respective  mit  a^^'  und  ^,3  und 
subtrahirt;  der  Rest 
(rt,,a,3-a,/a,3)a;^-f2(a,2ai3'-^i2'«i3>y+{^22«i3'-»22'«i3)r^==0 

bezeichnet  das  Paar  von  Geraden,  welches  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  mit  den  Durchschnittspunkten  L  und  M  der 
beiden  Kegelschnitte  verbindet.  Diese  Geraden  fallen  aber  zu- 
sammen, wenn 

(«11  «13'  —  «ii'^is)  (»22^13'  —  «22' «13)  -"  («12Ö13'  —  ««'«is)'  »s*- 

249.  Da  nun  ein  Kegelschnitt  so  bestimmt  werden  kann, 
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dass  er  fünf  gegebenen  Bedingungen  genügt  (Ari  92),  so  kann 
stets  ein  Kegelschnitt  gefunden  werden,  der  einen  gegebenen 
Kegelschnitt  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt  und  drei 
andere  Bedingungen  erfüllt.  Soll  er  in  dem  gegebenen  Punkte 
eine  Berührung  zweiter  Ordnung  mit  ihm  haben,  so  kann  er 
dabei  zwei  andere  Bedingungen  erfüllen;  und  für  eine  Be- 
rQhrung  dritter  Ordnung  erübrigt  die  Erfüllung  einer  weiteren 
Bedingung.  So  kann  stets  eine  Parabel  gefunden  werden;  die 
im  Anfangspunkt  der  Coordinaten  eine  Berührung  dritter  Ord- 
nung mit  dem  Kegelschnitt 

^n  ^'  "f~  äajjxy  +  a^iJf^  +  2a^^x  =  0 
hat  Nach  den  letzten  zwei  Gleichungen  des  Art.  247  erhellt, 
dass  man  nur  O]/  statt  a^^  zu  setzen  hat,  wo  a^^    durch  die 
Relation  a\i  (122=^^12^  bestimmt  ist. 

Wir  können  im  Allgemeinen  keinen  Kreis  be- 
schreiben, der  eine  Berührung  der  dritten  Ordnung 
mit  einem  gegebenen  Kegelschnitt  besitzt,  weil  zwei 
Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  damit  die  Gleichung  zweiten 
Urades  einen  Kreis  repräsentire;  oder  in  andern  Worten:  wir 
können  durch  vier  auf  einander  folgende  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts keinen  Kreis  beschreiben,  weil  zur  Bestimmung  des 
Kreises  drei  Punkte  hinreichen.  Die  Gleichung  des  durch  drei 
auf  einander  folgende  Punkte  der  Curve  gehenden  Kreises 
kann  man  aber  leicht  finden.  Man  nennt  ihn  den  osculirenden 
oder  den  Krümmungskreis  der  Curve. 

Für  die  Kegelschnittsgleichung  wie  vorher 

a,,x2  +  2a,2a;y  +  a^^y^  +  2a^^x  =  0 

and  unter  der  Voraussetzung  schiefwinkliger  Coordinaten  ist 
die  Gleichung  eines  im  Anfangspunkt  die  Curve  berührenden 
Kreises  (Art.  1 19,  3)  a;^  +  2xy  cos  o  -|-  y'  —  2rx  sin  a>  =  0, 
und  die  Bedingung,  dass  dieser  Kreis  osculirend  sei  (Art.  247), 


ist 


a  -  =  —  ra^^  sin  0,    oder  r  = ?^-  *). 


*)  In  den  folgenden  Beispielen  bestimmen  wir  die  absolute  Grösse 
des  Krummongsradins  ohne  Rücksicht  auf  sein  Vorzeichen.  Das  Zeichen 
giebt  wie  gewöhnlich  den  Sinn  an,  in  welchem  der  Krümmungsradius 
gemessen  isl  Denn  es  entscheidet,  ob  die  gegebene  Curve  durch  einen' 
Kreis  von  der  Gleichnngsform  x^  -{'2xy  cos  m  -{-  y*  ^^  2rx  sia  m  ^^  0 
berührt  wird,  dessen  Centrum  in  der  positiven  Axe  der  x  oder  dessen 

Sftimon-Fiedler,  aaal.  Geom.  d.  Kegelichn.    4.  Aufl.  20 
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Die  Grosse  r  wird  der  Krümmungsradius  des  Kegel- 
schnitts im  Punkte  T  genannt. 

«250.  Den  Krümmungsradius  in  einem  Punkte  eines  Cen- 
tralkegelschnitts  zu  bestimmen. 

Um  die  Formel  des  letzten  Artikels  anzuwenden,  moss 
die  Tangente  in  diesem  Punkte  zur  Axe  der  y  gemacht  wer- 
den.   Nun  ist  die  auf  den  Durchmesser  des  Punktes  und  den 

ZU  ihm  conjugirten  bezogene  Gleichung  - ^  +  K^  =  1  zu  par- 
allelen Axen  durch  den  Punkt  selbst  transformirt  durch  die 
Substitution  x  -\-  a!  für  x,  und  wird  somit 

F«  "t"  6't  -r-^  —  ^' 
Nach  dem  letzten  Artikel  ist  daher  der  Krümmungsradius 

a  sin  0 
Aber  a'  sin  o  ist  die  senkrechte  Entfernung  des  Centrums  von 
der  Tangente,  der  Krümmungsradius  also  =  —  oder  (Art.  183) 

=  ~T.    Der  letztere  Werth  ergiebt  sich  auch  aus  Art.  239,  7. 

Man  führt  ihn  mittelst  des  in  Ari  239,  1  für  6'^  gegebenen 
Ausdruckes  in  die  Parameterdarstellung  über. 

251.  Dieser  Ausdruck  liefert  eine  einfache  Construc- 
tion  für  den  Krümmungsradius,  der  einem  beliebigen 
Punkte  der  Ellipse  entspricht. 

Wir  zeigten  im  Art.  189 ,  dass  die  Länge  N  der  Normale 

=  — ,  und  im  Art.  196,  dass  cos  ^  =  ^  ist,  wenn  ^t  der  vom 

Brennstrahl  mit  der  Normale  gebildete  Winkel  ist;  dies  ge- 
staltet den  Ausdruck  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser um  in  r  cos^  il;=N. 
Wenn  wir  daher  eine  Senkrechte  zur 
Normale  in  dem  Punkte  errichten,  wo 
sie  die  Focalaxe  schneidet,  und  ferner  im 
Punkte  Q,  in  welchem  diese  Senkrechte 

den  Brennstrahl  triflPl,  (^C  senkrecht  zu  ihm  bis  zur  Normale 


Centrum  in  der  negativen  Axe  der  x  liegt  (unteres  Zeichen).  Die  For- 
mel des  Textes  giebt  daher  einen  positiven  Krümmungsradius,  wenn 
die  Concavität  der  Curve  nach  dem  positiven  Sinne  der  Axe  der  x,  und 
einen  negativen,  wenn  sie  im  entgegengesetzten  Sinne  gerichtet  ist 
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ziehen^  so  ist  C  das  Centrum  der  Krümmung  und  CP  der 
Krümmungsradius. 

252.  Eine  andere  Construction  kann  auf  die  Bemerkung 
gegründet  werden,  dass  die  Durchschnittssehnen  eines 
Kreises  mit  einem  Kegelschnitt  mit  der  Axe  des  letz- 
teren gleiche  Winkel  bilden.  Denn  da  die  Rechtecke 
unter  den  Segmenten  der  Sehnen  gleich  sind  (Eukl.  III;  35); 
80  sind  es  auch  die  parallelen  Durchmesser  des  Kegelschnitts 
(Art.  111),  und  dieselben  machen  also  mit  der  Axe  gleiche 
Winkel.  (Art.  172.)  Nun  ist  in  dem  Falle  des  Krümmungs- 
kreises die  Tangente  in  T  (Fig.  p.  303)  die  eine  und  die  Linie 
TL  die  andere  Durchschnittssehne;  man  hat  daher  nur  TL 
so  zu  ziehen ,  dass  sie  mit  der  Axe  den  nämlichen  Winkel  wie 
diese  mit  der  Tangente  bildet ;  alsdann  ist  der  durch  die  Punkte 
P  und  L  beschriebene  Ejreis,  welcher  den  Kegelschnitt  in  T 
berührt,  der  Ej*ümmungskreis. 

Diese  Construction  zeigt,  dass  der  in  einem  Schei- 
tel derCurve  osculirende  Kreis  eine  Berührung  der 
dritten  Ordnung  mit  ihr  hat. 

Äufg.  1.  Man  soll  unter  Anwendung  der  Bezeichnungsweise  des 
excentrischen  Winkels  die  Bedingung  aufstellen,  unter  welcher  vier 
Punkte  eines  Kegelschnitts  er,  ß^  y^ö  in  einem  Kreise  liegen.  ^^) 

Die  Sehne,  welche  zwei  der  Punkte  verbindet,  muss  mit  einer 
Seite  der  Axe  denselben  Winkel  machen,  wie  die  beiden  andern 
verbindende  Sehne  mit  der  andern;  die  Sehnen  sind  durch 

^  cos  i(«  +  ß)+  l  sin  i(«  +  (3)  =  cos  i(«  -  ß) 


a 


cos  i(y  +  ö)  +  |-  sin  i(y  +  ö)  =  cos  üy  —  d) 


repräsentirt ,  und  man  bat  somit  tan  ^  («  +  /3)  +  tan  ^  (y  -f-  tf)  ==  0, 
d.  i.  flf  -j-  |S  -|-  y  -j-  tf  =  0,  oder  =  2mn, 

Aufg,  2.    Bestimme  die  Coordinat«n  des  Punktes,  in  welchem 
der  osculirende  Kreis  den  Kegelschnitt  femer  schneidet. 
Wir  haben  «  ==  /3  =  y,  also  tf  s=s  —  3a,  oder 

Die  Sehne,  welche  der  Krümmungskreis  mit  dem  Kegelschnitt 
gemein  hat,  ist  also  durch  die  Gleichung  ausgedrückt 

I  cos  a  +  I  sin  a  =  cos  2  a.     (Art.  239 , 2.)  ^'^) 

20* 
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Aufg,  3.  Drei  Punkte  eines  Kegelschnitts,  deren  oscnlirende 
Kreise  durch  einen  gegebenen  Punkt  der  Curve  gehen ,  liegen  in 
einem  Ejreise,  welcher  diesen  Punkt  enthält,  und  bilden  ein  Drei- 
eck ,  für  welches  das  Centrum  der  Curve  der  Durchschnittsponkt 
der  Seitenhalbirungslinien  ist. 

Aus  dem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  6  der  oscu- 
lirenden  Kreise  folgt  nach  der  letzten  Aufgabe  zur  Bestimmung 
des  Berührungspunktes  er  =  —  \6 ^  und  da  der  Sinus  und  Cosi- 
nus von  i  unverändert  bleiben,  wenn  ö  um  360®  vermehrt  wird, 
so  ergiebt  sich  ebenso 

«  =  _!*+  120»,     a  =  —  \6  +  240«. 

Nach  Aufg.  1  liegen  diese  drei  Punkte  in  einem  durch  6  gehen- 
den Kreise.*®) 

Wenn  wir  in  der  letzten  Aufgabe  X,  F  als  gegeben  voraus- 
setzen, so  ist,  weil  den  a;'y  bestimmenden  cubischen  Gleichungen 
die  zweiten  Glieder  fehlen  ^  die  Summe  der  drei  Werthe  von  x 
und  y  gleich  Null,  und  daher  ist  nach  Art.  7,  4  der  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  der  Durchschnittspunkt  der  Halbirungslinien 
der  Seiten  des  durch  die  drei  Punkte  gebildeten  Dreiecks.  Wir 
erkennen  auch,  dass  die  Normalen  in  diesen  Punkten  die  drei  H6hen 
des  Dreiecks  sind,  und  dass  sie  sich  daher  in  einem  Punkte  schnei- 
den, wenn  die  Halbirungslinien  der  Seiten  durch  das  Centrum  geben. 
(Art.  239,  6.) 

2ö3.  Den  Krümmangsradi*us  der  Parabel  zu  be- 
stimmen. 

Aus  der  auf  einen  Durchmesser  und  die  Tangente  bezoge- 
nen Gleichung  der  Parabel  finden  wir  durch  dieselbe  Methode, 
wie  in  Art.  249,  2r  sin  ö  =  |)'  (für  ö  als  den  Winkel  der  Axen), 
oder  weil  (Art.  220,  221)  JV  =  ip'  sin  Ö  und  ^  =  90«  —  9 
(Art.  225) ,  r  cos'  ^  =  -AT;  die  im  letzten  Art.  angegebene  Cod- 
struction  gilt  daher  auch  für  die  Parabel. 

Aufg,  1.  In  allen  Kegelschnitten  ist  der  Krümmungsradius 
gleich  dem  Quotienten  aus  dem  Cubus  der  Normale  und  dem  Qua- 
drat des  Halbdurchmessors. 

Aufg,  2.  Drücke  den  Krümmungsradius  einer  Ellipse  in  Fbdc- 
tion  des  Winkels  aus,  welchen  die  Normale  mit  der  Axe  einschliesst. 

Aufg,  3.  Bestimme  die  Längen  der  Sehnen  des  Krümmmigs- 
kreises,  welche  durch  das  Centrum  oder  den  Brennpimkt  eines  Cen- 
tralkegelschnitts  gehen. 

Aufl,    — —  und  • 

Aufg.  4.  Die  Brennpnnktssehnc  des  Krümmungskreises  für 
einen  Punkt  im  Kegelschnitt  ist  einer  Brennpunktssehne  des  Kegel- 
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Schnitts  gleich,  welche  der  Tangente  in  dem  Punkte  parallel  ge- 
zogen ist. 

Aufg.  5.  In  der  Parabel  ist  die  Brennpimktssehne  des  Krüm- 
mungskreises  dem  Parameter  des  durch  den  Punkt  gehenden  Durch- 
messers gleich. 

254.  Die  Coordinaten  des  Erümmungscentrams 
für  einen  Centralkegelschnitt  zu  bestimmen. 

Sie  werden  gefunden,  indem  man  von  den  Coordinaten 
des  Punktes  im  Kegelschnitt  die  Projectionen  des  Erümmangs- 
halbmessers  auf  die  Coordinateuaxen  abzieht.  Nun  ist  offen- 
bar^  dass  dieser  Radius  zu  seiner  Projection  in  demselben  Ver- 
hältniss  steht,  wie  die  Normale  zur  Ordinate  y.  Wir  erhalten 
daher  die  Projection  des  Krümmungsradius  auf  die  Axe  der  y^ 

indem  wir  den  Radius  —  durch  ^  multipliciren ,  =  -^ ;  die 

tf r'f 

Ordinate  des  Kriimmungsmittelpunktes  ist  daher  «s  — — — ff  ^ 
d.  i.  we^en  6'^  =  6«  -|-  ^j.  y'^,   r=  _JIl£.y'3      qj^  Abscisse 

ebenso  X  •=  — j — x^. 

Wir  würden  dieselben  Werthe  erhalten  haben ,  indem  wir 
in  Art.  239,  Aufg.  8,  a  sss  /J  =  y  in  die  für  die  Coordinaten 
des  Centrums  erhaltenen  Ausdrücke  substituirten. 

Wir  bemerken  ferner,  dass  das  Centrum  des  einem  Drei- 
eck umgeschriebenen  Kreises  der  Durchschnitt  der  Senkrech- 
ten ist,  welche  auf  den  Seiten  in  ihren  Mittelpunkten  errichtet 
werden  y  dass  also,  wenn  das  Dreieck  durch  drei  aufeinander 
folgende  Punkte  der  Curve  gebildet  wird,  zwei  seiner  Seiten 
aufeinander  folgende  Tangenten  der  Curve  und  die  Senkrech- 
ten zu  ihnen  die  entsprechenden  Normalen  sind.  Das  Cen- 
trum der  Erümmung  irgend  einer  Curve  ist  daher 
der  Durchschnittspunkt  von  zwei  aufeinander  fol- 
genden Normalen.  Darauf  gegründete  Coustructionen  des 
Krümmungscentrums  geben  wir  in  Art.  295,  13. 

Wenn  wir  in  Art.  189,  \  x  =  x  =  X,  y'  =  y"  =  Y 
einsetzen,  so  erhalten  wir  in  der  That  dieselben  Werthe,  wie 
die  eben  bestimmten. 

B6sp,  1.    Für  die  Scheitelpunkte  erhält  man  respective 

oder  die  Krümmungsradien  gleich  den  negativen  Theilen  dieser 
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Werthe.  Man  construirt  somit  die  Erümmungscentra  in  den  Scheiteln, 
indem  man  aus  der  freien  Ecke  des  von  zwei  benachbarten  Scheiteln 
mit  dem  Mittelpunkt  gebildeten  Rechtecks  auf  die  Scheitelsehne  eine 
Normale  fällt;  sie  sind  die  Punkte,  wo  diese  die  Axen  schneidet. 
Beisp,  2.  Der  Cubus  von  dem  Radius  des  Kreises,  der  einem 
der  Ellipse  eingeschriebenen  Dreiecke  umschrieben  ist,  ist  das  Pro- 
duct  der  Krümmungshalbmesser  in  den  Endpunkten  der  zu  seinen 
Seiten  conjugirten  Durchmesser.  (Speciell  in  seinen  Ecken,  wenn 
sein  Schwerpunkt  im  Centrum  der  Ellipse  liegt.) 

255.    Die  Coordinaten  des  Krümmungscentrums 

bei  der  Parabel  zu  bestimmen. 

Die   Projectiou  des  Krümmungshalbmessers  auf  die  Axe 

der  y  wird  wie  vorher  durch  Multiplication  seiner  Länge  -^, . 

mit  ^  gefunden  und  ist  also  =  -^g-^;  indem  wir  diese  Grosse 

von  y*  abziehen,   erhalten   wir  die  Ordinate  und  analog  die 
Abscisse  (Art.  220) 

-^  tan«  ß  ""  pt    >    -^  —  »  -r  2  Bin«  Ö        "^  ^        2 

Dieselben  Werthe  können  aus  der  Auflösung  in  Art.  235,  10 
abgeleitet  werden. 

Beisp.  Der  Flächeninhalt  des  von  den  Krümmungscentren 
dreier  Parabelpunkte  mit  den  Ordinaten  y^^Vit  y^  gebildeten  Drei- 
ecks ist 

6 


pi 


1,1,1 


2^1  ^  Vi^  y-i^ 


=  ^3  ^y\'-y'i){y2—yz){yz—y\){y\y2+y'zyz+yzy\) • 

Die  drei  Krümmungscentra  liegen  in  einer  Geraden,  wenn  die  Siunme 
der  Producte  der  Ordinaten  der  Parabelpunkte  in  Paaren  Null  ist. 

256.  Die  Evolute  einer  Curve  ist  der  Ort  der 
Krümmungscentra  ihrer  verschiedenen  Punkte. 

Um  die  Evolute  eines  Centralkegelschnitts  zu  finden,  wür- 
den wir  die  Coordinaten  a?',  if  durch  die  (a;,  y)  des  Krümmungs- 
mittelpunktes ausdrücken  und  ihre  Werthe  in  die  Gleichung  der 
Curve  substituiren;  wir  erhielten  so  (fürc2:a=-4,  c^:b=B) 

Ebenso  wird  die  Gleichung  der  Evolute  der  Parabel  gefunden 
27jpy^  =  I6{x  —  ipY]  man  nennt  diese  Curve  die  semicu- 
bische  oder  auch  die  NeiTsche  Parabel. 


Vierzehntes  Kapitel. 

Die  Methode  des  Unendlich -Kleinen. 

257.  Die  Differential -Bechuung  erlaubt  auf  sehr  einfache 
Weise  die  Bestimmung  der  Tangenten  der  Curven  und  die  der 
Grosse  ihrer  Flächen  und  der  Länge  ihrer  Bögen.  Obgleich 
wir  von  ihrer  Symbolik  und  ihren  Grundbegriffen  in  diesem 
Werke  weiterhin  mehrfachen  Gebrauch  machen  ^  so  wollen  wir 
doch  einige  der  angedeuteten  Fragen,  insofern  sie  sich  eben 
nur  auf  Kegelschnitte  beziehen,  hier  ohne  ihre  directe  Ver- 
mittelung  behandeln,  um  eine  Idee  von  der  Methode  zu  geben, 
nach  der  solche  Fragen  vor  der  Entdeckung  der  Differential- 
und  Integral -Rechnung  bebandelt  wurden. 

Wir  geben  damit  zugleich  ihren  analytischen  Begriffen  die 
geometrische  Basis.  Und  die  geometrische  Methode,  welche 
wir  zu  erläutern  gedenken,  besitzt  in  Bezug  auf  manche  Fragen 
vor  der  Analysis  den  Vorzug  der  Einfachheit  und  Strenge;  sie 
hat  noch  in  neuester  Zeit  zu  einzelnen  schönen  Ergebnissen 
geführt  (vergl.  Art.  267),  welche  bei  der  Anwendung  der  Dif- 
ferential- und  Integral-Rechnung  nicht  gefunden  worden  waren. 

Wenn  ein  Polygon  von  gleichen  Seiten  einer  Gurve  ein- 
geschrieben ist,  so  nähert  sich  augenscheinlich  der  Inhalt  und 
Umfang  des  Polygons  um  so  mehr  der  Gleich]j}eit  mit  dem  In- 
halt und  Umfang  der  Curve,  je  grösser  die  Zahl  der  Seiten 
des  Polygons  und  je  kleiner  damit  jede  einzelne  Seite  dessel- 
ben wird;  gleichzeitig  nähert  sich  jede  Seite  des  Polygons  mehr 
und  mehr  dem  Zusammenfallen  mit  der  Tangeute  der  üurve 
in  dem  Punkte,  in  welchem  sie  dieselbe  schneidet.  Wenn  die 
Zahl  der  Seiten  unendlich  gross  und  die  Länge  jeder  einzel- 
nen Seite  unendlich  klein  geworden  ist,  so  fällt  das  Polygon 
mit  der  Curve  zusammen ,  und  die  Tangente  derselben  in  jedem 
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ihrer  Punkte  wird  mit  der  geraden  Verbindungslinie  zweier 
unendlich  nahe  benachbarter  Punkte  in  ihr  identisch. 

Ebenso  nähert  sich  Inhalt  und  Umfang  eines  umgeschrie- 
benen Polygons  dem  Inhalt  und  Umfang  der  Curve  um  so  mehr, 
je  grosser  die  Zahl  seiner  Seiten  und  je  kleiner  jede  einzelne 
Seite  wird ;  und  gleichzeitig  nähert  sich  der  Durchschnittspunkt 
zweier  benachbarter  Seiten  um  so  mehr  dem  Berührungspunkt 
einer  jeden  derselben.  Man  kann  daher  zur  Untersuchung  des 
Inhalts  und  Umfangs  einer  Curve  für  dieselbe  ein  eingeschrie- 
benes oder  umgeschriebenes  Polygon  substituiren  y  dessen  Sei- 
tenzahl unendlich  gross  und  dessen  Seiten  unendlich  klein  sind, 
und  man  kann  jede  Tangente  der  Curve  als  die  gerade  Ver- 
bindungslinie zweier  unendlich  nahen  Punkte  der  Curve,  und 
jeden  Punkt  der  Curve  als  den  Durchschnittspunkt  zweier  un- 
endlich  nahen  Tangenten  derselben  betrachten. 

258.  Beisp.  1.  Die  Richtung  der  Tangente  in  einem 
Punkte  des  Kreises  zu  bestimmen. 

Wir  denken  ein  eingeschriebenes  reguläres  Polygon.  Auf 
jedes  der  gleichseitigen  Dreiecke,  in  welche  es  durch  die  nach 

seinen  Ecken  gehenden  Radien  zer- 
legt wird,  lässt  sich  dann  die  Be- 
merkung anwenden ,  dass  der  Basis- 
winkel OBA  um  dieHälfte  des  Winkels 
an  der  Spitze  kleiner  ist  als  ein  rech- 
ter Winkel.  Wenn  alsdann  die  Zahl 
der  Seiten  des  Polygons  als  unend- 
lich gross  gedacht  wird,  so  dass  jede 
einzelne*  unendlich  klein  sein  muss, 
so  wird  der  Winkel  an  der  Spitze 
jedes  dieser  Dreiecke  kleiner  als  jeder  angebbare  Winkel,  und 
die  Tangente  des  Kreises  bildet  daher  mit  dem 
Radius  des  Berührungspunktes  einen  rechten  Win- 
kel. Es  bietet  sich  häufig  die  Gelegenheit  zur  Anwendung 
eines  Princips  dar,  welches  hierin  mit  enthalten  ist,  nämUch, 
dass  die  gleichlangen  Schenkel  eines  unendlich 
kleinen  Winkels  zu  der  geraden  Verbindungslinie 
ihrer  Endpunkte  rechtwinklig  sind. 

Beisp.  2.  Die  Umfange  zweier  Kreise  stehen  in 
dem  Verhältniss  ihrer  Radien. 
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Wenn  reguläre  Polygone  von  gleicher  Anzahl  der  Seiten 
in  beide  Kreise  eingeschrieben  werden ,  so  ei^iebt  sich  aus  der 
Äehnlichkeit  der  Dreiecke  des  einen  mit  denen  des  andern, 
dass  ihre  Basen  ab  und  AB  in  dem  Verhältniss  der  Radien 
beider  Kreise  stehen,  und  daraus,  dass  die  Umfange  beider 
Polygone  und  folglich  auch  die  beider  Kreise,  als  die  Summen 
solcher  Seiten ,  wenn  ihre  Anzahl  unendlich  gross  gedacht  wird, 
in  demselben  Verhältniss  stehen. 

Beisp.  3.  Der  Inhalt  ein'es  Kreises  ist  dem  Pro- 
duete  aus  dem  Halbmesser  in  den  halben  Umfang 
desselben  gleich. 

Denn  der  Inhalt  jedes  der  Dreiecke  OAB,  welche  in  den 
Yorigen  Aufgaben  betrachtet  worden  sind ,  ist  das  Product  aus 
der  Hälfte  seiner  Basis  in  die  vom  Centrum  auf  dieselbe  ge- 
fällte Senkrechte ;  somit  ist  der  Inhalt  jedes  der  betrachteten 
regulären  Polygone  gleich  der  mit  der  senkrechten  Entfernung 
einer  Seite  desselben  multiplicirten  halben  Summe  seiner  Sei- 
ten. Mit  der  Vermehrung  ihrer  Anzahl  nähert  sich  ohne  Ende 
der  Umfang  des  Polygons  dem  Umfang  des  Kreises  und  jene 
senkrechte  Entfernung  einer  Seite  dem  Halbmesser  des  Krei- 
ses, so  dass  die  Differenz  zwischen  beiden  kleiner  als  jede  an- 
gebbare Grosse  gemacht  werden  kann.  Demnach  ist  das  aus- 
gesprochene Resultat  richtig,  oder  der  Inhalt  eines  Kreises 
wird  durch  nr^  ausgedrückt. 

259.  Beisp.  1.  DieRichtung  derTangente  in  einem 
Punkte  der  Ellipse  zu  bestimmen. 

Man  bezeichne  durch  P  und  P'  zwei  unendlich  nahe  Punkte 
der  Curve,  so  dass  man  hat  FF  +  PF'  =  FP'  -f  P'F\ 

Nimmt  man  dann  FE  =  FP  und 
^^  F'R  =  F'P\  so  ist  P'R=PB\ 

Die  beiden  Dreiecke  PBP'  und 

P22'P'  besitzen  die  gemeinschaft- 

1/  j  liehe  Basis  PP\  die  gleichen  Ka- 

7       ^  theten  P'B  und  PB  und  nach 

dem  Princip  des  Art.  258  die  rech- 
ten Winkel  PBP'  und  PBP'\  in  Folge  dessen  ist 

i  PP'B  =  L  P'PB. 
Unter  der  Voraussetzung,  welche  wir  gemacht  haben,  dass 
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die  Punkte  P  und  P'  unendlich  nahe  sind,  ist  L  TPF==  L  PPF, 
weil  ihre  Differenz  unter  jeden  angebbaren  Winkel  berabge- 
bracht  werden  kann;  demnach  hat  man  L  TPF  ==»  L  P*PF, 
oder  die  Brennstrahlen  des  Berührungspunktes  machen  gleiche 
Winkel  mit  der  Tangente. 

Beisp.  2.  Man  soll  die  Richtung  der  Tangente iu 
einem  Punkte  der  Hyperbel  bestimmen. 

Wir  haben  bei  der  nämlichen  Construction  wie  vorher 

rP'  —  F'P  =  FP'  ^  FP,  oder  FB  =  P'K. 
Demnach  ist  L  PP'R  =  L  PP'K,  oder  die  Tangente  ist 

die  innere  Halbirungslinie  des  Win- 
kels zwischen  den  Brennstrahlen 
des  Berührungspunktes. 

Beisp.  3.  In  derselben  Art  be- 
stinmien  wir  die  Richtung  der 
Tangente  in  einem  Punkte 
der  Parabel;  denn  wir  haben 
PP=P.Vund  FF=PN'',  also  Plt=FS  oder  L  irPP=LFFP. 
Die  Tangente  halbirt  daher  den  Winkel  FPNy  welchen  der 

Brennstrahl  des  Berührungspunktes  mit  der 
;v-  f.^  .    durch  ihn  gezogenen  Parallellinie  zur  Axe  der 

I       /'//  Parabel  bildet. 

I    /  /  260.    Beisp.  1.    Man  soll  den  Inhalt 

i  des  parabolischen  Sectors  FVP  be- 

stimmen. 

Weü  PS  =  PR  und  PN  =  FP  ist,  so 
ist  die  Fläche  des  Dreiecks  FPR  die  Hälfte 
des  Parallelogramms  PS  NN\  Wenn  wir  eine 
Anzahl  von  Punkten  P\  P"  etc.  zwischen  V  und  P  nehmen, 
so  wird  die  Sunune  aller  der  entsprechenden  Parallelogramme 
PS  NN'  etc.  der  Gleichheit  mit  dem  Inhalte  der  Fläche  DVPy 
um  so  mehr  genähert ,  je  näher  die  einzelnen  Punkte  P  ein- 
ander sind;  ebenso  die  Summe  aller  Dreiecke  FPR  der  Gleich- 
heit mit  dem  Inhalte  der  Fläche  des  Sectors  VFP.  Demnach 
ist  der  Inhalt  des  Sectors  PFV  die  Hälfte  des  Inhalts  von 
nVPN  und  somit  ein  Dritttheil  des  Vierecks  DFPN. 

Beisp.  2.  Man  bestimme  den  Inhalt  des  durch  eine 
beliebige  Gerade  abgeschnittenen  Segments  einer 
Parabel. 
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Man  zieht  den  Durchmesser  der  Parabel,  welcher  diese 
gerade  Linie  halbirt;  dann  ist  in  der  Figur  das  Parallelogramm 
von  der  Diagonale  PH  dem  Parallelogramm  von  der  Diago- 
nale FM'  flächengleich;  wie  aus  ihrer  Beziehung  zu  dem  Par- 
allelogramm TM'P'R  und  seiner  Diagonale  TP'  hervorgeht. 

Die  Seite  TM  ist  aber  durch  die  Curve 
in  V  halbirt,  und  das  Parallelogramm 
von  der  Diagonale  PN'  ist  demnach 
die  Hälfte  von  dem  über  PR]  wenn 
wir  daher  eine  Anzahl  von  Punkten 
P,  P\  P"y  etc.  in  der  Curve  wählen, 
so  ist  die  Summe  der  Flächen  aller  Par- 
allelogramme wie  PM'  doppelt  so  gross, 
wie  die  Summe  aller  Parallelogramme  wie  PN\  und  demnach 
zuletzt  der  Inhalt  der  Fläche  V'PM  das  Doppelte  von  dem 
Inhalt  der  Fläche  VPN,  d.  i.  der  Inhalt  des  parabolischen  Seg- 
ments VPM  steht  zu  dem  Inhalt  des  Parallelogramms  V'NPM 
in  dem  Verhältniss  von  2:3. 

261.  Beisp.  1.  Der  Inhalt  einer  Ellipse  ist  dem 
eines  Kreises  gleich,  dessen  Halbmesser  das  geo- 
metrische Mittel  zwischen  den  Halbaxen  der  El- 
lipse ist. 

Denn  theilt  man  die  Ellipse  und  den  über  ihrer  grossen 
Axe  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  durch  Parallelen  zur 
kleinen  Axe  in  schmale  Flächenstreifen ,  so  ist  wegen  der  Rela- 
tionen mb:fnd=mV=m'd^=b:a 
das  Viereck  miVm  zu  dem  Viereck 
mddm'  auch  in  dem  Verhältniss  &:a, 
und  demnach  die  Summe  aller  Vier- 
ecke der  einen  Beihe,  d.  h.  das  der 
Ellipse  eingeschriebene  Polygon 

CBbVrA, 
zu  dem  entsprechenden  dem  Kreis  ein- 
geschriebenen Polygon  CddcC'A  in  dem  nämlichen  Verhält- 
niss. Diese  Proportionalität  besteht  für  jede  Anzahl  der  Sei- 
ten, welche  man  den  beiden  Polygonen  geben  kann;  lassen 
wir  demnach  diese  Anzahl  unbegrenzt  wachsen  und  gleichzeitig 
alle  einzelnen  Seiten  unbegrenzt  abnehmen,  so  erkennen  wir, 
<las8  der  Inhalt  der  Ellipse  zu  dem  des  Kreises  in  dem  Ver- 
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hältniss  b:a  sieht,  so  dass  der  Inhalt  der  Inhalt  der  Ellipse 
durch  den  Ausdruck  nah  bestimmt  wird. 

Man  beweist  ebenso,  dass  die  Flächen  zweier  Figuren,  deren 
correspondirende  Ordinaten  zu  einander  in  einem  bestimmten 
Verhältniss  stehen,  immer  das  nämliche  Yerhältuiss  haben. 

Beisp.  2.  Jeder  Durchmesser  eines  Eegelschuitts 
halbirt  die  Curve. 

Die  Bichtigkeit  des  Satzes  erhellt  sofort  aus  der  Betrach- 
tung der  Trapeze,  in  welche  die  dem  Durchmesser  entsprechen- 
den Ordinaten  die  Fläche  der  Curve  zerlegen;  weil  der  Durch- 
messer alle  ihm  entsprechende  Ordinaten  halbirt,  so  halbirt 
er  auch  diese  Trapeze  und  demnach  die  Curve,  weil  die  Fläche 
derselben  der  Summe  dieser  Trapeze  gleich  ist,  sobald  man 
dig  Ordinaten  als  unendlich  nahe  benachbart  voraussetzt. 

262.  Beisp.  1.  Der  Inhalt  des  Sectors  einer  Hy- 
perbel, welcher  durch  die  geraden  Verbindungs- 
linien zweier  ihrer  Punkte  mit  dem  Centrum  be- 
grenzt   wird,   ist  dem  luhalt  des   Segments  gleich; 

welches  durch  Parallelen  zu 
//  den  Asymptoten  von  deusel- 

//  ben  Punkten  aus  bestimmt 

//  wird. 

. /^/^  Denn  wegen  der  Gleichheit  der 

Mw     "^  Dreiecke  FKC  und  QLC  ist  auch 

#0^0  .  Ä^  \^         ^^®  FlsLche  PÖ Cgieich  der  Fläche 
iZM€-<^<~-:^''7''=^r=^--    J& —     VOLK 

Beisp.  2,     Zwei  beliebige 
Segmente  PQLK  und  RSNM  sind  gleich,  wenn 

PK:  QL^BMiSN 
ist.    Denn  PK :QL  =  CL:  CK,  und  nach  Art.  205 

CL  =  Mr,  CK=NT]  also  RM  :  SN=3ir:  NT, 
somit  ^JB  parallel  zu  PT.    Nun  sind  die  Sectoren  PCQimi 
BGS  einander  gleich,  weil  der  PS  und  QR  halbirende  Durch- 
messer sowohl  den  hyperbolischen  Inhalt  PQRS^  als  auch  die 
Dreiecke  PCS  und  QCR  halbirt. 

Setzen  wir  voraus ,  dass  die  Punkte  Q  und  R  zusammen- 
fallen, so  sehen  wir,  dass  jeder  Inhalt  PJfjVS  halbirt  werden 
kann,  indem  man  die  Ordinate  QL  verzeichnet,  welche  das  geo- 
metrische Mittel  zwischen  den  Ordinaten  seiner  Endpunkte  ist 
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Und  wenn  eine  Auzahl  von  Ordinalen  bestimmt  wird,  deren 
Langen  eine  stetige  geometrische  Proportion  bilden,  so  ist  der 
von  irgend  zweien  benachbarten  unter  ihnen  begrenzte  Inhalt 
von  constanter  Grösse. 

263.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  ähnlich,  ähnlich 
gelegen  und  concentrisch  sind,  so  schneidet  jede 
Tangente  des  inn^rn  von  beiden  ein  Segment  von 
constanter  Fläche  von  dem  äussern  ab. 

In  Art.  244,  4  ward  bewiesen ,  dass  eine  solche  Tangente 
im  Berührungspunkte  halbirt  ist.    Wenn  wir  demnach  irgend 

zwei  Tangenten  dieser  Art  betrachten, 
so  ist  LÄQA  =  LBQB\  und  je 
näher  wir  den  Punkt  Q  bei  dem  Punkte 
P  gelegen  voraussetzen,  desto  näher 
kommen  die  Seiten  ^Q,  A'Q  der  Gleich- 
heit mit  den  Seiten  BQ^S  Q\  daher  werden  die  Dreiecke  AQA 
und  BOB'  inhaltsgleich,  wenn  wir  die  beiden  Tangenten  als 
unendlich  nahe  betrachten ,  und  die  Fläche  A  VB  ist  der  Fläche 
A'VR  gleich.  Weil  endlich  diese  Fläche  beim  üebergang 
von  einer  Tangente  zur  nächstbenachbarten  unverändert  bleibt, 
so  bleibt  sie  es  für  jede  beliebige  Lage  der  begrenzenden  Tan- 
gente. 

Man  kann  in  derselben  Art  den  umgekehrten  Satz  beweisen, 
dass  die  Tangente  einer  Curve  im  Berührungspunkt  halbirt 
werden  muss,  wenn  sie  in  jeder  ihrer  Lagen  eine  Consta nte 
Fläche  von  einer  andern  Curve  abschneidet,  und  es  gilt  all- 
gemein für  jede  Curve,  dass  der  abgeschnittene  Flächeninhalt 
constant  ist,  wenn  die  Tangente  in  jeder  ihrer  Lagen  im  Be- 
rührungspunkt halbirt  wird. 

Darnach  lässt  sich  die  Aufgabe  losen:  Man  soll  durch  einen 
gegebenen  Punkt  im  Innern  eines  Kegelschnitts  eine  gerade 
Linie  so  ziehen,  dass  sie  den  Minimal-Inhalt  von  dem- 
selben abschneide.  Wäre  verlangt,  dass  die  gesuchte  gerade 
Linie  einen  gegeben  en  Inhalt  abschneide,  so  hätte  man  durch 
den  Punkt  zu  einem  bestimmten  ähnlichen  und  ähnlich  ge- 
legenen, concentrischen  Kegelschnitt  eine  Tangente  zu  ziehen; 
mit  dem  abzuschneidenden  Inhalt  müsste  die  Entfernung  zwi- 
schen beiden  Kegelschnitten  wachsen.  Wenn  dieser  zweite 
innere  Kegelschnitt  durch  den  gegebenen  Punkt  selbst  geht, 


318  XIV.    Methode  des  Unendlich-Kleinen.  264. 

SO  wird  der  abgeschnittene  Inhalt  am  kleinsten  ^  und  weil  dann 
die  gerade  Linie  als  Tangente  der  Gurve  in  dem  gegebeneo 
Punkte  halbirt  wird,  so  bat  man  die  gerade  Linie,  welche  den 
Minimal-Inhalt  abschneiden  soll,  nur  so  durch  den  gegebenen 
Punkt  zu  ziehen,  dass  sie  in  ihm  halbirt  wird. 

Das  nämliche  Gesetz  gilt  für  jede  Curve. 

Durch  analoge  Betrachtungen  können  die  beiden  folgen- 
den Sätze  leicht  bewiesen  werden*^):  1)  Wenn  die  Tan- 
gente ^£  einer  Curve  einen  Bogen  von  constauter 
Länge  von  einer  anderen  Curve  abschneidet,  so  wird 
sie  in  ihrem  Berührungspunkte  so  getheilt,  dass 
ihre  Abschnitte  AP  und  JBF  in  dem  umgekehrten 
Verhältniss  der  Tangenten  der  letztern  Curve  inA 
und  B  stehen.  2)  Wenn  die  Tangente  ^B  von  einer 
Constanten  Länge  ist,  und  wenn  die  vom  Durch- 
schnittspunkt der  in  A  und  B  an  die  äussere  Curve 
gezogenen  Tangenten  auf  AB  gefällte  Senkrechte 
sie  in  M  trifft,  so  ist  stets  AP  ^=  MB. 

264.  Den  Krümmungshalbmesser  in  einem  be- 
liebigen Punkte  einer  Ellipse  zu  bestimmen. 

Weil  der  Mittelpunkt  des  einem  Dreieck  umgeschriebenen 
Kreises  der  Durchschnittspunkt  der  auf  seinen  Seiten  in  den 
Mittelpunkten  derselben  errichteten  Perpendikel  ist,  so  ist  das 
Centrum  des  durch  drei  aufeinander  folgende  Punkte  einer 
Curve  gehenden  Ejreises  der  Durchschnittspunkt  zweier  auf- 
einander folgenden  Normalen  der  Curve.   (Art.  254.) 

Betrachten  wir  also  zwei  Dreiecke  FPF'  und  FP'F'  und 
bezeichnen  die  Halbirungslinien  ihrer  Winkel  an  der  Spitze 

durch  PNy  P'N,  so  beweisen 
^^P'  wir  leicht  elementar-geometrisch, 

dass 
2LPNr=LPFP'  +  LPF'F 

ist. 
^^^  ^f     ^^y  Weil  nun  der  Bogen  eines 

Kreises  dem  Radius  desselben  und 
der  Grosse  des  Winkels  proportional  ist,  welchen  er  am  Cen- 
trum desselben  spannt,  so  wird  der  Winkel  PNF  durch  PP'iPN 
gemessen,  wenn  wir  den  Bogen  PP'  als  Bogen  des  Kreises 
vom  Centrura  N  betrachten.     Ebenso  wird  für  -FJJ  *=  FP, 
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LPFP'  durch  PBiFF  gemessen ^  und  wir  erhalten 

wenn  wir  den  Winkel  FFF  durch  0  bezeichnen,  so  ist 

FB  =  FR  =  FF'  sin  0, 
und  indem  wir  FN  =  R,  FFt=  q  und  F'F  =  q   setzen, 

2  1    I    1 


J^ßin^         9         9 

Man  erkennt,  dass  die  Focalsehne  der  Krümmung  für 
einen  Punkt  der  Ellipse  das  Doppelte  des  harmo- 
nischen Mittels  zwischen  seinen  Brennstrahlen  ist. 
Wenn  man  für  sin  ö  den  Werth  6 :  h',  für  q-\-q  den  Werth 
2a  und  für  qq  den  Werth  V^  einsetzt,  erhält  man  den  be- 
kannten Ausdruck  wieder 

F  =  \' 
ah 

Der  Krümmungsradius  der  Hyperbel  wird  auf  ganz  ähn- 
liche Art  ermittelt.  Im  Falle  der  Parabel  ist  q  unendlich  gross 
und  daher  2(>  =  Jß  sin  d. 

Ein  interessantes  Ergebniss  in  Bezug  auf  die  Focsilsehne 
der  Krümmung  eines  Kegelschnitts  erhalten  wir  durch  folgende 
Betrachtung.  ^^)  Wir  ziehen  in  dem  betrachteten  Kegelschnitt 
eine  Sehne  QU  parallel  zu  der  Tangente  im  Punkte  P,  be- 
schreiben den  durch  die  Punkte  P,  Q  und  R  bestimmten  Kreis 

und  verlängern  die  Focalsehne  FL 
des  Kegelschnitts,  bis  sie  demsel- 
ben zum  zweiten  Male  in  C  begeg- 
net. Dann  ist  nach  einer  Eigenschaft 
des  Kreises  FS .  SC  =  QS.SR, 
und  nach  einer  im  Art.  201, 2  gege- 
benen Eigenschaft  der  Kegelschnitte 
.FS.SL:QS.SR==FL:MN. 
Daher  ist  für  jeden  so  beschriebe- 
nen Kreis  SC:Si=JlfJN^:PIr.  Da 
aber  für  den  Krümmungskreis  die  Punkte  S  und  P  zusammen- 
fallen, so  ist  für  ihn  speciell 

FC'.FL  =  MN:FL  oder  FC  =  MN, 
d.  i.  für  einen  beliebigen  Punkt  eines  Kegelschnitts 
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istdieFocal sehne  desKrümmungskreises  derjenigen 
Focalsehne  des  Kegelschnitts  gleich;  welche  der 
Tangente  jenes  Punktes  parallel  ist.  (Art.  253,  4.) 

265.  Der  Krümmungsradius  eines  Central-Kegelschnitts 
kann  auch  wie  folgt  gefunden  werden: 

Wenn  Q  ein  dem  Punkte  P  unendlich  naher  Punkt  der 
Curve  ist,  und  QR  eine  Parallele  der  Tangente  derCurvein 

P  darstellt,  welche  die  dem  Punkte  P 
entsprechende  Normale  in  S  schnei- 
det, wenn  man  dann  durch  die  Punkte 
P  und  Q  einen  Kreis  beschreibt,  wel- 
cher die  Tangente  PT  in  P  berührt, 
so  ist  QS  eine  Ordinate  des  Kreises 
für  den  Durchmesser  PS  desselben, 
und  daher  das  Rechteck  aus  diesem  Durchmesser  und  dem  Ab- 
schnitt PS  gleich  dem  Quadrat  über  der  Sehne  PQ,  oder  der 

Krümmungshalbmesser  des  Punktes  P=  ^s'   ^*  ^^^^  ^^ 

stets  der  Tangente  parallel  ist,  so  wird  fQr  unendlich  nahe 
benacjibarte  Punkte  PQ  zur  Tangente  und  PQ  =  BQ]  und 
weil  nach  einer  Eigenschaft  der  Ellipse  unter  der  Voraussetzung, 
dass  a  und  V  den  dem  Punkte  P  entsprechenden  Durchmesser 
BP  und  seinen  conjugirten  bezeichnen, 

6'i:a'2  =  QW'.PR.RP'  =  QWi2a.PR 
ist,  a.'QW  =^2h\PR. 

Der  Krümmungsradius  ist  demnach  =  "*  '  >q  ' 

Das  Yerhältniss  P R:PS  i^i  aber  durch  die  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke  PRS  und  CPT  stets  =  CP:CT=azp,  und 
daher  der  Krümmungsradius  eudlich  V^ip. 

Es  ist  nichtschwer,  zu  beweisen,  dass  im  Durchschnitts- 
punkt zweier  confocalenKegelschnitte  das  Centruin 
der  Krümmung  des  einen  st^ets  der  Pol  seiner  Tan- 
gente in  Bezug  auf  den  andern  ist. 

266.  Wenn  von  einem  beliebigen  Punkte  einer 
Ellipse  an  eine  confocale  Ellipse  zwei  Tangenten 
gezogen  sind,  so  ist  der  Ue  barsch  uss  der  Summe  die- 
serTangenten  über  den  zwischen  ihren  Berührungs- 
punkten enthaltenen  Bogen  der  Ellipse  constant^') 
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Denn  wenn  wir  einen  dem  ersten  T  unendlich  nahen  Punkt 
T  in  der  Curve  wählen,  und  die  Perpendikel  TB,,  TS  fällen, 

so  ist 

weil  P'JS  als  die  Verlängerung  der 
geraden  Linie  TT'  angesehen  wer- 
den kann ;  ebenso  qT  =^^+05. 
Wegen  der  Gleichheit  der  Winkel 
TT'n  und  TTS  (Art.  197)  ist  fer- 
ner TS  =  T'Ti  und  daher 
PT+TÖ'  =  -P2"  +  T'Ö'. 
Also  (PT+  T Q)  - (PT'+  rq)  =  PF—  Q(j[=FQ^ F'g. 
Derselbe  Satz  gilt  för  jedes  Paar  von  Curven,  welche  durch 
die  Eigenschaft  verbunden  sind,  dass  die  von  einem  Punkte 
der  äusseren  ausgehenden  Tangenten  TP,  TQ  der  inneren  mit 
der  Tangente  TT'  der  ersteren  in  jenem  Punkte  gleiche  Win- 
kel bilden. 

267.  Wenn  von  einem  beliebigen  Punkte  einer 
Hyperbel  an  eine  mit  ihr  confocale  Ellipse  Tangen- 
ten gezogen  werden,  so  ist  die  Differenz  der  Bogen 
PZ",  ^JiT  immer  gleich  der  Differenz  der  Tangenten 
TP  und  TQ.^^) 

Man  erkennt  genau,  wie  vorher,  dass 

{T'P'  -  FK)  —  (TP  -  PK)  =  T'B, 
{rq  -gK)^  {TQ  -  QK)  =  rs; 
und  dass  TS  =  T'B  ist,  folgt  aus  Art.  197. 

Somit  ist  die  Differenz  zwi- 
schen den  Ueberschüssen  von 
TP  über  PK  und  von  TQ  üb^r 
QK  constant;  und  da  sie  Null 
ist,  wenn  TinK  liegt,  weil  die 
Ueberschüsse  selbst  Null  sind, 
so  muss  sie  in  jedem  Falle  Null 
sein,  d.  h.  es  ist  stets 
TP—PK^TQ--  QK. 
Der  Satz  vonFagnano,  dass 
ein  elliptischer  Quadrant 
so  getheilt  werden  kann,  dass  die  Differenz  seiner 
Theile  der  Differenz    der  Halbaxen  der  Ellipse«^) 

Salmon-Fiedler,  anal.  Geom.  d.  Kegelschn.    4.  Aufl.  21 
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gleich  ist,  folgt  unmittelbar  aoa  dem  Torigen;  denn  man 
hat  dazu  nur  in  den  Endpunkten  der  Axen  Tangenten  an  die 
Ellipse  zu  ziehen  und  durch  ihren  Durchschnitispnnkt  eine  mit 
der  Ellipse  confocale  Hyperbel  zu  legen;  dann  ist  der  Punkt 
Kj  in  welchem  sie  die  Ellipse  schneidet,  der  gesuchte  Theil- 
punkt.   Seine  Coordinaten  sind 

a:'  =  a'  :  (a  +  6),      y^  =  Vi{a  +  V). 

268.  Wenn  ein  Polygon  einem  Kegelschnitt  um- 
geschrieben ist  und  alle  seine  Eckpunkte  bis  auf 
einen  sich  in  confocalen  Kegelschnitten  bewegen, 
so  beschreibt  auch  der  Ort  dieses  letzten  Eckpunk- 
tes einen  confocalen  Kegelschnitt. 

Wir  bemerken  zuerst,  dass,  wenn  die  Spitze  T  eines  einem 
Kegelschnitt  umgeschriebenen  Winkels  PTQ  sich  auf  einem 
confocalen  K^elschnitt  bewegt,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
a  und  b  die  zu  TF  und  TQ  parallelen  Durchmesser  und  a 
und  ß  die  Winkel  TFT  und  TQT'  bezeichnen,  welche  jeder 
der  Schenkel  jenes  Winkels  mit  seiner  nächstfolgenden  Lage 
bildet,  die  Relation  besteht  aa^==hß.  Denn  nach  Art  266 
ist  TR  =  rS.  Ferner  ist  TB  =  TF.a,  T'S^T'Qf.ß, 
und  TF  und  TQ  sind  den  Durchmessern  proportional,  wel- 
chen sie  parallel  sind.  (Art.  111.) 

Wenn  umgekehrt  die  Relation  aa^^hß  erfallt  ist,  so  be- 
wegt sich  der  Punkt  T  auf  einem  confocalen  Kegelsclmitt; 
denn  indem  wir  die  Aufeinanderfolge  der  einzelnen  Schritte 
des  Beweises  umkehren,  zeigen  wir,  dass  Tu  ^=-  T'S  ist,  dass 
demnach  TT  mit  TP  und  TQ  gleiche  Winkel  macht  und 
daher  mit  der  Tangente  des  confocalen  Kegelschnitts  in  T 
zusammenfallt,  dass  also  T  in  diesem  Kegelschnitt  liegt. 

Wenn  alsdann  die  den  Seiten  des  Polygons  parallelen 
Durchmesser  durch  a,  6,  c  etc.  bezeichnet  werden,  und  d  den 
zur  letzten  Seite  desselben  parallelen  Durchmesser  ausdröckt, 
*wenn  femer  a^  ß,y  etc.,  8  die  dem  Vorigen  analog  bezeich- 
neten Winkel  sind,  so  gelten  die  Relationen 

aa  =  6/J,  hß  =  cy  etc., 
weil  die  sammtlichen  Ecken  des  Polygons  bis  auf  eine  sich  in 
confocalen  Kegelschnitten  bewegen.   Aus  dieser  Kette  vonRela- 
tionen  ergiebt  sich  aber  a  a^=^d8,  welches  anzeigt,  dass  die  letzte 
Ecke  desselben  auch  einen  confocalen  Kegelschnitt  durchlauft.^') 


Ffinfzehntes  Kapitel. 

Vom  Gebrauch  der  abkürzenden  Symbolik 
in  der  Theorie  der  Kegelschnitte. 


269.  Nachdem  in  den  vier  vorhergehenden  Kapiteln  fast 
überall  nur  die  Methode  der  Cartesischen  und  nur  einigemal  die 
der Plücker'schenCoordinatengebraucht worden  ist,  wiederholen 
wir  nun  den  Entwickelungsgang  des  vierten  Kapitels  an  dem  mehr 
umfassenden  Object  der  Gleichungen  vom  zweiten  Grade,  um 
uns  dadurch  endlich  in  den  vollständigen  Besitz  der  allgemei- 
nen Hilfsmittel  und  Gesichtspunkte  zu  setzen,  wetehe  dort  ent- 
wickelt worden  sind.  Wir  zeigen  wieder  zuerst  die  Anwendung 
und  den  grossen  Nutzen  einer  abkürzenden  Symbolik. 

Wenn  wir  dabei  diese  Symbole  zunächst  als  auf  Punkt- 
coordinaten  bezogen  denken  und  sie  demgemäss  interpretiren, 
so  ist  zu  bemerken,  dass  ihre  Interpretation  in  Liniencoordi- 
naten  (Art.  74,  78)  zu  eben  so  richtigen  und  zwar  zu  den  dua- 
listisch entsprechenden  Sätzen  der  abgeleiteten  führt.  Wir 
kommen  darauf  noch  weiter  zurück.  (Art.  292.) 

Wenn  durch  S  =  0,  S'  =  0  die  Gleichungen  von  zwei 
Kegelschnitten  dargestellt  werden,  so  kann  die  Gleichung 
jedes  dritten  Kegelschnitts,  welcher  die  vier  ge- 
meinschaftlichen reellen  oder  imaginären  Punkte 
derselben  enthält,  in  der  Form  jS>  =  A;/S' ausgedrückt 
werden.  Denn  die  Form  dieser  Gleichung  zeigt  (Art.  40), 
dass  sie  einen  durch  die  vier  gemeinschaftlichen  Punkte  von 
'S»  0,  iS'  B=  0  gehenden  Kegelschnitt  darstellt,  und  die  Con- 
stante  k  kann  so  bestimmt  werden,  dass  die  Gleichung  S  ^^^kS' 
durch  die  Coordinaten  irgend  eines  fünften  Punktes  befriedigt 

21* 
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wird*).   Sie  ist  dann  die  Gleichung  des  durch  die  fünf  Punkte 
bestimmten  Kegelschnitts. 

Dies  bleibt  unverändert  wahr,  wenn  eine  der  Grossen  5 
oder  S'  oder  wenn  beide  in  lineare  Factoren  zerlegbar  gedacht 
werden.  Wenn  also  L  =  0,  Jlf  =  0  die  Gleichungen  von  ge- 
raden Linien  sind,  so  stellt  S  =^  JcLM,  als  durch  die  Coor- 
dinaten  der  vier  Punkte  befriedigt,  welche  die  Geraden  L=^0, 
j|/=0  mit  dem  Kegelschnitt  S=0  gemein  haben,  einen  Kegel- 
schnitt dar,  welcher  durch  die  vier  Punkte  geht,  in  denen 
diese  Geraden  den  Kegelschnitt  treffen;  oder  in  andern  Worten 
einen  Kegelschnitt,  welcher  die  Geraden  L  =  0,  Jlf  =  0  zu 
Sehnen  seines  Durchschnitts  mit  dem  Kegelschnitt  S  =  0  hat 
Wenn  eine  der  Linien  Z,  =  0,  Jf  =  0  den  Kegelschnitt  iS  =  0 
nicht  in  reellen  Punkten  schneidet,  so  muss  sie  doch  als  eine 
Sehne  des  imaginären  Durchschnitts  betrachtet  werden,  und 
behält  manche  wichtige  Beziehungen  zu  beiden  Curven,  wie 
dies  im  Falle  des  Kreises  schon  früher  (Art.  137)  gezeigt  wor- 
den isL***)  Endlich  bezeichnet  Z,ilf=tiV^P  einen  Kegelschnitt, 
welcher  dem  Viereck  der  Geraden  Zf  =  0,  J/'=0,  Jlf  =  0, 
P  =  0  umgeschrieben  ist,  wie  dies  schon  im  Art.  154  gezeigt 
ward**).  Offenbar  ist  auch  die  Wahrheit  dieser  Schlüsse  nicht, 
wie  es  im  Art.  53  für  die  Bezeichnung  durch  iCj  =  0,  Xj  =  0 


*)  Da  fünf  Bedingungen  einen  Kegelschnitt  bestimmen,  so  mnss  die 
allgemeine  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  welcher  vier  Bedingungen 
unterworfen  ist,  eine  unabhängige  Constante  enthalten,  deren  Werth 
so  lange  unbestimmt  bleibt,  als  nicht  eine  fünfte  Bedingung  gegeben 
ist.  In  derselben  Art  enthält  die  allgemeine  Gleichung  eines  Kegel- 
schnitts, welcher  drei  Bedingungen  unterliegt,  zwei  unabhängige  Con- 
stante, etc.  Die  Gleichungen  des  Kegelschnitts  durch  drei  Punkte  und 
des  von  drei  Geraden  berührten  Kegelschnitts  in  den  Art.  154,  159  geben 
dazu  Beispiele.  Wenn  vier  solche  Bedingungen  gegeben  sind,  deren 
Ausdrücke  die  Coordinaten  nur  im  ersten  Grade  (linear)  enthalten,  so 
wird  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  durch  Elimination  der  Coeffi- 
cienten  bis  auf  einen  auf  die  Form  S^s^kS'  gebracht. 

••)  Wenn  i>=»  0,  M=^  0  das  eine  und  ^=»0,  P  =»  0  ein  anderes 
Paar  der  Sehnen  ist ,  welche  vier  Punkte  in  der  Peripherie  des  Kegel- 
schnitts verbinden,  so  ist  es  gleichgültig,  ob  die  allgemeine  Gleichung 
des  Kegelschnitts  durch  diese  vier  Punkte  in  der  Form  S  —  kLM^^O 
oder  in  den  Formen  S  —  kNP  =  0,  LM  —  kNP  =  0  dargestellt  wird» 
weil  in  Folge  des  allgemeinen  Princips  der  Kegelschnitt  jS»  «>  0  selbst  in 
der  Form  LM  —  kNP  =»  0  erscheint. 
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geschah,  auf  die  Voraussetzung  eingeschränkt^  dass  £  »^  0 
auf  die  Form  x  cos  a  -{-  y  sin  a  —  j>  =  0  gebracht  sei ;  die 
hier  benutzten  Grunde  bleiben  für  die  allgemeine  Gleichung 
der  Geraden  unverändert  gültig. 

Äufg.  Wenn  drei  Kegelschnitte  5  =  0,  5'  =  Ö,  S"  =  0 
gegeben  sind,  und  zwei  andere  S^  =  0,  ä'/'  =  0  durch  die  re- 
spective  dem  ersten  und  zweiten  und  dem  ersten  und  dritten  von 
ihnen  gemeinsamen  Punkte  gelegt  werden,  so  liegen  die  vier  ge- 
meinsamen Punkte  dieser  letztem  und  diu  des  Paares  S'  =  0, 
S"  =  0  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt. 

Denn  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  Si\  S^'sindS-^-  ä;'ä'=0, 
S  -}-  k" S"  =  0,  und  einer  der  durch  ihre  Schnittpunkte  gehenden 
Kegelschnitte  ist  JcS'  —  Ic'S"  =  0. 

270.  Es  giebt  drei  Werthe  von  Ä,  für  welche  S  —  äS'=  0 
ein  Paar  von  geraden  Linien  darstellt.  Denu  die  Bedingung, 
unter  welcher  dies  stattfindet^  wird  gefunden ,  indem  man  in 
J  =  0  oder 

«n«22«33  +  2a23«31«12  "  «11«?3^  "  Ö22«3I^  "  «33  «12^  =  ^ 

für  a,j,  a,2,  etc.  die  Werthe  a,,  —  äöh';  «12  —  ^«12^  ®^'  ^^^" 
setzt;  und  das  Resultat  dieser  Substitution  ist  offenbar  in  k 
vom  dritten  Grade  und  wird  durch  drei  Werthe  von  k  befrie- 
digt Wenn  also  die  Wurzeln  dieser  cubischen  Gleichung  in 
h  durch  k',  i",  k'"  bezeichnet  werden,  so  reprasentiren 

s^k's'  =  o,  Ä-rs'  =  o,  s  —  r'S'  =  o 

die  drei  Paare  von  Sehnen,  welche  zwischen  den  vier  Durch- 
schnittspunkten beider  Kegelschnitte  S  ^=0,  S'  =  0  gezogen 
werden  können.    (Art.  246.) 

Äufg.  1.  Welches  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  der 
durch  die  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  S  =  0  mit  den  Coordi- 
natenaxen  geht? 

Hier  sind  x  =  Oy  j^  =  0  die  Durchschnittssehnen ,  und  die 
Gleichung  muss  also  von  der  Form  S  =  kxy  sein,  wo  k  unbe- 
stimmt ist.   (Art.  113,  1.) 

Aufg.  2.  Man  bestimme  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts, 
der  durch  fünf  gegebene  Punkte  geht. 

Nachdem  man  die  Gleichungen  der  Seiten  des  durch  vier  die- 
ser Punkte  gebildeten  Vierecks  bestimmt  hat,  wird  die  Gleichung 
des  Kegelschnitts  in  der  Form  LM=  kNP  aus  ihnen  zusammen- 
gesetzt, und  die  Substitution  der  Coordinaten  des  fünften  Punktes 
liefert  eine  lineare  Gleichung  zur  Bestimmung  von  k.  Die  Gleichung 


326       XV.   Symbolik  der  Gleichungen  zweiten  Grades.    271. 

des  durch  die  Punkte  (1,  2),  (3,  5),  (—  1, 4),  (-  3,  - 1),  (—  4, 3) 
gehenden  Kegelschnitts  ist  also 

(3a;_2y+l)(öa;-2y+13)=Ä:(a?— 4y+17)(3x— 4sf+5), 

und  da  diese  Gleichung  überdies  durch  die  Coordinaten  ( —  4,  3) 
des  fünften  Punktes  erfüllt  sein  muss,  so  wird  k=^  —  ^,  und 
durch  Einsetzen  die-  Gleichung  des  Kegelschnitts 

79a;2  —  320a;y  +  301  y'  +  1101  rc  —  1665y  +  1586  «  0. 

271.  Die  Kegelschnitte  5  =  0,  S  —  kLM  =  0  be- 
rühren einander,  d.  h.  zwei  ihrer  Darchschnittspunkte  fal- 
len zusammen,  wenn  entweder  eine  der  Geraden  £=0,  M==Q 
den  Kegelschnitt  S  =  0  berührt,  oder  wenn  2>  ««  0,  -8f  =  0 
sich  in  einem  Punkte  von  S  =  0  durchschneiden.  Wenn  also 
T  =0  die  Gleichung  der  Tangente  des  Kegelschnitts  jS «=  0 
in  einem  gegebenen  Punkte  (x',  y)  desselben  ist,  so  ist 

die  allgemeinste  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  welcher  S  ^=^0 
im  Punkte  x,  y'  berührt;  und  wenn  drei  weitere  Bedingungen 
gegeben  sind,  so  kann  die  Bestimmung  des  Kegelschnitts  durch 
die  Ermittelung  von  Z,  m,  n  vollendet  werden. 

Wenn  die  Gerade  Ix  -j-  my  -f-  n  =  0  durch  den  Punkt 
{x\  y)  geht,  so  fallen  drei  von  den  vier  Schnittpunkten  zu- 
sammen; die  allgemeine  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  wel- 
cher den  Kegelschnitt  /S  =  0  im  Punkte  x\y'  osculirt,  ist 
also  S=T{l{x-x)  +  m{y-  y)) ; 

und  wenn  verlangt  wäre,  insbesondere  die  Gleichung  des  oscu- 
lirenden  Kreises  zu  bestimmen,  so  haben  wir  nur  auszudrücken, 
dass  der  Coefficient  von  xy  aus  dieser  Gleichung  verschwin- 
det, und  dass  die  Coefficienten  von  x"^  und  y^  in  ihr  einander 
gleich  sind,  und  erhalten  die  Werthe  von  l  und  m  aus  diesen 
Bedingungsgleichungen. 

Die  beiden  Kegelschnitte  haben  endlich  vier  zusammen- 
fallende Punkte  mit  einander  gemein,  wenn  die  Geraden 

Zrr  +  my  +  n  =  0    und    T  =  0 

zusammenfallen,  und  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten 
Kegelschnitts  ist  daher  dann  S  =  kT\    (Vergl.  Art.  247.) 

Äufg.  1.  Wenn  die  Axen  des  Kegelschnitts  S  =  0  zu  denen 
des  Kegelschnitts  S'  «=:  0  parallel  sind,  so  haben  auch  die  Axen 
von  S  —  /c  5'  =  0  dieselbe  Richtung.    Denn  für  Coordinatenaxen, 
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welche  den  Axen  von  5  =»  0  parallel  sind,  enthalten  weder  S  noch 
S'  das  Glied  xy.  Wenn  S'  =  0  einen  Kreis  darstellt,  so  sind  die 
Aien  von  S  —  kS'  =  0  denen  von  S  =  0  parallel;  wenn  ins- 
besondere S  —  kS'  s=^  0  ein  Paar  von  geraden  Linien  reprä- 
sentirt,  so  treten  die  Halbirungslinien  der  zwei  von  ihnen  ge- 
bildeten Winkel  ab  Axen  auf,  und  wir  erhalten  den  Satz  des 
Art.  252. 

Äufg.  2.  Wenn  die  Coordinatenaxen  den  Axen  von  ^  =»  0 
und  denen  von  S  —  kLM  =  0  parallel  sind,  so  sind  L  und  M 
von  der  F.orm  Ix  -\-  my  +  w,  Ix  —  my  +  »'. 

Aufg.  3.  Man  soll  die  Gleichung  des  osculirenden  Kreises  fUr 
einen  Centralkegelschnitt  entwickeln. 

Die  Gleichung  muss  nach  dem  Texte  von  der  Form 

sein;  indem  wir  ausdrücken,  dass  der  Coefficient  von  xy  in  ihr 
verschwindet,  reducirt  sie  sich  auf  die  Form 

und  mittelst  der  Bedingung,  dass  der  Coefficient  von  a;^  mit  dem 
von  y^  gleich  sei,  ergiebt  sich  l  «=■  r^ j ,  und  die  Gleichung  wird 

^.  +  y»  _  ^(?Lr^^?:i?  _  ?fiLr-«!)  y!!!^  +  «'2  _  2  6'»  =  0. 

Aufg.  4.  Man  bestimme  die  Gleichung  des  osculirenden  Kreises 
flir  die  Parabel.    Sie  ist 

{f+^px){y'^ --px)=  {2yy  --p{x+x))  {2yy  +p(x--^x)) . 

272.  Wir  sahen,  dass  S  =  hLM  einen  durch  die  vier 
Punkte  P,  QyP'i  Q[  gehenden  Kegelschnitt  repräsentirt,  in 
denen  der  Kegelschnitt  S  =  0  von  den  Geraden  2>  =  0,  Jlf=  0 
geschnitten  wird,  und  es  ist  offenbar,  dass  die  Punkte  P  und 
P',  Q  und  Qf  respective  um  so  näher  zusammenfallen,  je  näher 
die  Linien  L=^0,  M  =0  einander  sind.  Decken  sich  diese 
Linien,  so  fällt  auch  P'  auf  P,  Q'  auf  Q^  und  der  zweite  Kegel- 
schnitt berührt  den  ersten  in  den  Punkten  P  und  Q\  daher 
repräsentirt  die  Gleichung  S'^kL^  einen  Kegelschnitt, 
der  mit  jS«=»0  inder  gemeinsamen  Sehne  L  ^=^0  eine 
doppelte  Berührung  hat.  Wenn  die  Gerade  L  =  0  den 
Kegelschnitt  S=^0  nicht  schneidet,  so  ist  sie  doch  als  eine 
Sehne  der  imaginären  Berührung  von  S=0  mit  S  —  ÄL^=aO 
zu  betrachten.    Ebenso  repräsentirt   LN — kM^^=0  einen 
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Kegelschnitt,  der  die  Geraden  L  =  0,  N  =  0  in  den  Punk- 
ten berührt,  in  welchen  sie  von  der  Geraden  M^=0  geschnitten 
werden,  wie  dies  schon  im  Art.  152  gezeigt  ist.  Die  Gleichung 
eines  Kegelschnitts,  der  mit  jS>  «=  0  in  den  beiden  Punkten 
xy',  xy'  eine  doppelte  Berührung  hat^  kann  ebendeshalb  auch 
in  der  Form  S  ^^UTT"  dargestellt  werden,  wenn  T'  =  0, 
T"  =  0  die  Tangenten  von  S  =  0  in  diesen  Punkten  aus- 
drücken. 

273.  Wenn  die  Gerade  L  =  0  einer  Asymptote  des  Kegel- 
schnitts /S  =»  0  parallel  ist,  so  ist  sie  auch  einer  Asymptote 
jedes  durch  die  Gleichung  fi^=:Ä;ZrJlf  darstellbaren  Kegelschnitts 
parallel.  Diese  Gleichung  bezeichnet  dann  ein  System  yod 
Kegelschnitten,  welches  durch  vier  Punkte  geht,  von  denen 
einer  unendlich  entfernt  ist.  Wenn  aber  ausserdem  auch  Jlf  =0 
zur  andern  Asymptote  des  Kegelschnitts  parallel  wäre,  so  würde 
das  System  durch  vier  Punkte  gehen,  von  denen  zwei  unend- 
lich entfernt  sind.  Andere  Formen  der  Gleichungen  von  Kegel- 
schnitten, welche  unendlich  ferne  gemeinsame  Punkte  besitzen, 
erhält  man  auf  Grund  des  Princips  von  Art.  68,  wonach  die 
Gleichung  einer  unendlich  fernen  Geraden  die  Form 

Ox  +  Oy+C  =  0 

haty  und  von  Art.  69,  wonach  eine  dem  Anschein  nach  nicht 
homogene  Gleichung  in  die  homogene  Form  übergeführt  wer- 
den kann,  indem  man  in  jedem  der  Glieder  von  einem  ge- 
ringereu als  dem  der  Gleichung  selbst  entsprechenden  Grade 
eine  .oder  mehrere  der  multiplicirenden  Constanten  durch 

Ox  +  Oy  +  C 

ersetzt  denkt.  So  erkennt  man  die  Gleichung  eines  auf  seine 
Asymptoten  bezogenen  Kegelschnitts  xy  «»  Tc'^  (Art.  207)  als 
einen  besondern  Fall  der  Gleichung  LN  '^  Jf^,  d.  h.  von 
der  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  der  L  =  0,  ^  =  0  zu  Tan- 
genten und  Jlf  s=  0  zur  entsprechenden  Berührungssehne  hat; 
denn  indem  man  die  Gleichung  in  der  Form 

xy  =  {Ox  +  Oy  +  hf 

schreibt,  erhellt,  dass  a:  =  0,  y  =  0  Tangenten  der  Curve  sind, 
deren  Berührungspunkte  in  unendlicher  Entfernung  liegen. 
(Art.  166.) 

274.  Auch  die  Gleichung  der  Parabel  y'^  ^ssspx  ist  ein 
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specieller  Fall  der  Form  iJVs=  M'^.  Wenii  man  ihr  die  Fonn 
X  {Ox  +  Oy  -f- j))  =  y^  giebt,  so  lehrt  sie  nicht  nur,  dass  die 
Gerade  x  =  0  die  Curve  in  dem  Punkte  berührt,  in  welchem 
sie  Yon  y  <=  0  geschnitt'Cn  wird ,  sondern  auch  dass  die  un- 
endlich entfernte  gerade  Linie  die  Curve  gleichfalls  in  einem 
Ponkte  der  Linie  y  =  0  berührt.  Dieselben  Beziehungen  lehrt 
auch  die  allgemeine  Gleichung  der  Parabel 

{ax  +  ßyy  +  {2a,^x  +  2a,,y  +  a^,)  {Ox  +  Oy  +  1)  =  0; 

denn  sie  zeigt^  dass  die  Gerade  2a,3a;  -(-  ^^23^  +  ^33  =  0  ^^^d 
die  unendlich  entfernte  Gerade  Tangenten  der  Curve  sind,  und 
dass  der  Durchmesser  ax  -\-  ßy  =  0  die  zugehörige  Berüh- 
nmgssehne  ist.  Jede  Parabel  besitzt  also  eine  ganz 
in  unendlicher  Ferne  gelegene  Tangente.  In  der 
That  ist  die  Gleichung  ein  vollständiges  Quadrat,  welche  die 
Lage  der  unendlich  entfernten  Punkte  der  Parabel  bestimmt 
(Art  96),  diese  Punkte  fallen  also  in  einen  Punkt  zusammen, 
und  die  unendlich  entfernte  Gerade  der  Ebene  ist  als  Tangente 
zu  betrachten.    (Art.  104.) 

Äufg,    Die  allgemeine  Gleichung 

a,,  «2  -f  2a,2icy  +  «22^^  +  2ai3ir  +  2a23y  +  «33  =  0 

kann  ab  von  der  Form  LN=  JcMP  betrachtet  werden  (Art.  154); 
denn  das  Trinom  der  ersten  Glieder  derselben  bezeichnet  gleich 
Null  gesetzt  ein  Paar  von  Geraden  Z  ==  0,-  ^=  0,  welche  durch 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gezogen  sind;  das  der  letzten 
hingegen  bezeichnet  ebenso  die  unendlich  entfernte  Gerade  M  =  0 
und  eine  Gerade  P=0  oder  20,30;  +  2  «23^  H"  ^33  *=  0.  Die  Form 
der  Gleichung  aber  beweist,  dass  die  Geraden  X  =  0 ,  N  =  0  die 
Corve  in  unendlicher  Feme  treffen,  und  dass  P  =  0  die  Verbin- 
dungslinie der  beiden  andern  Schnittpunkte  ist.   (Art.  95.) 

275.  In  Uebereinstimmung  mit  Art  273  ist  die  Gleichung 
S  =  fcJlf  als  ein  besonderer  Fall  der  Form  S  =  MP  anzu- 
sehen, und  bezeichnet  son^t  ein  System  von  Kegelschnitten, 
welche  durch  die  zwei  endlichen  Schnittpunkte  von  M  =0 
und  S  =  0  und  durch  die  unendlich  entfernten  Punkte  gehen, 
in  welchen  S  =  0  und  Ox  '\- Oy  -{-h  =  0  sich  schneiden. 
Offenbar  sind  aber  die  Coefficienten  von  rc^,  von  xy  und  y* 
in  den  Ausdrücken  S  =  0  und  S  —  hM  =^0  identisch,  und 
es  bezeichnen  also  nach  Art.  245  diese  Gleichungen  ähnliche 
und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte.    Zwei  ähnliche  und 
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ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  haben  zwei  unend- 
lich  entfernte  Punkte  gemein  und  können  sich  da- 
her nur  in  zwei  endlich  angebbaren  Punkten  schnei- 

den.  Wenn  die  betnrhtden  Curren 
Hyperbeln  sind,  so  ist  dies  auch  geome- 
trisch evident.  Denn  nach  Art.  243  sind 
die  Asymptoten  ähnlich  gelegener  Gurren 
einander  parallel;  und  da  die  Asymptoten 
die  Carven  selbst  in  unendlicher  Ferne 
treffen,  so  ist  der  unendlich  entfernte 
Schnittpunkt  von  zwei  parallelen  Asymp- 
toten ein  gemeinschaftlicher  Paukt  beider  Gurren.  So  sind 
in  der  Figur  die  unendlich  entfernten  Schnittpunkte  der  Linien 
OX,  ox  und  OYy  oy  den  Curven  gemein;  dieselbe  zeigt  auch 
einen  ihrer  endlich  entfernten  Schnittpunkte,  während  der  an- 
dere den  fehlenden  entgegengesetzten  Aesten  der  Hyperbeln 
angehört 

Wenn  die  Curven  Ellipsen  sind,  so  treten  imaginäre  an 
Stelle  der  reellen  Asymptoten.  Aber  die  Lage  der  unendlich 
entfernten  Punkte  von  zwei  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen 
Ellipsen  wird  durch  dieselbe  Gleichung 

a,,  x«  +  2a^^xy  +  a^^y^  —  0 
(Art  95,  242)  bestimmt,  und  wenn  gleich  die  Wurzeln  dieser 
Gleichung  imaginär  sind,  so  sind  es  doch  in  beiden  Fällen 
dieselben  imaginären  Wurzeln;  wir  schliessen  daraus,  daäs 
zwei  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Ellipsen  durch 
dieselben  zwei  imaginären  unendlich  entfernten 
Punkte  gehen.  Es  ward  schon  vorher  bemerkt,  dass,  auch 
wenn  die  Gerade  L  =  0  den  Kegelschnitt  iS  =  0  nicht  in 
reellen  Punkten  schneidet,  sie  doch  als  eine  Sehne  des  ima- 
ginären Durchschnitts  der  Curven  S  «=  0  und  S  —  kLM'^^^O 
angesehen  werden  muss,  und  die^  bleibt  unverändert  wahr, 
wenn  die  Gerade  L  =  0  unendlich  entfernt  ist. 

Wenn  die  Curven  Parabeln  sind,  so  werden  beide  durch 
die  unendlich  entfernte  gerade  Linie  berührt;  die  Richtung, 
in  welcher  der  unendlich  entfernte  Berührungspunkt  liegt,  ist 
die  Richtung  der  Durchmesser  (Art.  96)  und  daher  für  zwei 
ähnlich  gelegene  ähnliche  Parabeln  die  nämliche  (Art.  244). 
Also  berühren  einander  zwei  ähnlich  gelegene  ahn- 
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liehe  Parabeln  in  ihrem  unendlich  entfernten 
Punkte.  In  Summa:  die  gemeinschaftlichen  unendlich  ent- 
fernten Punkte  von  zwei  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegel- 
schnitten sind  reell,  imaginär  oder  fallen  in  einen  Punkt  zu- 
sammen, je  nachdem  diese  Kegelschnitte  Hyperbeln,  Ellipsen 
oder  Parabeln  sind. 

276.  Die  Gleichung  S^k  oder S  =  k{Ox  +  Oy+  \y 
ist  offenbar  auch  ein  specieller  Fall  der  Gleichung  S  ^=^kL^ 
ond  bezeichnet  daher  nach  Art.  272  einen  Kegelschnitt,  der 
mit  5  SS  0  eine  doppelte  Berührung  hat ,  für  welche  die  Be- 
rühmngBsehne  unendlich  entfernt  ist.  Wenn  aber  die  Glei- 
chungen von  zwei  Kegelschnitten  nur  im  constanten  Gliede 
differiren,  so  sind  diese  concentrisch,  da  die  Coordinaten  des 
Centrums  a^^  nicht  enthalten  (Art.  99);  und  weil  die  ersten 
drei  Glieder  in  beiden  Gleichungen  übereinstimmen,  so  sind 
sie  ähnlich  und  ähnlich  gelegen.  Aehnliche  ähnlich  ge- 
legene concentrische  Kegelschnitte  sind  somit  als 
solche  zu  betrachten,  die  einander  in  zwei  Punk- 
ten in  unendlicher  Entfernung  berühren.  Dies  folgt 
aaeh  daraus,  dass  die  betrachteten  Curven  nach  dem  letzten 
Art  durch  dieselben  beiden  unendlich  entfernten  Punkte  gehen ; 
denn  da  sie  auch  die  nämlichen  reellen  oder  imaginären  Asymp- 
toten besitzen ,  so  haben  sie  in  jenen  Punkten  auch  dieselben 
Tangenten,  d.  h.  sie  berühren  einander  in  ihnen.  (Art.  242.) 

Wenn  insbesondere  die  durch  S  =  0,  S  ^^K^  dargestell- 
ten Gurren  Parabeln  sind,  so  haben  sie  nach  Art.  271  in  ihrem 
gemeinschaftlichen  unendlich  entfernten  Punkte  eine  Berüh- 
rung der  dritten  Ordnung.  Zwei  Parabeln,  deren  Gleichungen 
nur  im  constanten  Gliede  von  einander  verschieden  sind,  sind 
einander  gleich,  wie  y^  =j)x,  y^  =i?(a?  +  w);  im  Art.  213 
ist  gezeigt  worden,  dass  der  Ausdruck  für  den  Parameter  der 
Parabel  das  absolute  Glied  nicht  enthält.  Die  Parabeln  S=0, 
5 «  Ä;'  sind  also  einander  gleich,  und  wir  lernen,  dass  zwei 
gleiche  und  ähnlich  gelegene  Parabeln  von  zusam- 
menfallenden Axen  mit  einander  in  unendlicher 
Entfernung  eine  Berührung  dritter  Ordnung  haben. 

277.  Weil  alle  Kreise  als  Curven,  deren  Gleichungen  die- 
selben Glieder  vom  zweiten  Grade  enthalten ,  als  ähnliche  und 
ähnUch  gelegene  Ellipsen  zu  beiraphten  sind,  so  folgt  aus  dem 


332       XV.    Symbolik  der  Gleichungen  zweiten  Grades.    278. 

letzten  Art.,  dass  alle  Kreise  durch  dieselben  zwei  ima- 
ginären Punkte  in  unendlicher  Entfernung  gehen. 
Auch  die  allgemeine  Gleichungsform  des  Kreises  in  Art.  160 
zeigt  das  nämliche  direct;  denn  für  den  Durchschnitt  der  un- 
endlich entfernten  Geraden  mit  einem  beliebigen  Kreise  erhält 
man  nach  ihr  dieselben  Punkte,  welche  dieselbe  mit  dem  einem 
festen  Dreieck  umgeschriebenen  Kreise  gemein  hat  Darum 
können  zwei  Kreise  einander  immer  nur  in  zwei  angebbaren 
Punkten  schneiden  ^  und  darum  ist  durch  drei  Punkte  seines 
Umfangs  ein  Kreis  vollkommen  bestimmt.  £s  ergiebt  sich 
femer,  dass  concentrische  Kreise  einander  in  zwei 
unendlich  entfernten  imaginären  Punkten  berüh- 
re n;  darum  können  solche  sich  nie  in  einem  Punkte  im  end- 
lichen Räume  treffen,  und  ist  ein  Kreis  bei  gegebenem  Cen- 
trum durch  einen  Punkt  der  Peripherie  bestimmt.  Kreise, 
welche  durch  zwei  feste  Punkte  gehen ,  sind  als  Kegelschnitte 
anzusehen,  die  vier  gemeinsame  Punkte  enthalten,  und  Kreise 
überhaupt  sind  ein  Specialfall  von  ähnlichen  und  ähnlich*gele- 
genen  Kegelschnitten.  Im  weitern  Verfolg  werden  wir  finden, 
dass  zahlreiche  Sätze  über  Kreise  specielle  Formen  allgemei- 
ner Sätze  über  Kegelschnitte  durch  zwei  feste  Punkte  sind. 
278.  Es  ist  wichtig,  die  Form  PL^  -f  m'^M^  =  n^  JV  zu 
charakterisiren,  welche  einen  Kegelschnitt  bezeichnet,  in 
Bezug  auf  den  die  Geraden  Zf  =  0,Jlf=0,  iV=0  die 
Seiten  eines  sich  selbst  conjugirten  Dreiecks  sind 
(Art.  130).  Denn  die  Gleichung  kann  in  den  äquivalenten  Formen 
nW^~w'Jlf2=PLS  n^N^-VL^='m^M^,  PL^+m^M^=^n^N^ 
geschrieben  werden;  die  erste  derselben  zeigt,  dass  die  geraden 
Linien  n^+milf«=0,  nN — wJ!f=0,  welche  sich  im  Punkte 
Jlf  e=0,  ^=0  schneiden  und  mit  diesen  ein  harmonisches 
Büschel  bilden ,  Tangenten  der  Gurve  mit  der  entsprechenden 
Berührungssehne  L  *=  0  sind,  d.  h.  Jf  =«  0,  ^=  0  ist  der 
Pol  von  L  =  0  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Ebenso  folgt 
aus  der  zweiten  Form,  dass  ^=0,  L=0  de»  Pol  von  Jf=0 
ist;  daher  ist  auch  L  ==  0,  M=0  der  Pol  von  N  =0.  und 
das  Analoge  ergiebt  sich  auch  aus  der  dritten  Form  der  Glei- 
chung, nach  der  die  Geraden  ZL  +  im -Sf  =  0  Tangenten  der 
Curve  für  die  Berührungssehne  iV  =  0  sind ;  diese  imaginären 
Geraden  schneiden  einander  in  dem  reellen  Punkte  L  »=  0, 
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Jf  =  0,  der  somit  der  Pol  von  N  =  0  ist;  dieser  Punkt  liegt 
aber  im  Innern  des  Kegelschnitts,  und  die  von  ihm  ausgehen- , 
den  Tangenten  sind  imaginär. 

Man  erkennt  in  gleicher  Weise,  dass  die  Gleichungsform 
rt„L'  +  2a^^LM  +  ajjJf^  =  ^3.1^'  einen  Kegelschnitt  be- 
zeichnet, für  welchen  der  Punkt  i  =  0,  Jf  «=  0  der  Pol  der 
Geraden  ^  =  Ü  ist;  denn  die  linke  Seite  der  Gleichung  kann 
in  das  Product  von  zwei  linearen  Factoren  aufgelost  werden^ 
welche,  gleich  Null  gesetzt,  Gerade  durch  den  Punkt  2/=ilfa=0 
darstellen. 

279.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  mit  einem  dritten 
Kegelschnitt  in  doppelter  Berührung  sind,  so  gehen 
ihre  Berührungssehnen  mit  diesem  und  eines  von 
den  drei  Paaren  der  Durchschnittssehnen,  die  sie 
mit  einander  bestimmen,  durch  einen  Punkt  und 
bilden  ein  harmonisches  Büschel. 

Für  5  «=  0  als  die  Gleichung  des  dritten  Kegelschnitts 
sind  S  4*  J^^  =  0,  S  -\-  M^  =  0  die  Gleichungen  der  beiden 
ersten  Kegelschnitte,  und  man  erhalt  durch  Subtraction  der- 
selben von  einander  als  Gleichung  der  fraglichen  Durchschnitts- 
sehnen L^  —  M^  =  0;  die  Durchschnittssehnen  L  +  Jf  =  0 
bilden  also  mit  den  Sehnen  der  Berührung  £«»0,  üfssO 
ein  harmonisches  Büschel  (Art.  56). 

Aufg,  1.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  in  doppelter  Berührung 
sind,  so  schneiden  sich  die  Sehnen,  welche  ein  durch  die  Berüh- 
rungspunkte willkürlich  gelegter  Kegelschnitt  mit  beiden  bestimmt, 
auf  der  Berühr nngssehne. 

Die  Gleichungen  Ä«=0,  S  +  L^  =  0,  Ä  +  LM  =  0  ent- 
halten den  Beweis.  Insbesondere  fdr  Paare  von  geraden  Linien 
durch  die  Berührungspunkte  und  für  Hyperbeln  mit  denselben 
Asymptoten  ergeben  sich  speciellere  Sätze. 

Aufg,  2.  Die  Berührungssehnen  von  zwei  Kegelschnitten  mit 
ihren  gemeinschaftlichen  Tangenten  gehen  durch  den  Schnittpunkt 
eines  Paares  ihrer  gemeinsamen  Sehnen. 

Wenn  man  den  Kegelschnitt  iS  ^  0  als  ein  Paar  von  geraden 
Linien  denkt,  so  erhält  man  diesen  Satz  als  einen  Specialfall  des 
Hauptsatzes.  ••) 

Wenn  die  Asymptoten  einer  Hyperbel  eine  Ellipse  berühren, 
so  sind  zwei  ihrer  Durchschnittssehnen  der  Berührungssehne  par- 
allel und  von  ihr  gleichweit  entfernt. 

ÄMfg.  3.   Die  Diagonalen  eines  einem  Kegelschnitt  eingeschrie- 
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benen  und  die  des  entsprechenden  ihm  umgeschriebenen  Vierecks 
bilden  mit  einander  ein  harmonisches  Büschel. 

Dies  ist  der  specielle  Fall  von  dem  Satze  des  Art.,  in  wel- 
chem die  Kegelschnitte  Ä  +  X^  =  Ü,  S  -\-  M^  =  0  sich  auf  je 
ein  Paar  von  Geraden  rednciren.  Der  Beweis  kann  aber  für  diesen 
Fall  auch  direct  geführt  werden  wie  folgt :  Sind  f ,  =  0 ,  ^j  =  0; 
t^asäOj  f^  s=  0  die  Gleichungen  von  zwei  Tangentenpaaren  und 
c^  SS  0,  Cj  =  0  die  der  entsprechenden  BerUhrungssehnen,  d.  h. 
der  Diagonalen  des  entsprechenden  eingeschriebenen  Vierecks,  so 
kann  man  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  jeder  der  Formen 
hh  —  ^1^  =  0»  ^3^4  —  Cj^  =  0  schreiben,  die  daher  identisch 
oder  nur  um  einen  Constanten  Factor  verschieden  sind.  Daraus 
entspringt  die  noth wendige  Identität  t^t2 — ^^^^4"=  C{^ — ^C2^  in 
welchen  die  rechte  Seite  durch  ihr  Verschwinden  ein  Paar  von 
geraden  Linien  ausdrückt,  die  mit  c^  =»  0,  Cj  «»  0  ein  harmo- 
nisches Büschel  bilden,  und  deren  linke  Seite  daher  zeigt,  dass 
diese  Geraden  die  Punkte 

^^  =  ^3  =  0,     ^2  =  ^4  =  0     und     <j=<^  =  0,     <2  =  <3=:0 

mit  einander  verbinden. 

Äufg.  4.  Man  soll  die  Gleichungen  der  Diagonalen  des  Vier- 
ecks aufstellen,  welches  von  den  Tangenten  eines  Centralkegel- 
Schnitts  in  den  vier  Punkten  gebildet  wird,  denen  die  excentri- 
schen  Winkel  2a,  2|3,  2^,  2d  entsprechen. 

In  diesem  Falle  ist 

t^  =  ^  cos  2a  +  ^8in2a— 1,  f2  =  f^C082/J+  |^sin2/3— 1; 

c,  =  J  cos  («  +  /})  +  V  8«  («  +  ^)  -  cos  («  -  ß), 
und  man  findet  leicht 

'.'2  -  cr^  -  -  sin^  («  -  «  {?.  +  g  -  l}- 

Nach  den  Ergebnissen  der  letzten  Aufgabe  findet  man  somit  als 
die  Gleichungen  der  Diagonalen 


C| 


+ 


sin  (o  —  ß)        —  ein  (y  —  9) 

280.  Wenn  drei  Kegelschnitte  in  doppelter  Be- 
rührung mit  einem  vierten  Kegelschnitt  sind,  so 
gehen  die  sechs  Durchschnittssehnen  derselben 
viermftl  zu  je  dreien  durch  einen  Punkt. 

Denn  wenn  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  von  der  Form 

S+L2„0,    S  +  M^^O,    S  +  N^  =  0 
sind,  so  sind 
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L-3f=0,  M—N=0,  i\r— L=0;  L+Jf=0,  M+N=0,  N^L=0 
L+3f=0,  M-N^O,  N+L=0',  L—M=0,  M+N=0,  N+L=^ 

die  Gruppen  der  Gleichungen  der  Durchschnittssehnen. 

Wie  im  letzten  Art.  können  specielle  Fälle  dieses  Satzes 
gebildet  werden^  indem  man  voraussetzt,  dass  einer  dieser  Kegel- 
schnitte oder  mehrere  von  ihnen  in  gerade  Linien  zerfallen. 
So  z.  B.  bezeichnet  S'^O,  wenn  dieser  Kegelschnitt  in  ein 
Paar  Gerade  degenerirt,  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten  der 
Kegelschnitte  iS  +  ilf^  =  0,  S  +  N^=^0,  und  wenn  L=0 
eine  gerade  Linie  ausdrückt,  die  durch  den  Schnittpunkt  die- 
ser Tangenten  geht,  so  zerfällt  auch  S  +  i'  =  0  in  gerade 
Linien  und  repräsentirt  ein  Paar  von  Geraden,  die  durch  den 
Schnittpunkt  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  gehen;  d.  h. 
wenn  man  durch  denSchnittpunkt  dergemeinsamen 
Tangenten  von  zwei  Kegelschnitten  ein  Paar  von 
geraden  Linien  zieht,  so  schneiden  sich  die  Sehnen 
beider  Kegelschnitte,  welche  ihre  Durchschnitts- 
punkte  mit  diesen  geraden  Linien  verbinden,  in 
einer  der  gemeinschaftlichen  Sehnen  der  Kegel- 
schnitte. Dies  ist  die  Erweiterung  eines  im  Art.  146  be- 
wiesenen Satzes,  und  insbesondere  liegt  darin,  dass  Tan- 
genten in  den  Schnittpunkten  jener  geraden  Linien 
mit  den  Kegelschnitten  an  diese  sich  in  einer  der 
gemeinschaftlichen  Sehnen  durchschneiden. 

281.  Wenndiedurch  S+L'^=0,S  +  M^=0,S+N^=0 
dargestellten  Kegelschnitte  sämmtlich  in  gerade  Linien  zerfal- 
len ,  so  bilden  sie  ein  dem  Kegelschnitt  /S  *»  0  umgeschriebenes 
Sechsseit ;  die  Durchschnittssehnen  sind  Diagonalen  dieses  Sechs- 
seits,  und  man  erhält  den  Satz  von  Brianchon:^^)  In  jedem 
einem  Kegelschnitt  umgeschriebenen  Sechsseit 
schneiden  sich  die  drei  geraden  Verbindungslinien 
der  Gegenecken  in  einem  Punkte.  Wenn  die  Seiten 
des  Sechsseits  der  Reihe  nach  durch  1,  2,  3,  4,  5,  6  bezeich- 
net sind,  so  sind  die  Verbindungslinien  von  (1,  2)  mit  (4,  5), 
von  (2,  3)  mit  (5,  6)  und  von  (3,  4)  mit  (6,  1)  die  im  Satze 
bezeichneten.  Durch  Vertauschung  der  Ordnung  der  Seiten 
des  Sechsseits  lassen  sich  aber  aus  ihnen  ^  •  1  •  2  •  3  •  4  -5, 
d.  i.  60  verschiedene  Sechsseite  bilden,  und  für  jedes  dersel- 
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ben  ist  der  ausgesprochene  Satz  gültig.  Der  Beweis  kann  auch 
so  wie  in  Art.  279,  Aufg.  3  ausgedrückt  werden;  wenn 

äquivalente  Formen  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  5  »=  0 
sind,  so  stellen  Cj  «=  Cj  =  c^  drei  Diagonalen  dar^  die  sich  in 
einem  Punkte  durchschneiden.  Da  aber  keine  Regel  gegeben 
ist,  nach  der  dii3  durch  die  Gleichung  c^=s  -{-  c^  dargestellte 
Diagonale  des  Yierseits  ^t^4^2^5  bestimmt  werden  kann,  so 
beweist  dieser  Schluss  nur  dies,  dass  die  Verbindungslinien 
der  Punkte  (1,  2)  und  (4,  5),  (2,  3)  und  (5,  6)  sich  entweder 
in  der  Geraden  (3,  4)  (6,  1)  oder  in  (1,  3)  (4,  6)  begegnen. 
Wenn  jedoch  das  letztere  der  Fall  wäre,  so  würden  die  Drei- 
ecke 1,  2,  3  und  4,  5,  6  perspectivisch  coUinear  liegen  (Art. 
60,  3)  und  daher  die  Schnittpunkte  von  1  4,  25,  3  6  in  einer 
Geraden  enthalten  sein ;  und  wenn  wir  fünf  von  diesen  Tan- 
genten bestimmt  denken,  so  müsste  die  sechste  durch  einen 
festen  Punkt  gehen,  statt  einen  Kegelschnitt  zu  umhüllen. 

282.  Der  Satz  von  Brianchon  erlaubt  uns,  aus  fünf  ge- 
gebenen Tangenten  a,  &,  c,  d,  e  eines  Kegelschnitts 
denselben  zu  construiren.  Denn  wenn  wir  auf  einer  von 
ihnen  a  einen  Punkt  P  annehmen ,  so  können  wir  die  zweite 
Tangente  f  des  Kegelschnitts  von  P  aus  mit  Hilfe  dieses  Satzes 
bestimmen.  Nach  demselben  schneiden  sich  die  Verbindungs- 
linien der  Punktepaare  ab,  de\  hc,  ef\  cd,  fa  in  einem  Punkte 
0;  nach  der  Voraussetzung  sind  die  geraden  Linien  ahj  de 
und  cd,  fa  oder  cd,  P  bekannt  und  somit  auch  der  Schnitt- 
punkt 0  derselben  mit  einander;  zieht  man  daher  die  Gerade 
von  ihm  nach  dem  Punkte  &c,  so  schneidet  dieselbe  di^  Tan- 
gente e  in  einem  Punkte  Q,  welcher  der  Tangente  f  aus  P 
angehört;  PQ  ist  also  diese  Tangente.  Man  kann  sagen,  sie 
sei  die  Basis  eines  veränderlichen  Dreiseits,  dessen 
Basisecken  sich  auf  den  festen  geraden  Linien  a 
und  e  bewegen,  während  sein  Scheitel  die  Gerade 
ab,  de  beschreibt  und  seine  Seiten  sich  um  die  festen 
Punkte  bc  und  cd  drehen. 

Aufg,  1.  Aus  fünf  Tangenten  a,  byC,  df,  e  eines  Kegelschnitts 
den  Berührungspunkt  T  einer  unter  ihnen  (a)  zu  ermitteln. 

Man  Ifisst  die  sechste  Tangente  f  mit  a  zusammenfallen  nnd 
bestimmt  ihren  Schnittpunkt  T  mit  derselben ,  d.  h.  man  zieht  die 
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Gerade  ah,  de  und  schneidet  sie  mit  &c,  ef{ea)  in  0,  zieht  dann 
cdy  0  und  erhält  T  auf  a  (/*)  da,  wo  diese  sie  schneidet. 

Aufg.  2.  Man  soll  zu  fünf  Tangenten  das  Centrum  des  Kegel- 
schnitts bestimmen. 

Dazu  ist  nur  nöthig,  die  zu  einer  der  gegebenen  parallele, 
d.  b.  durch  ihren  unendlich  entfernten  Punkt  gehende  neue  Tan- 
gente und  für  jene  und  diese  die  Berührungspunkte  zu  construiren ; 
die  Verbindungslinie  derselben  ist  ein  Durchmesser,  sein  Halbi- 
nmgspunkt  das  Centrum. 

Aufg.  3.  Man  construire  eine  Parabel  aus  vier  Tangenten, 
insbesondere  ihren  Berührungspunkt  mit  einer  derselben. 

283.  Wenn  drei  Kegelschnitte  durch  dieselben 
zwei  Punkte  gehen,  so  schneiden  sich  ihre  drei  ge- 
meinschaftlichen Sehnen,  welche  keinen  dieser 
Punkte  enthalten,  in  einem  Punkte. 

Ist  /Si  =  0  die  Gleichung  des  einen  Kegelschnitts,  und  sei 
£  s=  0  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  die  beiden  gemein- 
samen Punkte  verbindet,  so  sind  die  Gleichungen  der  beiden 
andern  Kegelschnitte  von  der  Form  S-\-LM'=0,  S-\-LN=0, 
und  die  Gleichung  ihrer  Durchschnittssehnen  ist  daher 

L{M—N)  =  0', 

die  durch  M  —  N  =  0  dargestellte  Gerade  geht  aber  durch 
den  Punkt  Jf  =  0,  jN'  =  0.  In  Uebereinstimmung  mit  der 
Bemerkung  des  Aft.  277  erkennen  wir  diesen  Satz  als  eine  Er- 
weiterung des  Satzes  im  Art.  138,  über  die  Badicalaxen  von 
drei  Kreisen,  da  diese  letztem  die  unendlich  entfernte  Gerade 
ihrer  Ebene  zur  gemeinschaftlichen  Sehne  haben.  Der  Satz 
des  Art.  280  erscheint  als  fernere  Erweiterung  desselben  Satzes, 
und  man  kann  von  drei  Kegelschnitten,  welche  mit  einem  vier- 
ten Kegelschnitt  in  doppelter  Berührung  sind,  aussagen,  dass 
sie  vier  Radicalcentra  besitzen,  in  deren  jedem  drei  ihrer  ge- 
meinschaftlichen Sehnen  sich  schneiden.  An  die  Stelle  des  mit 
ihnen  allen  in  doppelter  Berührung  stehenden  Kegelschnitts 
treten  im  Falle  der  Kreise  die  zwei  Punkte,  die  ihnen  allen 
gemein  sind.  Der  Satz  unseres  Art  kann  wie  im  Art.  138  so 
ausgesprochen  werden:  Wenn  vier  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts bestimmt  sind,  so  geht  seine  Durchschnitts- 
sehne mit  einem  festen,  durch  zwei  von  diesen 
Punkten  gehenden  Kegelschnitt  durch  einen  festen 
Punkt.«») 

SftlmoD-Fiedler«  anal.  Geom.  d.  Kegelschn.  4.  Aufl.  22 
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Atifg,    1.     Durch  die  Voraussetzung,   dass  einer  der  beiden 

Regelschnitte  in  ein  Paar  von  Geraden 

y^     \  OA^  OJB  degenerirt,  entsteht  der  Satz: 

/  jA^  Wenn  man  durch  einen  der  Schnittpunkte 

cL^rri^i^^S^^^^ß'^^        -^  von  zwei  Kegelschnitten  eine  gerade 

nXT'l^-'x        /   ^\    Linie  zieht,  welche  diese  in  den  ferne- 

\j^^y^         /  1   '■en  Punkten  P,  p  respective  schneidet, 

^^^\      /  ^  "^^  durch   einen   zweiten  Schnittpunkt 

["'"""--^^^Ix/L^- — ^      B  derselben   eine  andere  gerade  Linie, 

\^_^^  welche  die  Punkte  Q,  g  in  ihnen  femer 

bestimmt,  so  schneiden  sich  die  Gera- 
den PC  j?g  in  der  zweiten  Durchschnittssehne  CD  der  Kegel- 
schnitte. 

Aufg.  2.  Wenn  durch  den  Berührungspunkt  von  zwei  Kegel- 
schnitten zwei  Gerade  gezogen  werden,  welche  diese  Gurren  in 
den  Punkten  P,i?;  Q,  g  respective  schneiden,  so  begegnen  sich 
die  Geraden  PQ,  ^q  in  der  Durchschnittssehne  der  Kegelschnitte. 

Dieser  Satz  ist  auch  ein  specieller  Fall  von  einem  im  Art.  280 
gegebenen,  weil  einer  der  Durchschnittspunkte  der  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  von  zwei  sich  berührenden  Kegelschnitten  in  den 
Berührungspunkt  föllt.    (Art.  147.    Vgl.  Zusatz.) 

284.  Die  Gleichung  des  einem  Viereck  umgeschriebenen 
Kegelschnitts  LN^TcMV  liefert  uns  einen  Beweis  des  Satzes 
von  Pascal^®):  Die  drei  Durchschnittspunkte  der 
Gegenseitenpaare  eines  in  einen  Kegelschnitt  ein- 
geschriebenen Sechsecks  liegen  in  ^einer  geraden 
Linie. 

Wir  bezeichnen  die  Ecken  des  Sechsecks  durch  Äy  B,  C, 
D,  E,  F  und  wollen  durch  -4.1^  =  0  die  Gleichung  der  ge- 
raden Verbindungslinie  von  A  mit  B  ausdrücken ;  dann  muss 
die  Gleichung  des  Kegelschnitts  als  dem  Viereck  AB  CD  um- 
geschrieben, wie  er  ist;  sich  in  der  Form 

.     AB.CD  —  BC.AD  =  0 

schreiben  lassen;   und  da  er  auch  dem  Viereck  DEFA  um- 
geschrieben ist;  so  muss  dieselbe  Gleichung  in  der  Form 

DE  .FA'-'EF.AD  =  0 

ausdrückbar  sein.    Die  Identität  beider  Ausdrucksformeu  giebt 
uns  die  Gleichung 

AB.CD-^DE.FA  =  AD  (BC  —  EF), 

und  aus  dieser  ist  zu  schliessen ,  dass  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung, die  gleich  Null  gesetzt  ihrer  Form  gemäss  eine  dem 
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Viereck  der  Linien  -4JB,  DE,  CD,  AF  umgeschriebene  Figur 
darstellt  y  in  zwei  Factoren  zerlegbar  sein  muss^  die  daher  die 
Diagonalen  dieses  Vierecks  darstellen.  Nun  ist  AD  diejenige 
Diagonale,  welche  die  Ecken  A  und  D  verbindet ,  also  muss 
BC —  EF  =  0  die  andere  Diagonale  sein,  oder  die  Ecken 
AB,  DE]  CDy  AF  mit  einander  verbinden;  da  aber  die  Form 
ihrer  Gleichung  sie  als  eine  durch  den  Punkt  BC,  EF  gehende 
Gerade  charakterisirt,  so  liegen  nothwendig  die  drei  Punkte 
AB,  DE]  BC,  EF]  CD,  FA  in  einer  geraden  Linie. 

Aufg.  1.  Wenn  A^  By  C  drei  Funkte  einer  Geraden  und  Ä^ 
Vy  C  drei  Punkte  einer  andern  Geraden  sind,  so  liegen  die  Durch- 
sahnittspunkte  BCfy  BfC]  CÄy  CA\  AB! ^  AB  in  einer  Geraden. 
Dieser  specielle  Fall  des  Pascal'schen  Satzes  gilt  auch  dann  noch, 
wenn  die  zweite  Gerade  in  unendlicher  Feme  ist  und  also  die  Linien- 
paare BCfy  CA]  CA\  A'B]  AB!^  B'C  parallel  zu  drei  verschie- 
denen Geraden  gezogen  sind. 

Aufg.  2.  Wenn  man  vier  Gerade  auf  alle  Arten  zu  dreien 
combinirt ,  so  entstehen  vier  Dreiecke ;  die  Durchschnittspunkte  der 
Höhen  dieser  Dreiecke  liegen  in  einer  Geraden  ^^). 

Sind  a,  &,  c,  c2  die  vier  Geraden  und  a\  h\  c\  d'  die  zu  ihnen 
rechtwinkligen  Linien  der  Construction,  so  ergiebt  sich  der  Be- 
weis durch  die  Anwendung  des  Satzes  der  vorigen  Aufgabe  auf 
die  drei  Schnittpunkte  von  a,hjC  mit  d  und  die  drei  unendlich 
entfernten  Punkte  von  a\  h\  c\  Der  Satz  folgt  auch  aus  dem 
Steiner'schen  Satze  in  der  3.  Aufg.  des  Art.  235;  denn  die  vier 
Dorchschnittspunkte  der  Höhen  müssen  in  der  Directrix  der  Para- 
bel liegen,  welche  die  vier  Geraden  zu  Tangenten  hat. 

Aufg,  3.  Der  angezogene  Satz  von  Steiner  ist  selbst  ein  spe- 
cieller  Fall  von  Brianchon's  Satz ^^) ;  denn  sind  a^h^  c  drei  Tan- 
genten der  Parabel,  und  bezeichnen  a\  h',  c  drei  zu  ihnen  recht- 
winklige Tangenten,  ist  überdies  oo  die  unendlich  entfernte  Ge- 
rade, die  auch  eine  Tangente  ist,  so  betrachten  wir  die  sechs  Tan- 
genten a,  &,  c,  c\  oo,  d  und  sehen,  dass  die  Geraden  a&,  c'oo; 
6c,  a  oo;  co\  ad  sich  in  einem  Punkte  schneiden;  von  ihnen  sind 
aber  die  beiden  ersten  Höhenperpendikel  des  betrachteten  Dreiecks, 
und  die  letzte  ist  die  Directrix,  in  welcher  jedes  Paar  rechtwink- 
liger Tangenten  sich  durchschneidet.   (Art.  229.) 

285.    Pascars  Theorem  gestattet  aus  fünf  Punkten 

A,  B,  C,  D,  E  eines  Kegelschnitts  denselben  zu  con- 

struiren;  denn  wenn  wir  irgend  eine  Linie  AP  durch  einen 

der  gegebeneu  Punkte  ziehen,  so  können  wir  den  Punkt  F 

bestimmen,  in  welchem  sie  den  Kegelschnitt  femer  schneidet, 

und  dadurch  beliebig  viele  Punkte  des  Kegelschnitts  erhalten. 

28* 
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Nach  Pascal's  Satz  sind  die  Schnittpunkte  von  AB,  DE] 
BC,  EF]  CD,  FA  in  derselben  Geraden,  und  da  nach  der 
Voraussetzung  die  Punkte  AB,  DE  oder  0;  CD,  AF  (AF) 
oder  P  bekannt  sind,  so  bestimmt  die  Verbindungslinie  ?on  E 
mit  dem  Schnittpunkte  Q  von  OP  und  BC  auf  der  Geraden 
AP  den  Punkt  F.  In  andern  Worten:  Der  Punkt  F  ist 
die  Spitze  eines  yeränderlichen  Dreiecks  FPQ,  des- 
sen Seiten  durch  feste  Punkte  A,  E,  0  gehen,  wah- 
ren4  seine  Basisecken  P,  Q  sich  längs  fester  Gera- 
den CD,  CB  bewegen.    (Vergl.  Art.  47,  3.)") 

Au  fg.  1.  Aus  fünf  Punkten*  eines  Kegelschnitts  sein  Centram' 
zu  bestimmen. 

Man  ziehe  AP  parallel  zu  BC  und  bestimme  den  auf  ihr  ge- 
legenen Punkt  F  des  Kegelschnitts;  dann  sind  BC  and  AF  zwei 
parallele  Sehnen,  und  die  gerade  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
ist  ein  Durchmesser.  Indem  man  ebenso  auf  EQ  parallel  CD  den 
Punkt  G  des  Kegelschnitts  bestimmt,  findet  man  einen  zweiten 
Durchmesser  und  damit  das  Centrum. 

Aufg.  2.  Aus  fünf  Punkten  eines  Kegelschnitts  die  Tangente 
in  einem  von  ihnen  zu  bestimmen. 

Der  Punkt  F  falle  mit  A  zusammen,  so  bestimmen  die  Pimkte 
ABj  DE  und  BCj  EF  eine  Gerade,  die  durch  ihren  Schnitt  mit 
CD  einen  Punkt  der  Tangente  AF  liefert. 

Aufg.  3.  Man  untersuche  die  Generationsmethode  Mac  Lan- 
rin*s,  d.  h.  man  bestimme  den  Ort  der  Spitze  eines  Dreiecks,  des- 
sen Seiten  durch  drei  feste  Punkte  respective  gehen,  während  die 
Basisecken  sich  in  zwei  festen  Geraden  bewegen. 

Sind  2/  =  0,  Jlf=0,  .Ar=Odie  Gleichungen  der  Seiten 
des  von  den  drei  festen  Punkten  gebildeten  Dreiecks,  so  können 
nach  dem  Princip  des  Art.  60  die  festen  Geraden  in  der  Form 

lL'\-mM+nN=0,     l'L  +  m'M  +  n  JV^  =  0 

ausgedrückt  werden;  und  ist  dann  L  =  fiM  die  Basis,  so  ist  die 
Gerade,  welche  den  Punkt  Jlf  =»0,  ^=^0  mit  dem  Durchscbnitts- 
punkt  der  Basis  mit  der  ersten  festen  Geraden  verbindet,  darch 
(Zft  -(-  m)  M  -{'  wJV=*  0,  und  die  Gerade,  welche  den  Punkt 
X  s=s  0,  N  f==  0  mit  dem  Durchschnitt  der  Basis  mit  der  zweiten 
festen  Geraden  verbindet,  durch  (l'fi  -(■:  m)  L  -(-  n'iiN  =^  0  dar- 
gestellt. Die  Elimination  von  (i  zwischen  den  beiden  letzten  Glei- 
chungen giebt  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  in  der  Form 

lmLM=  (mM  +  nN)  {VL  +  nN), 

d.  b.  derselbe  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  vier  Punkte 
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^•=0,  N=0',  N=0,  i  =  0;  i=0,  IL+mM-^nN^O; 
Jf  =  0,  rx  +  w'Jf  +  n'N  =  0  hindurchgeht. 

286.  Wie  in  dem  Falle  des  Satzes  von  Brianchon  können 
wir  eine  Anzahl  von  60  verschiedenen  Sechsecken  aus  den  näm- 
lichen sechs  Punkten  erhalten ,  wenn  wir  die  Ordnung  ihrer 
Aufeinanderfolge  ändern.  Die  entsprechenden  Linien  bilden 
wie  dort  die  entsprechenden  Punkte  ein  System  mit  zahlreichen 
interessanten  Eigenschaften.  Da  z.  B.  der  Kegelschnitt  des 
vorigen  Art.  auch  dem  Viereck  ^CJ^i^  umgeschrieben  ist^  so 
kann  seine  Gleichung  auch  in  der  Form  BE.  CF^-BCEF^^Q 
ausgedrückt  werden,  und  ihre  Identität  mit  der  zuerst  gege- 
benen Form  im  Art.  284  giebt 

AB .  CD  —  BE.CF=  (^AD  —  BF)  BC, 

woraus  wir  wie  dort  schliessen,  dass  die  Punkte  AB^  CF] 
CD,  BE\  AD,  EF  in  einer  Geraden ,  nftmHch  der  durch 
AD  —  EF  =  0  dargestellten  Linie  liegen. 

In  gleicher  Weise  lernen  wir  aus  der  Identität  der  zwei- 
t«?n  und  dritten  Form  der  Gleichung  unseres  Kegelschnitts, 
dass  die  drei  Punkte  DE,  CF,  FA,  BE-,  AD,  BC  in  einer 
Geraden  liegen,  die  durch  B  C — AD=0  dargestellt  ist.  Aber 
die  drei  Geraden 

BC  —  EF^O,    EF'-AD  =  0,    AD--BC=0 

schneiden  sich  in  einem  Punkte,  und  es  ist  damit  der  Satz  von 

Steiner  bewiesen,  dass  die  drei  PascaTschen  Linien, 

welche  man  für  die  Anordnung  der  Ecken  in  den 

respectiven  Folgen  ABCDEF,  ADGFEB,  AFCBED 

erhält,  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Da,BCDEFA 

in  derselben  Weise  behandelt  nichts  Neues  giebt,  so  liegt 

in  jeder  PascaVschen  Linie  nur  ein  Steiner'scher 

Punkt,  und  es  giebt  zwanzig  solcher  Punkte. 

Ebenso  erhält  man  für  die  Pascal'schenLinien  von  ABCDEF, 

AEDBCF,  AEFCDB  die  folgenden  Ergebnisse.   Die  Glei- 

chong  des  Kegelschnitts  hat,  weil  er  den  Vierecken  AB  DE, 

CFED,  CBAF  respective  umschrieben  ist,  die  identischen 

Formen 

AE.BD—AB.DE=0, 

CD.FE—CF.DE^O, 

CB  .AF—CF.AB^O, 
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also  sind  auch  identisch 

AE.BD--CD.  FE^D*E(ÄB  -  CF), 
CD.FE  ^CB  ,ÄF=^  CF{DE  -  AB), 
CB'AF'^AE.BD  =  ÄB {CF -  DE), 

d.  h.  AE,  CD-,  BD,  EF-,  AB,  CF  — 

CD,AF)  FE,  CB]  DE,AB  — 

CB,AE\  AF,BD]  CF,DE- 

sind  dreimal  drei  Punkte  in  einer  Geraden^  und  diese  drei  Ge- 
raden gehen  durch  einen  Punkt  —  ein  Satz  von  Kirkmann. 
Da  die  cyclische  Verschiebung  die  Gruppen 


BCDEFA, 
BFECDA, 
BFADEC, 


CDEFAB, 
CAFDEB, 
CABEFD 


und  keine  weitem  giebt^  so  liegen  in  jeder  Pascarschen 
Linie  drei  Eirkmann'sche  Punkte.  Die  Anzahl  die- 
ser Punkte  ist  also  sechzig. 

Man  kann  jedoch  diesen  Satz,  sowie  den  grössten  Theil 
aller  der  andern  Sätze ;  welche  über  die  Figur  des  vollstän- 
digen Sechsecks  bekannt  worden  sind,  auch  entwickeln,  indem 
man  die  einfachsten  Principien  der  Combinationslehre  mit  den 
folgenden  elementaren  Sätzen  verbindet:  Wenn  zwei  Dreiecke 
so  gelegen  sind^  dass  die  geraden  Verbindungslinien  ihrer  ent- 
sprechenden Ecken  durch  einen  Punkt  gehen  (Centrum  der 
CoUineation,  der  Homologie  oder  Perspective),  so  liegen  die 
Durchschnittspunkte  ihrer  entsprechenden  Seiten  in  einer  ge- 
raden Linie  (Axe  der  Gollineation ;  etc.,  Art.  60,  3)  und  um- 
gekehrt. Wenn  für  jedes  Paar  von  drei  Dreiecken  die  Durch- 
schnittspunkte der  Gegenseiten  dieselben  drei  Punkte  einer 
geraden  Linie  sind,  so  sind  die  Centra  der  Collineation  des 
ersten  und  zweiten,  zweiten  und  dritten,  dritten  und  ersten 
Dreiecks  drei  Punkte  einer  Geraden,  und  wenn  für  jedes  Paar 
von  drei  Dreiecken  die  Verbindungslinien  der  Gegenecken  die- 
selben drei  Geraden  aus  einem  Punkte  sind,  so  sind  die  drei 
entsprechenden  Axen  der  Collineation  drei  Gerade  aus  einem 
Punkte.  Sind  dann  A,  B,  C,  D,  E,  F  die  sechs  Punkte  des 
Kegelschnitts,  die  wir  die  Punkte  P  nennen  wollen,  so  wer- 
den sie  durch  fünfzehn  Gerade  verbunden,  die  wir  die  Geraden 
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c  uennen  werden.  Jede  derselben ,  z.  ß.  AB,  wird  von  den 
vierzehn  anderen  geschnitten  und  zwar  durch  vier  im  Punkte 
Ay  durch  vier  andere  in  B  und  also  durch  sechs  in  anderen 
Ton  A  und  B  verschiedenen  Punkten,  z.  B.  AB^  CD\  etc. 
Wir  wollen  diese  als  die  Punkte  P'  bezeichnen;  ihre  Anzahl 
ist  fünf  und  vierzig,  denn  in  jeder  der  Linien  c  sind  sechs  der- 
selben gelegen,  und  da  zwei  Linien  c  durch  jeden  Punkt  P' 
gehen,  so  ist  ihre  Zahl  die  dreifache  Zahl  der  c.  Wenn  wir 
die  Seiten  des  Sechsecks  in  der  Ordnung  ABCDEF  nehmen, 
80  sagt  Pascal's  Satz,  dass  die  drei  Punkte  P'  in  einer  Ge- 
raden liegen,  welche  als  {AB,  DE),  {BC,  EF),  {CD,  FA) 
zu  bezeichnen  sind^  und  wir  können  diese  Gerade  als  die  Pas- 

caFsche  Linie  i  T^  ij^    -p  /  üi-fl^^zeichnen,  um  die  drei  Punkte 

bequem  erkennen  zu  lassen,  durch  welche  sie  geht. 

Durch  jeden  Punkt  P'  gehen  vier  Pascal'sche  Linien,  nüm- 
Uch  z.  B.  durch  {AB,  D-E)  die  Linien  ABCDEF,  ABFDEC, 
ABCEDF,  ABFEDC]  wir  finden  also  die  Zahl  der  Pas- 
carschen  Linien,  indem  wir  die  Zahl  der  Punkte  P'  mit  vier 
multipliciren  und  durch  drei  dividiren,  weil  jede  von  ihnen 
drei  Pimkte  P'  entMilt;  sie  ist  also  gleich  sechzig.  Es  ist  auch 
die  Zahl  der  verschiedenen  möglichen  Anordnungen  der  Buch- 
staben ABCDEF,  Betrachten  wir  nun  drei  Dreiecke  (l), 
(2),  (3)  von  den  Seiten  AB,  CD,  EF-,  DE,  FA,  BC\ 
CF,  BE,  .42)  respective,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte 
der  entsprechenden  Seiten  von  (1)  und  (2)  in  derselben  Pas- 
caPschen  Linie,  und  die  Verbindungslinien  ihrer  entsprechen- 
den Ecken  schneiden  sich  also  in  einem  Punkte;  sie  sind  aber 

UB.DE.CF\      iCD.FA.BE]      (EF.BC.AD) 
[CD.FA.BEy    {EF.BC.AD}'    [AB.DE.CF]' 

d.  i.  drei  Pascal'sche  Linien,  und  wir  haben  Stein  er 's  Satz 
wieder  gefunden.   Wir  werden  den  Schnittpunkt  als  den  Punkt 

^AB.DE.CF^ 
G  und  durch  die  Charakteristik  )CD,FA,BE\  bezeichnen, 

[ef.bc.adI 

welche  offenbar  macht,   dass  iu  j«der  PascaVschen  Linie  nur 
ein  einziger  Punkt  G  liegt;  denn  wenn  die  PascaFsche  Linie 
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\An.IJ±j.Lr\  rrerreben  ist,  so  erhält  man  die  Charakteristik 
yCD.FA.BE]^  ^ 

des  bezüglichen  Punktes  G  durch  Untersetzen  der  in  ihren 
Yerticalreihen  nicht  enthaltenen  Buchstaben  unter  dieselben. 
Da  aber  in  jedem  Punkte  G  drei  Pascal'sche  Linien  zusam- 
mentreffen^ so  ist  die  Zahl  dieser  Punkte  gleich  zwanzig.  Wenn 
wir  die  Dreiecke  2,  3  und  1^  3  betrachten ,  so  sind  die  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Ecken  in  beiden  Fallen  diesel- 
ben ;  und  die  drei  Axen  der  CoUineation  treffen  sich  somit  in 
einem  Punkte ;  derselbe  ist  aber  offenbar  der  Punkt  G  von  der 

[AB,CD.EF\ 
Charakteristik  IDE,FA.BC\  .    Steiner  hat  bemerkt,  dass 

[cf.be.ad]  ^ 

zwei  solche  Punkte  G  in  Bezi^  auf  den  Kegelschnitt  harmo- 
nisch conjugirt  sind,  sodass  die  zwanzig  Punkte  G  in  zehn  Paare 
getheilt  werden.  Die  PascaFschen  Linien,  welche  durch  die- 
selben gehen,  sind  für  den  betrachteten  Fall  respective 

ABCFED,  AFCDEB,  ADCBEF, 

und  ABCDEF,  AFCBED,  ADCFEB. 

Aufg.  Man  zeige,  dass  die  Durchschnitte  der  sechs  Paare 
abwechselnder  Seiten  eines  Pascarschen  Sechsecks  in  natürlicher 
Ordnung  ein  Brianchon'sches  Sechsseit  bilden,  und  dass  ebenso  die 
Verbindungslinien  der  sechs  Paare  abwechselnder  Ecken  eines  Bnan- 
chon'schen  Sechsseits  in  dieser  Ordnung  ein  PascaFsches  Sechseck 
bilden. 

287.    Betrachten  wir  nun  die  Dreiecke 

AB,  CD,  EF,  1) 

lAB.CE.DF)     (CD.BF.AE\    iEF.BD.AC) 
\DE.BF.ACy\AF.CE.BDy\BC,AE,DFf    ^^ 

iAB.CE.DFY   jCD.BF.AE]     (EF.BD.AC) 
[CF.BD.AEj'  [BE.AG.DFJ'lAD.CE.BFi    ^^ 

so  sind  die  Durchschnittspunkte  der  entsprechenden  Seiten  von 
1  und  4  drei  Punkte  derselben  Pascarschen  Linie,  und  die 
Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  gehen  daher  durch 
einen  Punkt.    Diese  sind  aber  die  drei  Pascarschen  Linien 

(AB.CE.DF]      iCD.BE.AE)      iEF.AC.BD) 
[CD.BF.AEy    [EF.AC.BD}'    [AB.DF.CE}' 
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Sie  weicht  von 


und  wir  können  den  Schnittpunkt  bezeichnen  als  den  Punkt 

[AB.CE.DF 
H  von  der  Charakteristik  icB.BF.AE 

[ef.ac.bd 

der  der  Punkte  G  darin  ab^  dass  nur  eine  der  Verticalreihen 
die  sechs  Buchstaben  ohne  Auslassung  oder  Wiederholung  ent- 
hält.    In  jeder  Pascal'schen  Linie  giebt  es  drei  Punkte  H, 

.  ,.  ,    .     JÄB.CD,EF\   ,.    .,       , 
namlich  in    ]])^  j^p  ßrj]  ^^^  folgenden 


AB.CD.EF]      [AB.CD.EF] 
DE.AF.BC\,   IdE'AF.BC] 

cf.bd.ae]     [ac.be. DF\ 


\  AB.CD.EF] 

Ide.af.bc] 

[BF.CE.AD 


wo  der  Strich  über  der  einen  Columne  die  Vollständigkeit  der- 
selben anzeigt.  Daraus  entspringt  Kirkmann's  Erweiterung 
des  Steiner'schen  Satzes :  Die  PascaTschen  Linien 
schneiden  sich  zu  dreien  nicht  nur  in  Steiner's 
zwanzig  Punkten  G,  sondern  auch  in  sechzig  andern 
Punkten  H. 

Wenn  wir  ebenso  die  Dreiecke  1  und  5  betrachten;  so 
sind  die.  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Ecken  diesel- 
ben wie  für  1  und  4,  und  die  entsprechenden  Seiten  durch- 
schneiden sich  daher  in  einer  Geraden ,  o£Penbar  einer  Pascal- 
schen  Linie.  Endlich  müssen  sich  die  entsprechenden  Seiten 
von  4  und  5  in  drei  Punkten  einer  Geraden  schneiden,  d.  h. 
die  drei  Punkte  H  von  den  Charakteristiken 

[AC.BD.EF] 

\df.ae.bc 

[CE.BF.AD 


AB.CE.DF 
DE.BF.AC 
CF.AE.BD 


AE.CD.BF] 
BD.AF.CE 
AC.BE,DF\ 


liegen  in  einer  Geraden;  und  da  überdies  die  Axe  von  4  und 
5  durch  den  Schnittpunkt  der  Axen  von  1 ,  4  und  1;  5  gehen 
musB,  d.  h.  durch  den  Punkt  (r,  der  aus  den  vollständigen 
Verticalreihen  der  vorigen  Punkte  H  entsteht,  oder 

AB.CD.EF] 
DE.AF.Bcl, 

cf.be.ad] 

so  haben  wir  den  Cayley-Salmon'schen  Satz:  Es  giebt 
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zwanzig  gerade  Linien^;  deren  jede  einen  Punkt  Cr 
und  drei  Punkte  H  enthält. 

Ebenso  kann  man  beweisen,  dass  die  zwanzig  Gera- 
den^ zu  vieren  durch  fünfzehn  Punkte  J^gehen.  Die 
vier  Linien  g  nämlich,  deren  Punkte  G  in  der  vorigen  Be- 
zeichnung eine  Verticalreihe  gemein  haben,  gehen  durch  den- 
selben Punkt. 

Betrachten  wir  femer  die  Pascarschen  Linien,  welche  sich 
in  einem  Punkte  H  schneiden,  z.  B. 

{AB.CE,DF\      (DE,BF.AC\      iüF.AE.BD] 
[DE.BF.ACr    [CF.AE.BDj'    [AB.DF.CEi' 
so  können  wir,  indem  wir  in  jeder  von  ihnen  einen  Punkt  F 
wählen,  ein  Dreieck  bilden,  welches  die  Ecken  {BF,  AC), 
{BF,  AE),  {BD,  CE)  hat,  und  dessen  Seiten  daher  sind 

{AC.BF.DE\      iBF.CE.AD]      (BD.AC.EF) 
[DF.AE.CBj'    [AEBD.CFj'    [CE.DF.AB]' 

Nehmen  wir  dann  in  jeder  einen  Punkt  H,  indem  wir  unter 
jede  der  obigen  PascaFschen  Linien  die  Zeile  AF.CD.BE 
schreiben,  so  entsteht  ein  Dreieck  von  den  Seiten 

AC.BF.DE)      (CF.AE.BB)      iBF.AB.CE) 
BE.CD.AFJ'   XBE.Cn.AFJ'    [BE.CD.AFj 

Die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Seiten  dieser  Drei- 
ecke, d.  h.  die  drei  Punkte  (r  von  den  Charakteristiken 

BE.CD.AF)  [BE.CD.AF]  [BE.CD.AF]  [BE.CD.AFl 
AaBF.DE\,\CF.AE.BD\,  \DFAB.CE\mit\cF.AB.DE] 
DF.AE.BC]     [aD.BF.Ce]     [ACEF.BD]       [aD.EFBc] 

d.  h.  dem  vierten,  der  gleichfalls  die  Zeile  BE .  CD  .  AF 
enthält,  liegen  also  in  einer  Geraden.  Und  da  man  fünfzehn 
verschiedene  Producte  von  der  Form  BE .  CD  .  AF  bilden 
kann,  so  entspringt  dem  der  Satz  von  Steiner:  Die  Punkte 
6r  liegen  zu  vieren  in  fünfzehn  geraden  Linien  j. 

Hesse  hat  eine  gewisse  Dualität  zwischen  den  erhaltenen 
Sätzen  hervorgehoben.  Es  correspondiren  den  60  Eirkmann- 
sehen  Punkten  H  die  60  Pascal'schen  Linien  h  in  folgender 
Art:  Es  giebt  20  Steiner'sche  Punkte  Cr,  durch  deren  jeden 
drei  PascaVsche  Linien  h  und  eine  Gerade  g  gehen;  und  es 
giebt  20  Gerade  g,  deren  jede  drei  Kirkmann'sche  Punkte 
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H  und  einen  Steiner'sclieu  Punkt  G  enthält.  Und  so  wie  die 
20  Geraden  g  zu  vieren  durch  15  Punkte  J  gehen,  so  liegen 
die  2()  Punkte  G  zu  vieren  in  15  Geraden  j.  Hierzu  vergleiche 
man  die  Anmerkung*^)  in  den  Literatur-Nachweisungen. 

Die  folgende  Untersuchung  giebt  einen  neuen  Beweis  einiger 
vorhergehender  Sätze  und  zeigt^  welcher  Punkt  H  der  Pascal- 
schen  Linie  entspricht ^  die  der  Ordnung  AB CDEF  ange- 
hört Wir  betrachten  die  beiden  eingeschriebenen  Dreiecke 
ACEj  BDF  und  bemerken,  wie  wir  bald  (Art.  295)  sehen 
werden,  dass  ihre  Seiten  einen  und  denselben  Kegelschnitt  be- 
rühren; so  dass  das  Sechsseit  aus  CE,  DF,  ÄE,  BF,  ÄC,  BD 
ein  Brianchon'sches  ist.  Aber  seine  Diagonalen  sind  die  drei 
Pascarschen  Linien,  welche  sich  in  dem  Punkt  H  schneiden 
von  der  Charakteristik 

CE.BF.ÄD] 
DF.ÄC.BE}. 

ae.bd.cf] 

Und  da  bei  Festhaltung  der  abwechselnden  Seiten  ÜE,  ÄE,  AC 
durch  cyclische  Permutation  der  übrigen  drei  Brianchon'sche 
Punkte  erhalten  werden,  die  nach  dem  reciproken  des  Steiner- 
schen  Satzes  in  einer  Geraden  liegen  müssen,  so  ist  bewiesen, 
dass  drei  Punkte  H  in  einer  Geraden  g  liegen.  Die  Betrach- 
tung desselben  umschriebenen  Sechsseits  kann  auch  zeigen, 
dass  die  Geraden  von  A  nach  BC,  DF  und  von  D  nach 
AC,  EF  sich  in  der  Pascalschen  Linie  ABCDEF  durch- 
schneiden, und  dass  sechs  solche  Durchschnittspunkte  in  jeder 
Pascal'schen  Linie  liegen. 


Sechszehntes  Kapitel. 

Yon  den  projecti vischen  Eigenschaften  der 

Kegelschnitte. 


288.  Wir  gehen  dazu  weiter,  aus  den  vorher  betrachteten 
Formen  der  Gleichungen  von  Kegelschnitten  diejenigen  Schlüsse 
zu  ziehen,  die  sich  auf  Grund  des  Satzes  von  Art.  34  hier 
ebenso  ergeben;  wie  in  Art.  54  f. 

So  drückt  die  Gleichung  XiX^  =  kx^  aus  (vergl.  Art.  155), 
dass  das  Product  der  senkrechten  Abstände  eines 
Punktes  des  Kegelschnitts  von  zwei  festen  Tangen- 
ten desselben  zu  dem  Quadrat  seines  Abstandes  von 
der  zugehörigen  Berührungssehne  in  einem  con- 
stanten  Yerhältniss  ist. 

Die  Gleichung  x^x^  =  hx.^x^  führt  zu  dem  wichtigen  Satz: 
Das  Product  der  senkrechten  Abstände  eines  Punk- 
tes des  Kegelschnitts  von  zwei  Gegenseiten  eines 
demselben  eingeschriebenen  Vierecks  steht  zu  dem 
Product  der  Abstände  des  Punktes  von  den  beiden 
andern  Gegenseiten  desselben  in  einem  constanten 
Yerhältniss.  Aus  dieser  Eigenschaft  erkennen  wir  weiter, 
dass  das  Doppelverhältniss  eines  Strahlbüschels, 
dessen  Strahlen  durch  vier  feste  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts gehen,  und  dessen  Scheitel  ein  Punkt  des- 
selben ist,  constanten  Werth  hat  für  alle  Lagen 
dieses  letzteren.   Denn 

x^  =  — -^ —  sin  AOB^      x^  =  — ^^ —  sin  COD,  etc. 

sind  die  senkrechten  Abstände,  und  die  Substitution  dieser 
Wertbe  liefert  durch  Unterdrückung  des  Factors 
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OA  .  OB  ,  OC .  OD  auf  beiden  Seiten  die  Gleichung 

smÄOB     Bin  ÄOD ,      AB^  .  A^ 

m  COB  '  sin  COD  —  ^  '  OB  '  CD^ 

in  welcher  die  rechte  Seite  constant  und  die  linke  der  Aus- 
dmck  des  fraglichen  DoppeWerhältnisses  ist.  Man  darf  auf 
6nmd  dieses  Satzes ,  sowie  früher  vom  Doppelverhältniss  Ton 
vier  Punkten  einer  Geraden  (Art.  57),  von  dem  Doppelver- 
hältniss yon  vier  Punkten  eines  Kegelschnitts  spre- 
chen,  indem  man  darunter  das  Doppelverhältniss  eines  Strahl- 
b&schels  versteht,  welches  einen  fünften  Punkt  des  Kegelschnitts 
mit  ihnen  verbindet.  Auf  den  Satz  von  der  Unveranderlichkeit 
desselben  ist  zurückzukommen^  sobald  einige  andere  Formeln 
desYorhergehenden  ihre  entsprechende  Interpretation  gefunden 
haben  werden. 

289.  Wenn  S  «==0  die  Gleichung  eines  Kreises  ist,  so 
bezeichnet  nach  Art.  122  der  Werth  von  S,  welcher  durch  die 
Substitution  der  Coordinaten  x,  y  eines  beliebigen  Punktes 
erhalten  wird,  das  Quadrat  der  von  ihm  an  den  Kreis  gezo- 
genen Tangente;  daher  drückt  die  Gleichung  S  —  hXiX^'=0 
ans,  dass  der  Ort  eines  Punktes,  für  den  das  Quadrat 
der  von  ihm  an  einen  festen  Kreis  gehenden  Tan- 
gente in  constantem  Verhältniss  zu  dem  Produpt  sei- 
ner Entfernungen  von  zwei  festen  Geraden  steht, 
ein  Kegelschnitt  ist,  welcher  durch  die  vier  Punkte 
geht,  die  der  Kreis  mit  diesen  beiden  Geraden  ge- 
mein hat  Die  Wahrheit  dieses  Satzes  ist  von  dem  Halb- 
messer des  Kreises  und  von  der  Realität  der  ihm  mit  den  bei- 
den. Geraden  gemeinsamen  Punkte  unabhängig,  und  er  ent- 
hält daher  den  folgenden  in  sich:  Der  Ort  eines  Punktes, 
für  welchen  das  Quadrat  der  Entfernung  von  einem 
gegebenen  festen  Punkte  zu  dem  Product  seiner  Ab- 
stände von  zwei  festen  Geraden  in  constantem  Ver- 
hältniss steht,  ist  ein  Kegelschnitt.  Die  festen  Gera- 
den können  als  Sehnen  seines  imaginären  Durchschnitts  mit 
einem  unendlich  kleinen  Kreise  betrachtet  werden,  der  den 
festen  Punkt  zum  Centrum  hat. 

290.  Aehnliche  Schlüsse  zieht  man  aus  der  Gleichung 
S  —  fcxj'  =  0  für  den  Fall,  dass  5  =  0  einen  Kreis  darstellt. 
Wir  lernen,  dass  der  Ort  eines  Punktes,  für  den  die 
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von  ihm  an  einen  festen  Kreis  gehende  Tangente 
zu  seiner  Entfernung  von  einer  festen  Geraden  in 
constantem  Verhältniss  steht;  ein  Kegelschnitt  ist^ 
der  in  dieser  Geraden  mit  dem  Kreise  eine  doppelte 
Berührung  hat.  In  dem  speciellen  Falle  des  unendlich  klei- 
nen Kreises  erhalten  wir  die  Fundamental eigenschaft 
des  Brennpunktes  und  der  Directrix  und  müssen  daraus 
schliesseU;  dass  der  Brennpunkt  eines  Kegelschnitts 
als  ein  unendlich  kleiner  Kreis  anzusehen  ist,  der 
den  Kegelschnitt  in  zwei  imaginären  Punkten  in 
der  Directrix  berührt.   (Vergl.  Art.  310.) 

Aufg,  Aus  S  —  Jcx^'^  =  0,S'  —  Jcx^'^  =  0  für  6?  =  0,  Ä'=  0 
als  Kreise  folgt  k'S  —  kS'  =  0,  d.  h,  die  Schnittpunkte  solcher 
Kegelschnitte  liegen  in  einem  Kreis  des  durch  die  gegebenen  Kreise 
bestimmten  Büschels,  welcher  zwar  von  ^,  k\  aber  nicht  von  der 
Sehne  der  doppelten  Berührung  Xi  =  0  abhängt  und  auch  bei 
veränderlichem  k'  fest  bleibt,  wenn  k  :  k'  constant  ist. 

291.  Allgemein  ist  das  Resultat  der  Substitution 
der  Goordinaten  eines  Punktes  in  die  Gleichung 
eines  Kegelschnitts  dem  Rechteck  der  Segmente 
proportional;  die  der  Kegelschnitt  auf  einer  durch 
diesen  Punkt  in  fester  Richtung  gezogenen  Sehne 
bestimmt.    Denn  nach  Art.  110  ist  dies  Rechteck 


«1»' 


an  cos*  $  +  2a|t  cos  ^  sin  0  4~  <Hi  ^^*  ^ ' 

wenn  wie  in  Art.  93  durch  »3/  das  Resultat  der  Substitution 
der  Goordinaten  in  die  linke  Seite  der  Gleichung  bezeichnet 
wird  \  so  lange  also  der  Winkel  0  constant  ist;  ist  dies  Recht- 
eck der  Grösse  «33'  proportional. 

Äufy,  1.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  in  doppelter  Berührung 
sind;  so  ist  für  jeden  Punkt  des  eimen  das  Quadrat  seines  Abstandes 
von  der  Berührungssehne  beider  in  constantem  Verhältniss  zu  dem 
Rechteck  der  Segmente,  welche  der  andere  auf  dieser  Senkrechten 
bestimmt. 

Aufg.  2.  Wenn  eine  Gerade  von  constanter  Richtung  zwei 
Kegelschnitte  in  den  Punkten  P,  §;  P',  Q'  schneidet,  und  ein  Punkt 
0  auf  ihr  so  bestimmt  wird,  dass  die  Rechtecke  OP  .  OQ  und 
OP' .  OQ'  in  constantem  Verhältniss  sind,  so  ist  der  Ort  des  Punk- 
tes 0  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Schnittpunkte  der  bei- 
den gegebenen  Kegelschnitte  hindurchgeht. 

Aufg.  3.    Der  Durchmesser  des  Kreises,  welcher  dem  von  zwei 
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• 

Tangenten  eines  Centralkegelschnitts  und  ihrer  Berührangssebne 
gebildeten  Dreieck  umgeschrieben  ist,  ist  «=  V  h" :  p  für  h\  h"  als 
die  den  Tangenten  parallelen  Halbdurchmesser  und  p  als  den  senk- 
rechten Abstand  der  Berührungssehne  vom  Centrum.'''') 

Wir  setzen  die  Gleichung  als  durch  eine  solche  Constante  divi- 
dirt  Yoraus,  dass  das  Substitutionsresultat  für  die  Coordinaten  des 
Centrums  der  Einheit  gleich  wird.  Sind  dann  (y  t"  die  Längen 
der  Tangenten,  und  ist  S*  das  Resultat  der  Substitution  der  Co- 
ordinaten ihres  Schnittpunktes,  so  gelten  die  Proportionen 

{i:l'2^S'  .1,    n:r^  =  S'  :  1; 

ist  aber  h  die  senkrechte  Entfernung  der  Berührungssehne,  so  gilt 
nach  der  Anm,  des  Art.  165  auch  die  Proportion  h  :  p  =  S' :  1; 
daher  ist  ff  :  h  =  h'h"  :  p,  und  da  nach  der  Elementargeometrie 
die  linke  Seite  den  Durchmesser  des  dem  Dreieck  umgeschriebe- 
nen Kreises  giebt,  so  ist  der  Satz  bewiesen. 

Äufg.  4.  Aus  der  Formel  der  vorigen  Aufg.  geht  der  Aus- 
druck des  Art.  250  für  den  Badius  des  osculirenden  Kreises  her- 
vor, indem  man  die  beiden  Tangenten  zusammenfallen  lässt.  Man 
erhält  denselben  auch  mittelst  des  folgenden  Satzes :  ^^)  Wenn  n, 
n  die  Längen  von  zwei  sich  durchschneidenden  Normalen  und|7,  p' 
die  Abstände  der  zugehörigen  Tangenten  vom  Centrum  bezeich- 
nen, und  wenn  b'  der  der  Verbindungslinie  beider  Curvenpunkte 
parallele  Halbdurchmesser  ist,  so  gilt  die  Belation 

np  -}-  ^V  =  2  V'^. 

Denn  f)ir  S'  als  das  Resultat  der  Substitution  der  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  der  Sehne  in  die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  A,  Jt 
als  die  Abstände  dieses  Mittelpunktes  von  den  beiden  Tangenten 
und  2ß  als  die  Länge  der  Sehne  folgt  wie  in  der  letzten  Aufgabe 
ß^m=i/^S\  h'=pS\  h'  <==p'S\  und  man  sieht  leicht,  dass 

«Ä  +  nÄ'  =  2/3^ 

ist  Damit  ist  aber  die  angegebene  Relation  bewiesen. 

292.  Die  Erörterungen  dea  Art.  75  f.  geben  uns  das  Recht; 
die  bisher  gedeuteten  symbolischen  Formeln  auch  nach  einem 
System  der  Linien -Coordinaten  zu  interpretiren^  wie  es  a,  a.  0. 
entwickelt  worden  ist.  Dann  ist  durch  2J  «s  A27'  jeder  Kegel- . 
schnitt  aui^edrückt,  der  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
Kegelschnitte  27«=  0^  2^  =  0  zu  Tangenten  hat;  und  die  Con- 
stante A'wird  durch  Festsetzung  einer  fünften  Tangente  be- 
stimmt; sie  kann  insbesondere  auf  dreifache  Weise  so  bestimmt 
werden;  dass  die  Gleichung  S^^  IE'  ein  Paar  von  Punkten 
darstellt.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  einer  solchen  Schaar  er- 
giebt  sich  hieraus  nach  der  Schlussbemerkung  des  Art.  113 
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sofort  als  eine  Gerade;  denn  die  Coordinaten  des  Centrums 
von  U  —  kU'  =  0,  sind 

oder  es  ist  der  dem  Verhältniss  ^33:^^33'  entsprechende  Theil- 
pankt  der  Strecke  zwischen  den  Mittelpunkten  von  £  =  Q  und 
2?'  =  0.  Es  ist  femer  2^  =«  A^^  S3  die  Gleichung  eines  Kegel- 
schnitts, der  dem  Vierseit  ^er  von  den  Punkten  li  =  0,  I3  =  0 
an  den  Kegelschnitt  2J=0  gehenden  Tangentenpaare  einge- 
schrieben ist  und  5i  63  =  ^12^4  die  eines  dem  Vierseit  von  den 
Ecken  |,  =  0,  gj  «=  0,  I3  =  0,  ^4  =  0  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitts. Die  Kegelschnitte  £=0  und  2J=^Xi^^^  berühren 
einander;  wenn  entweder  einer  der  Punkte  |^  =  0,  63  «=  ^  a^f 
dem  Kegelschnitt  2J=0  liegt,  oder  wenn  die  gerade  Verbin- 
dungslinie von  beiden  eine  Tangente  desselben  ist.  (Art.  271.) 
Die  drei  Kegelschnitte  2;  =  0,  2:  +  Ijl^  =  0,  2:  +  |, I3  =  0 
haben  zwei  Tangenten  gemein,  2?  =»  0,  g,  =  0,  d.  h.  die  vom 
Punkte  ||  =  0  an  den  Kegelschnitt  £=0  gehenden,  und  die 
Schnittpunkte  I2  =  Oi  63  =  0;  I2  —  Is  "■  ^  der  übrigen  ihnen 
gemeinsamen  Tangentenpaare  liegen  in  einer  Geraden.  (Art 
283.)  Die  Kegelschnitte  2?«=0  und  2?=Agj*  berühren  ein- 
ander doppelt,  so  dass  Si  "»  0  den  Schnittpunkt  der  gemein- 
samen Tangenten  bezeichnet;  etc.  Art.  280  liefert  den  Satz: 
Wenn  drei  Kegelschnitte  in  doppelter  Berührung  mit  einem 
vierten  sind,  so  liegen  die  sechs  Durchschnittspunkte  ihrer  ge- 
meinsamen Tangentenpaare  viermal  zu  dreien  in  einer  Gera- 
den, wovon  der  Satz  des  Art.  147  ein  specieller  Fall  ist. 

Diese  Interpretation  erstreckt  sich  aber  offenbar  auch  auf 
die  metrischen  Relationen  des  Art.  288  und  liefert  die  Sätze: 
Das  Product  der  Abstände  einerTangente  des  Kegel- 
schnitts von  zwei  festen  Punkten  desselben  ist  zum 
Quadrat  ihres  Abstandes  vom  Durchschnittspunkt 
der  zugehörigen  Tangenten  in  constantem  Verhält- 
niss. Das  Product  der  Abstände  einer  Tangente  des 
Kegelschnitts  von  zwei  Gegenecken  eines  demselben 
umgeschriebenen  Vierseits  ist  zum  Product  ihrer 
Abstände  von  den  beiden  andern  Gegenecken  des- 
selben in  constantem  Verhältniss.  Und  wenn  die  be- 
wegliche Tangente  die  vier  festen  Tangenten  ÄB,IiC,CDfDA 
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in  den  Punkten  Äy  ISy  C,  IX  schneidet,  so  hat  man  für  die 
Absiande  der  vier  Ecken  des  umgeschriebenen  Vierseits  Ton 
der  beweglichen  Tangente  die  Ausdrücke 

A'B'.  an  A'B'B .  sin  B'A'B       A' D' .  Bin  A'D'A  .  ain  IfA'Ä 
.   iinB'BA'  '     '  fonD'AA'  ' 

etc.  und  die  zwischen  ihnen  bestehende  Relation  liefert  durch 
das  Wegfallen  der  Sinus  der  Basiswinkel  und  nach  der  Con- 
stanz  der  Winkel  des  Vierseits  das  Gesetz: 

A'B'     Ä^  _  . 

C'B'*  CD ßönst., 

d.  h.  vier  feste  Tangenten  eines  Kegelschnitts  be- 
stimmen auf  einer  beweglichen  Tangente  desselben 
eine  Punktreihe  Ton  constantem  Doppelverhältniss. 
In  gleicher  Weise  wie  im  Art.  288  der  Begriff  des  Doppel- 
Terhältnisses  Ton  vier  Punkten  entsteht  hier  der  Begriff  des 
Doppelyerhältnisses  von  vier  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts. 

Aufg.  Man  zeigt  in  Analogie  zu  Art.  122  und  mit  der  im 
Art.  164,  7  gegebenen  Gleichung  des  Kreises  in  Liniencoordinaten, 
dass  das  Besultat  der  Substitution  der  Coordinaten  einer  Geraden 
in  diese  proportional  ist  dem  Quadrate  der  von  ihr  im  Kreise  be- 
stimmten Sehne  imd  erhftlt  dann  entsprechend  den  Ergebnissen 
des  Art.  290  die  folgende  Interpretation  der  Gleichung  £=  X£' 
ftir  2?^  0,  ^'  «=a  0  als  Kreise:  Die  Enveloppe  einer  Geraden,  in 
welcher  zwei  gegebene  Kreise  Sehnen  von  constantem  Verhftltniss 
bestimmen,  ist  ein  Kegelschnitt,  der  die  gemeinsamen  Tangenten 
beider  Kreise  berührt. 

293.  Der  Satz  des  vorigen  und  der  des  Art.  288^  welche 
beide  so  recht  im  beherrschenden  Mittelpunkte  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  stehen,  knüpfen  unmittelbar  an  das  an,  was 
in  Art.  56;  75  von  den  projectivischen  Strahlbüscheln  und  Punkt- 
reihen gesagt  worden  ist,  und  man  tritt  mit  ihnen  in  den  Zu- 
sammenhang der  dort  abgebrochenen  allgemeinen  Gedanken- 
entwickelung wieder  ein.  Denn  sie  lassen  sich  so  aussprechen : 


Der  Ort  der  Schnitt- 
punkte der  entsprechen- 
den Strahlen  von  zwei  pro- 
jectivischen S  trahlbü- 
scbeln  isteinKegelschnitt, 


Die  Enveloppe  der  ge- 
raden Verbindungslinien 
d  erentsprechend  enPunkte 
von  zwei  projectivischen 
Punktreihen  ist  einKegel- 


saimon-Fiedier,  anal.  Geom.  d.  Xegelschn.  4.  Aufl.  23 
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weicherauch  durch  die>schiiitt;  der  die  Träger 
Scheitel  (Träger)  der  bei-  dieser  Reihen  selbst  be- 
denBüschelhindurchgeht.  rührt. 

Der  directe   Beweis  für   beide  Sätze  ist  folgendennassen 
zu  führen. 


Sind  ^  +  iJB  =  0  und 
A:  +  iJB'  =  0 
die  Gleichungen  der  beweg- 
lichen Strahlen  beider  Büschel, 
so  wird  die  Gleichung  des  be- 
zeichneten Ortes  durch  Elimi- 
nation von  A;  zwischen  den  Tori- 
gen  Gleichungen  gef unden^  also 
in  der  Form  AB'  —  ^'JB  =  0. 
Diese  Gleichung  hat  wie  die 
allgemeinste  Gleichung  zweiten 
Grades  zwischen  x  und  y  sechs 
Glieder  und  daher  fünf  unbe- 
stimmte Ooefficienten;  sie  kann 
somit  durch  die  Bedingung;  dass 
die  dargestellte  Curve  fünf 
Punkte  enthalte^  zur  Gleichung 
jeder  beliebigen  Curve  zweiter 
Ordnung  gemacht  werden.  Geo- 
metrischbestimmen fünf  Punkte 
zwei  projectivische  Büschel,  da 
drei  von  ihnen  mit  den  beiden 
übrigen  yerbunden  drei  Paare 
entsprechender  Strahlen  beider 
Büschel  liefern  (Art.  59).  Dass 
der  erzeugte  Kegelschnitt  auch 
durch  die  Scheitelpunkte  beider 
Büschel  hindurchgehe,  beweist 
die  Bemerkung;  dass  seiner 
Gleichung  die  gleichzeitigen 
Voraussetzungen -4=0,  JB=0, 
und  ebenso  die  anderen  Ä  «=»  0, 


Sind  A  +  XB==0  und 
.  A'  +  XB'  =  0 
die  Gleichungen  der  beweg- 
lichen Punkte  beider  Reihen, 
so  wird  die  Gleichung  der  be- 
zeichneten Enveloppe  durchEli- 
mination Ton  A  zwischen  den 
vorigen  Gleichungen  gefunden, 
also  in  der  Form  A  B' —  A'  B = 0. 
Diese  Gleichung  hat  wie  die  all- 
gemeinste Gleichung  zweiten 
Grades  zwischen  \  und  i\  sechs 
Glieder  und  daher  fünf  unbe- 
stimmte Coefficienten;  sie  kann 
somit  durch  die  Bedingung,  dass 
die  dargestellte  Curve  fünf  Ge- 
rade berühre,  zur  Gleichung 
jeder  beliebigen  Curve  zweiter 
Classe  gemacht  werden.  Geo- 
metrisch bestimmen  fünf  Ge- 
rade zwei  projectivische  Reihen, 
da  drei  von  ihnen  durch  ihren 
Schnitt  mit  den  beiden  übri- 
gen drei  Paare  entsprechender 
Punkte  beider  Reihen  liefern 
(Art.  75).  Dass  der  Kegelschnitt 
auch  die  Träger  beider  Reihen 
berühre,  beweist  dieBemerkung, 
dass  seiner  Gleichung  die  gleich- 
zeitigen Voraussetzungen  A»»  0, 
B  es  0,  und  ebenso  die  andere 
A' =  0,  B' =  0  genügen.   Der 


ü'  =  0  genügen.    Die  Verbin-  Durchschnittspunkt  der  Trager 
dungslinie  der  Scheitel  ist  für  ist  für  jede  der  beiden  Reihen 
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jedes  der  beiden  Büschel  der- 
jenige Strahl^  welcher  der  Tan- 
gente der  EegelBchnittslinie  im 
Scheitel  des  andern  Büschels 
entspricht;  daraus  entspringen 
lineare  Constructionen  zur  Be- 
Stimmung  dieser  Tangenten. 


derjenige  Punkt^  der  dem  Be- 
rührungspunkte der  Kegel- 
schnittslinie mit  dem  Träger  der 
andern  Beihe  entspricht ;  daraus 
entspringen  lineare  Construc- 
tionen zur  Bestimmung  dieser 
Berührungspunkte. 


Wenn  zwei  projectiTische  Punktreihen  in  verschiedenen 
geraden  Linien  durch  die  Gruppen  entsprechender  Punkte  A,B,C] 
Ä\  R,  C  bestimmt  sind  und  D,  D'  die  beweglichen  Punkte 
derselben  bezeichnen,  so  dass  die  Gerade  DD'  den  dadurch 
bestimmten  Eegekchuitt  umhüllt ,  so  ist  auch  für  P  und  2^ 
als  zwei  feste  Punkte  der  Ort  des  Schnittpunktes  der  Strah- 
len PD  und  P'U  ein  durch  P,  P'  gehender  Kegelschnitt. 
Ebenso  umhüllen  einen  Kegelschnitt  die  Verbindungslinien 
der  durch  zwei  beliebige  gerade  Linien  mit  den  beweglichen 
vierten  Strahlen  von  zwei  projectivischen  Büscheln  bestimm- 
ten Schnittpunkte. 

Aufg.  1.   Der  durch  die  Büschel  A'\-kB  =  0,  Ä+kB'=0 
erzeugte  Kegelschnitt  hat  für  At-.  a^x^  -f"  ^2^2  ~f"  %^3  "^  ^» 
B  EE  6,  a:,  -j-  . .  =  0,    Ä^^  a/xj  +  • .  =  0,    -B'  ^e  &,'a:,  4- . .  =  0 
die  Gleichung 

V  iflx^x  —  ö/^)  +  ^i^  («2^2'  —  02'M  +  a?3^  KV  —  «3'M 
+  ic,a?2  {(flt  V  —  aih{)  -(-  {a{h  —  (hh)}  +  •  •  =  0. 

Derselbe  Kegelschnitt  wird  erzeugt  durch  projectiyische  Büschel, 
die  in  zwei  beliebigen  Punkten  desselben  ihre  Scheitel  haben 
ond  deren  Gleichungen  daher  sind 

Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  daher  auch 


A  +  kB,  Ä  -^k^ 
A  +  IB,   Ä  +  Iß 


=  0,   oder 


A,B 
Ä,B' 


1,  Ä! 

1,  l 


=  0, 


nnd  man  erkennt  daraus,  dass  es  derselbe  Kegelschnitt  ist,  den  die 
Gleichung  Aß —  ÄB=i  0  auch  darstellt.  Diese  Betrachtung  über- 
trägt sich  direet  auf  die  projectivischen  Punktreihen  und  die  Er- 
zeugung des  Kegelschnitts  als  Enveloppe. 

Aufg,  2.  Die  Erzeugungsmethode  der  Kegelschnitte  aus  pro- 
jeeÜTischen  Büscheln  liefert  einen  einfachen  Beweis  von  PascaFs 
Satz  und  giebt  damit  die  Constructionen  des  Art.  285.  Sind  A^ 
^1  C,  D,  E,  F  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts ,  und  denken  wir 

28* 
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die  Punkte  Ä  und  E  als  Scheitel  der  Strahlbüscliel,  so  sollen  diese 
selbst  darch  A  .  CDFB  und  E .  CBFB  und  ihre  DoppehrerhSlt- 

nisse  wie  in  Art.  57  durch  {A  .  CDFB}  und  {E  .  CDFB]  be- 
zeichnet werden,  in  der  Art,  dass  die  beiden  ersten  Strahlen  der 

geschriebenen  Gruppe  die  Schenkel  des  ge- 
theilten  Winkels  und  die  beiden  folgenden 
die  Theilstrahlen  desselben  angeben.  (Vergl. 
Art.  56.)  In  analoger  Weise  sei  die  Punkt- 
reihe und  ihr  DoppeWerhSltniss  ansgedifickt 
Dann  hat  man  zunächst 

{E  .  CDFB}  =  {A  .  CDFB} 

und  daher,  wenn  man  diese  Büschel  durch 
die  Transversalen  BC^  DCrespectiTe  schneidet, 
nach  dem  Fundamentalsatz  des  Art.  57  (75) 

für  die  entstehenden  Reihen  {CBMB}  =  {CDNS}.  BUdet  man 
dann  aus  dem  Schnittpunkt  L  der  Geraden  AB  und  DE  Strahl^ 
büschel  Aber  diesen  Reihen  respective,  so  haben  dieselben  die  drei 
Strahlen  CX,  DE,  AB  entsprechend  gemein  und  es  ergiebt  sich 
daher  aus  ihrer  Projectivität  (Art.  59),  dass  auch  das  vierte  Paar 
entsprechender  Strahlen  NL,  LM  eine  (xerade  bilde.  Also  liegen 
die  Schnittpunkte  X,  M^  N  der  Gegenseitenpaare  AB,  DE;  BC^ 
EF]  cd,  FA  in  einer  Geraden. 

Aufg.  .3.  Ganz  ebenso  geht  aus  der 
Erzeugung  durch  projectivische  Reihen  der 
Satz  von  Brianchon  hervor.    Sind  A,  By 

C,  D,  E,  P  sechs  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts, so  bestimmen  die  Tangenten  C, 

D,  F,  B  auf  den  beiden  Tangenten.^  und 
E  projectivische  Reihen  c,  a,  f,  a\  c\d, 
e,  b\  Bildet  man  über  ihnen  aus  den  Punk- 
ten (C,  D)  und  (jB,  C)  respective  Strah- 
lenbttschel,  so  erzeugen  diese  auf  der  ge- 
raden Linie  von  {A ,  B)  nach  (2>,  E)  projectivische  Punktreiben, 
welche  drei  Paare  entsprechender  Punkte  in  c\  d,  a  vereinigt  ha- 
ben und  bei  denen  daher  auch  das  vierte  Paar  entsprechender  Punkte 
in  einen  Punkt  0  zusammenfällt. 

Aufg.  4.  Eine  sich  um  den  festen  Punkt  P  drehende  Grerade 
schneidet  zwei  feste  gerade  Linien  OA,  OA  in  den  Punkten  A  A\ 
von  diesen  aus  sind  constante  Längen  Aa,  Äa  auf  jede  dieser 
Linien  in  bestimmtem  Sinne  aufgetragen;  dann  ist  die  Enveloppe 
der  geraden  Verbindungslinie  aa  ihrer  Endpunkte  ein  Kegelschnitt, 
der  jene  Linien  zu  Tangenten  hat.  Denn  f^  vier  Lagen  der  sich 
um  P  drehenden  Geraden  ist 

{ABCD}  =  {A'B'C'D'j  und  wegen  {ABCD}  =  {ahcd} 
und   {ÄB'C'D'}  =^{ah'cd:}  auch  {ahcd}  =  {ah'cd:}. 
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Wenn  die  Enveloppe  einer  beweglichen  geraden  Linie  durch 
diese  Methode  als  ein  Kegelschnitt  erkannt  ist,  so  ist  zn  erwägen 
ntttzlicb,  ob  dieselbe  in  einer  ihrer  Lagen  ganz  in  unendliche  Feme 
fallen  kann;  denn  in  diesem  Falle  ist  der  Kegelschnitt  sofort  als 
eine  Parabel  erwiesen.  So  kann  im  letzten  Beispiel  ad  nur  un- 
endlich entfernt  sein,  wenn  auch  die  entsprechende  Lage  von  AÄ 
es  ist;  es  kann  dies  also  nur  geschehen,  wenn  P  unendlich  fem 
ist,  d.  h.  wenn  die  Transversale  der  beiden  festen  Geraden  eine 
feste  Richtung  hat.  In  ähnlicher  Art  kann  auch  die  Natur  des 
Ortes  eines  beweglichen  Punktes  durch  Betrachtung  specieller  Lagen 
nfiher  bestimmt  werden,  nachdem  er  als  ein  Kegelschnitt  erkannt  ist. 

294.  Indem  wir  bei  diesen  wichtigen  Eigenschaften  ver- 
weilen^  um  einige  ihrer  zahlreichen  Consequenzen  zu  entwickeln^ 
beginnen  wir  mit  besondern  schon  früher  gefundenen  Fällen. 
Wenn  von  vier  Punkten  A^  B,  C,  D  einer  Geraden^   deren 

Doppelverhältniss  {  AB  CD  }  bekannt  ist,  einer  (D)  in  unend- 
licher Ferne  liegt  ^  so  reducirt  sich  dasselbe  (Art.  57)  wegen 
AD=s  BD  auf  das  einfache  Verhältniss  AC :  BC.  Bilden 
die  vier  Punkte  insbesondere  eine  harmonische  Reihe^  oder  ist 
ihr  Doppelverhältniss  =  —  1,  so  entspricht  der  unendlich  ent- 
fernten Lage  von  D  die  Relation  AC=CB,  d.  h.  C  ist  die 
Mitte  von  AB. 

Die  folgenden  Aufgaben  knüpfen  an  die  Sätze  des  Art  108 
an,  die  wir  mit  Benutzung  der  Begriffe  von  conjugirten  Punk- 
ten oder  harmonischen  Polen  (Punkte,  deren  einer  in  der 
Polare  des  andern  liegt)  und  von  conjugirten  Geraden  oder 
harmonischen  Polaren  (Gemde^  deren  eine  durch  den  Pol 
der  andern  geht)  so  ausdrücken:  Conjugirte  Punkte  oder  har- 
monische Pole  (0,  R)  sind  mit  den  in  ihrer  geraden  Verbin- 
dungslinie liegenden  Punkten  des  Kegelschnitts  {R,  IC')  har- 
monisch ;  conjugirte  Gerade  sind  mit  den  durch  ihren  Schnitt- 
ponkt  gehenden  Tangeuten  des  Kegelschnitts  harmonisch. 
Offenbar  geht  von  jedem  Punkte  ein  Büschel  harmonischer 
Polarenpaare  aus,  und  in  jeder  Geraden  liegt  eine  Reihe  von 
Paaren  harmonischer  Pole.  Insbesondere  sind  conjugirte  Durch- 
messer conjugirte  Gerade  oder  harmoniscjie  Polaren  aus  dem 
Centrum;  und  ihre  Richtungen  sind  conjugirte  Punkte  in  der 
anendlich  entfernten  Geraden;  jene  sind  harmonisch  conjngirt 
zu  den  Asymptoten^  diese  zu  den  unendlich  entfernten  Punk- 
ten des  Kegelschnitts. 
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Aufg.  1.  Wenn  durch  einen  Punkt  eine  Parallele  za  einer 
Asymptote  einer  Hyperbel  oder  zum  Durchmesser  einer  Parabel 
gezogen  wird,  so  halbirt  die  Curve  die  in  ihr  gemessene  Strecke 
zwischen  dem  Punkte  und  seiner  Polare.  Denn  R*'  ist  in  imend- 
licher  Entfernung,  also  i^  die  Mitte  von  OB* 

Äufg.  2.  Wenn  durch  einen  Punkt  eine  Sehne  parallel  zu  seiner 
Polare  gezogen  wird,  so  ist  dieselbe  in  ihm  halbirt.  Denn  R  ist 
unendlich  entfernt  und  daher  0  die  Mitte  von  B'B". 

Äufg.  3.  Das  Centrum  ist  derjenige  Punkt,  dessen  Polare  tm- 
endlich  entfernt  ist.  Denn  wenn  die  Polare  von  0  unendlich  ent- 
fernt ist,  so  schneidet  jede  durch  0  gehende  Sehne  sie  in  unend- 
licher Entfernung  und  wird  also  in  0  halbirt. 

Äufg,  4.  Jeder  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  kann  als  die 
Polare  eines  unendlich  entfernten  Punktes  angesehen  werden,  in 
welchem  seine  Ordinaten  sich  schneiden.  Denn  sobald  der  feste 
Punkt  selbst  in  unendlicher  Ferne  liegt,  so  werden  die  durch  ihn 
gehenden  Sehnen  parallel  und  in  seiner  Polare  halbirt.  Die  Oleichang 
der  Polare  eines  Punktes  (Art.  106) 

(a,  ja? + a^^y+  ai3)+(öi2^+  «22^+^23)  ^  +(«i3^+«23y+«33)^ = 0 

bestätigt  dies,  denn  liegt  xf^m  unendlicher  Feme  auf  der  Ge- 
raden tny  ^==  nx^  so  ist  y  :x'  =  n  :  m  und  x'  unendlich  gross  zu 
setzen,  und  die  Gleichung  der  Polare  wird 

m  (a„  X  +  a^^y  +  a^^)  +  n  (ajja;  +  a^^y  +  ajg)  =  0, 

d.  h.  zur  Gleichung  des  zu  my  «=  nx  conjugirten  Durchmessers. 
(Art.  100.) 

Äufg.  5.  Das  Segment  auf  einer  Parallelen  zur  Polare  eines 
Punktes^  welches  zwischen  den  von  ihm  aus  an  die  Curve  gehen- 
den Tangenten  liegt,  wird  von  dem  nach  ihm  gehenden  Durch- 
messer halbirt.  Denn  wenn  im  zweiten  der  vorausgeschickten  SStze 
die  eine  der  durch  den  Punkt  gezogenen  Geraden  ein  Durchmesser 
ist,  so  ist  die  andere  dem  ihm  conjugirten  Durchmesser  parallel, 
und  die  Polare  jedes  Pimktes  in  einem  Durchmesser  ist  parallel 
zum  conjugirten  Durchmesser. 

Äufg.  6.  Die  Asymptoten  bilden  mit  jedem  Paar  conjugirter 
Durchmesser  ein  harmonisches  Büschel  und  der  zwischen  ihnen  lie- 
gende Abschnitt  einer  Tangente  wird  im  Berührungspunkt  halbirt 
Denn  dies  entspricht  dem  zweiten  der  obigen  SStze  für  den  Punkt 
als  Centrum.    (Art.  204.) 

295.  Weit  zahlreicher  sind  die  Sätze ^  welche  aus  den 
Eigenschaften  vom  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  und 
von  vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts  hervorgehen.^^)  Denn 
von  den  vier  Funkten  der  Curve  können  wir  einen  oder  zwei 


Doppelverhältnifisgleichheiten.    295.  359 

im  unendlichen  denken^  und  der  Scheitel  des  Büschels  kann 
selbst  unendlich  entfernt  sein,  oder  er  kann  mit  einem  der 
vier  Punkte  zusammenfallen,  so  dass  einer  der  Strahlen  zur 
Tangente  des  Kegelschnitts  in  diesem  Punkte  wird;  endlich 
kann  aber  das  Doppelverhältniss  des  Büschels  auf  einer  belie- 
bigen Geraden  gemessen^  und  diese  kann  insbesondere  parallel 
zu  einem  der  Strahlen  des  Büschels  gewählt  werden,  so  dass 
das  Doppelyerhältniss  sich  auf  ein  einfaches  V erhaltniss  redu- 
cirt.  Aehnlich  bei  dem  Doppelverhältniss  von  vier  Tangenten. 
Wir  zeigen  zuerst  die  beiden  Fundamentaleigenschaften  als 
Eigenschaften  Ton  Sechsecken  und  Sechsseiten  auf^  welche 
Yon  der  Kegelschnittstheorie  unabhängig  sind.  In  den  folgen- 
den Aufgaben  über  specielle  Fälle  sodann  geben  wir  nur  die 
Lage  des  Büschels  oder  der  Reihe^  die  Transversale  oder  den 
PuDkt,  an  welchen  das  Doppelverhältniss  gemessen  wird  und 
den  resultirenden  Satz  an^  und  überlassen  die  nähere  Nach- 
weisung seiner  Beziehung  zum  allgemeinen  Grundgesetz  dem 
Leser  zur  Uebung.  Die  Aufgaben  3  bis  11  gehören  zu  dem 
Satz  vom  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  ^  12  bis  16  zu 
dem  vom  Doppelverhältniss  von  vier  Tangenten. 

Äufy.  1 .  Wenn  von  sechs  Punkten  Ä,  B,  C,  2>,  JEJ,  F  irgend 
vier  C^  D,  Ey  F  mit  den  beiden  übrigen  Ä,  B  Büschel  von  glei- 
chem Doppelverhältniss  bestimmen,  so  thun  dies  jede  vier  mit  den 
übrigen  zwei.'') 

Wir  beweisen  zuerst,  dass 
^.^^  die  Voraussetzung 

.>^?/'^\v^^^  {a,gbef}={b,cdef} 

^.-;^-^7>^^^'-X\ TN,.  ^^^^^^.  die  Folge  nach  sich  zieht, 

':'^;>"  Ky><  %  \^   ^^-^.  dass 

^-<ir. _^_ _^.-_...^_ I  aABEF}={D.ABEF} 

ist.  Nennen  wir  die  Durchschnitte  der  geraden  Linie  EF^  welche 
die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Gruppen  GDEF  und  ABEF 
Yerbindet,  mit  den  Gegenseitenpaaren  des  Vierecks  ÄBCD,  näm- 
lich BC,  AD;  CA,  BD-,  AB,  GD  respective  G,  G';  H,  H-,  K,  JT, 

60  folgt  aus  {A  .  GDEF}  =  {b  .  GDEF)  die  Relation 

{hG'EF}  =  {GITEF)     oder     {hGEF}  =  {G'ITEF} 

und  daher  {G  .  ABEF}  =  {d  .  ABEF},  In  derselben  Art  er- 
giebt  sich  der  Beweis  für  die  übrigen  fünf  Fälle,  in  welchen  bei' 
den  Gruppen  zwei  Punkte  gemeinsam  angehören.  Für  die  acht  Fälle, 
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in  welchen  dieselbe^i  drei  gemeinsame  Punkte  enthalten,  folgt  aber 
der  Satz  hieraus  ohne  weiteren  Beweis. 

Aufg.  2.  Wenn  von  sechs  Geraden  irgend  vier  mit  den  bei- 
den übrigen  Punktreihen  von  gleichem  Doppelverhältniss  bestimmen, 
so  thun  es  jede  vier  mit  den  übrigen  zwei. 

Der  Beweis  entspricht  dem  Vorigen  genau  nach  dem  Prineip 
der  Dualität.  Die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon ,  von  Steiner  etc. 
gelten  und  beweisen  sich  unabhängig  von  den  Kegelschnitten  all- 
gemein für  solche  Figuren  aus  sechs  Punkten  oder  aus  sechs  Geraden. 

Aufg.  3.  {A  .  ACBD)  =  {b  .  AGB  DJ.  Wenn  man  diese 
Doppel  Verhältnisse  durch  die  Segmente  der  Linie  CD  misst,  die 
von  den  Tangenten  in  A  und  B  respective  in  T,  T'  und  von  der 

Sehne  AB  in  K  geschnitten  wird,  so 

sind  sie  {TCKD}  =  {äTCT'D},  d.h. 
wenn  eine  Sehne  CD  zwei  Tangenten 
in  T,  T'  und  ihre  Berührungssehne  in 
K  schneidet,  so  ist  immer 

KD  .TK.  er  —  CK .  KT' .  TD, 


Natürlich  ist  bei  Aufstellung  der  Dop- 
pelverhältnisse sorgfältig  darauf  zu  ach- 
ten, dass  die  entsprechenden  Strahlen 
und  die  zugehörigen  Punkte  der  Reihen 
in  gleicher  Ordnung  folgen. 
^  Aufg,  4.   Wenn  T  und  T'  zusam- 

menfallen, so  wird  KD  .  CT  =  ^  CK ,  TD;  d.  h.  jede  durch 
den  Schnittpunkt  von  zwei  Tangenten  gehende  Sehne  wird  von 
der  Berührungssehne  harmonisch  getheilt. 

Aufg,  5.    Ist  T'  unendlich  entfernt  oder  CD  parallel  FT\ 

so  erhält  man  YK^  =  TC .  TD. 

Aufg,  6.    Ist  einer  von  den  vier  Punkten  des  Kegelschnitts 

unendlich  entfernt,  so  ist  \0  ,  ABC oo}  constant.  Misst  man 
dann  dieses  Doppelverhältniss  auf  der  Geraden  Coo,  und  schnei- 
den OAj  OB  dieselbe  in  A\  B*  respective,  so  reducirt  sich  das 
Doppelverhältniss  auf  A'C  :  B!  C^  und  wir  erhalten  den  Satz :  Wenn 
zwei  feste  Punkte  A,  B  einer  Hyperbel  oder  Parabel  mit  einem 
veränderlichen  Punkte  0  derselben  Curve  verbunden  werden,  und 
die  Verbindungslinien  eine  feste  die  Curve  in  C  schneidende  Par- 
allele zu  einer  Asymptote  (bei  der  Hyperbel)  oder  einem  Durch- 
messer (bei  der  Parabel)  in  Punkten  AB!  schneiden,  so  ist  das 
Verhältniss  ÄC :  B>Cy  d.  h.  das  Verhältniss  der  von  diesen  bis 
zur  Curve  gemessenen  Abschnitte  constant. 

.Aufg.  7.  Wenn  man  dasselbe  Doppelverhältniss  auf  einer  andern 
Parallelen  misst,  so  erfährt  man,  dass  die  geraden  Verbindungs- 
linien von  drei  festen  Punkten  einer  Hyperbel  oder  Parabel  mit 
einem  veränderlichen  Punkte  derselben  von  einer  festen  Parallelen 
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za  einer  Asymptote  oder  einem  Durcbmesser  in  Punkten  Ä,  B^  C 
80  geschnitten  werden,  dass  AB  \  AC  constant  ist. 

Aufg.  8.  Setzen  wir  in  der  Aufg.  6  voraus,  dass  die  geraden 
Linien,  welche  die  Punkte  A ,  B  mit  einem  vierten  Punkte  Cf  ver- 
binden, den  Strahl  Coo  in  Ä',  B!'  schneiden,  so  ist 

ÄBf',Ä'Il'=^ÄCxÄ'C, 
wird  nun  auch  noch  der  Punkt  0  in  unendlicher  Entfernung  ge- 
dacht, so  dass  die  gerade  Linie  Coo  eine  Asymptote  wird^  so  wird 
das  Yerhftltniss  ÄBl  :  Ä' B!'  der  Einheit  gleich,  und  wir  erhal- 
ten den  Satz :  Wenn  in  einer  Hyperbel  zwei  feste  Punkte  mit  einem 
veränderlichen  Punkte  verbunden  werden,  so  bestimmen  die  Ver- 
bindungslinien in  jeder  Asymptote  einen  Abschnitt  von  unveränder- 
licher Länge.    (Art.  207,  Aufg.  1.) 

Aufg.  9.  {A  .  AjBCoo}  =  {jB  .  ABCoo).  Werden  diese 
Doppel  Verhältnisse  auf  der  geraden  Linie  Ooo  gemessen,  und  schnei- 
den die  Tangenten  in  A  und  B  dieselbe  in  a^  &,  die  Berührungs- 
sehne AB  aber  in  Ä",  so  ist  aO  \  KC  =  KC :  hC,  Wenn  also 
eine  Parallele  zu  einer  Asymptote  einer  Hyperbel  oder  zum  Durch- 
messer einer  Parabel  zwei  Tangenten  und  «ihre  Berührungssehne 
schneidet,  so  ist  der  Abschnitt  zwischen  Curve  und  Berührungs- 
sehne das  geometrische  Mittel  zwi- 
schen den  Abschnitten  von  der  Curve 
zu  den  Tangenten.  Oder  umge- 
kehrt: Wenn  eine  gerade  Linie  ah 
von  fester  Richtung  die  Seiticn  eines 
■cc  Dreiecks  in  Punkten  a,  &,  JT  schnei- 
det,  und  ein  Punkt  C  in  ihr  so 

bestimmt  wird,  dass  CK  =Ca .  Cb 
ist,  so  ist  der  Ort  von  C  eine  Para- 
bel, wenn  Ch  der  Halbirungslinie  der- Basis  des  Dreiecks  parallel 
ist  (Art.  219),  und  sonst  immer  eine  Hyperbel,  deren  eine  Asymp- 
tote m  ah  parallel  ist. 

Aufg,  10.  Sind  zwei  von  den  festen  Punkten  unendlich  ent- 
fernt, so  hat  man  z.  B.  {oc  .  AB oooo'}  =  {cx)'.  ABoooo'}  und 

Q  die  geraden  Linien  oocx),  (»'ex/  sind 

die  beiden  Asymptoten,  (X)  cx)'  aber  ist  die 
unendlich  ferne  gerade  Linie  selbst.  Misst 
man  diese  Doppelverhältnisse  auf  dem 
Durchmesser  OA,  und  wird  diese  Linie 
von  den  Parallelen  zu  den  Asymptoten 
Boo^  Boo'  in  a^  a  geschnitten,  so  ist 
AO:  aO=  aO :  AO,  d.h.  Parallelen 
zu  den  Asymptoten,  die  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  einer  Hyperbel  gezogen  werden,  bestimmen  in  einem 
Halbdorchmesser  vom  Centrum  aus  gemessene  Segmente,  die  diesen 
selbst  zur  mittleren  geometrischen  Proportionale  haben. 
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Wenn  daher  umgekehrt  durch  einen  festen  Punkt  0  eine  ge- 
rade Linie  gezogen  wird,  die  zwei  festen  vom  Punkt  B  ausgehen- 
den Strahlen  in  den  Punkten  a,  a  begegnet,  so  ist  der  Ort  eines 
Punktes  Ä  auf  ihr,  dessen  Abstand  von  0  das  geometrische  Mittel 
zwischen  Oa  und  Oa  ist,  eine  Hyperbel,  die  den  Punkt  0  zum 
Centrum  und  ihre  Asymptoten  parallel  den  festen  Strahlen  Ba^ 
Ba   hat 

Äufg.  11.     {(X) .  .4-Bcx)(X)'}  =  {oo' .  ÄBoooo'}. 

Werden  die  Segmente  in  den  Asymptoten  gemessen,  so  er- 
halt man  aO  :  h 0  =i  h' 0  :  a  0 ^  oder  das  Rechteck,  welches  von 
den  durch  irgend  einen  Punkt  der  Curve  gezogenen  Parallelen  zu 

den  Asymptoten  gebildet  wird, 
ist  constant.   (Art.  207.) 

Äufg.  12.  Die  Eigenschaft 
vom  Doppelverhältniss  von  vier 
Tangenten  nimmt  eine  sehr  ein- 
fache Form  an  im  Falle  der  Pa- 
rabel, wo  eine  der  Tangenten 
ganz  in  unendlicher  Entfernung 
ist:  Drei  feste  Tangenten  einer 
Parabel  schneiden  jede  vierte 
Tangente  derselben  in  Punkten  Ä^  B^  C  so,  dass  AB  :  AC  con- 
stant ist.  Fallt  die  veränderliche  Tangente  der  Reihe  nach  mit 
jeder  der  gegebenen  Tangenten  zusammen^  so  erhalten  wir  den  Satz 

pQ  :  QR  =  BP:Pq'=  Qr  :  rP. 

Aufg,  13.  Die  vorige  Eigenschaft  der  Parabel  führt  zu  einer 
interessanten  Construction  des  Krümmungscentrums  für 
die  Kegelschnitte.  Denn  nach  Art.  189  gilt  für  die  Normalen 
in  den  Punkten  P,  P'  eines  Kegelschnitts,  welche  die  Axen  des- 
selben in  JV,  N'  und  N*^  N*'  respective  schneiden,  die  Relation 
PN :  PN*  =  PN'  :  P'N*\  d.  h.  zwei  Normalen  eines  Ke- 
gelschnitts, die  ihre  Fusspunkte  verbindende  Sehne 
und  die  beiden  Axen  desselben  sind  fünf  Tangenten 
einer  Pa rab el.^^)  Daraus  entspringen constructive Lösungen  man- 
cher Aufgaben.  Ist  der  Kegelschnitt  insbesondere  eine  Parabel, 
so  sind  zwei  Normalen  und  die  Sehne  ihrer  Fusspunkte  zusammen 
mit  der  Axe  der  Parabel  Tangenten  einer  Parabel,  die  letztere 
insbesondere  die  Tangente  im  Scheitel  derselben. 

Lässt  man  dann  die  Punkte  P,  P'  zusammenfallen,  so  bil- 
den die  Axen  des  Kegelschnitts,  die  Tangente  und  Nor- 
male in  P  Tangenten  derselben  Parabel,  und  nach  Art. 
254  ist  der  Berührungspunkt  derselben  in  der  Normale 
das  Krümmungscentrum  für  den  Punkt  P.  Jede  Art  der 
Anordnung,  in  welcher  man  die  Normale  als  ein  Paar  Nachbar- 
Seiten  und  die  Axen,  die  Tangente  und  die  unendlich  ferne  Gerade 
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als  die  vier  übrigen  Selten  eines  Brianchon'schen  Sechsseits  bezeich- 
nen kann,  fUbrt  auf  eine  bequeme  Construction  des  Krümmungs- 
cenimms. 

Aufg.  14.  Für  P  als  einen  Punkt  der  Parabel,  N  und  T  als 
die  Schnittpunkte  seiner  Normale  und  Tangente  mit  ihrer  Axe  er- 
geben sich  die  folgenden  Constructionen  des  entsprechenden  Erüm- 
mongscentrums  K\  1)  Man  zieht  TO  und  NO  respective  parallel 
zur  Axe  und  Tangente;  OK  normal  zur  Axe.  2)  Man  zieht  PQ 
und  TQ  normal  zur  Axe  und  zur  Tangente,  so  ist  QK  parallel 
zor  Axe.  3)  Ziehe  TR  und  NIt  normal  zur  Tangente  und  zur 
Axe,  RK  parallel  zur  Tangente. 

Aufg.  15.  Wenn  wir  annehmen,  dass  zwei  von  den  vier  festen 
Tangenten  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  einander  parallel  sind  und 
die  verSnderliche  Tangente  nach  einander  mit  beiden  zusammen- 
fallen lassen,  so  ist  im  ersten  Falle  das 
Yerhältniss  Ah  :  Ac  und  im  zweiten 
Dc:Dh']  daher  ist  das  Rechteck  ii&.2>  6' 
constant. 

Aus  dem  Gesetz  vom  Doppelver- 
bältniss  von  vier  Punkten  leitet  man 
ab,  dass  die  geraden  Linien,  welche  die 
Punkte  A ,  D  mit  einem  beliebigen  Punkte  0  der  Curve  verbinden, 
die  parallelen  Tangenten  in  Punkten  &,  V  schneiden,  für  welche 
das  Bechteck  Ah  .  Dh'  gleichfalls  constant  ist. 

Aufg,  16.  Wenn  man  die  Asymptoten  einer  Hyperbel  und 
zwei  beliebige  Tangenten  derselben  und  die  von  ihnen  auf  den 
Asymptoten  selbst  bestimmten  Doppel verh&ltnisse  betrachtet,  so 
entspringt  für  0  als  das  Centrum  und  a,  a  ;  &,  h'  als  die  Schnitt- 
punkte der  respectiven  Tangenten  mit  den  beiden  Asymptoten  die 
Relation  Oa  .  Oa  =  Oh  .Oh\  d.  h.  das  Bechteck  der  Segmente 
ist  constant,  welche  eine  Tangente  der  Hyperbel  auf  den  beiden 
Asymptoten  derselben  vom  Centrum  aus  bestimmt. 

296.     Wir  geben  femer  eine  Reihe  von  Problemen,  die 

mit  Hilfe  der  Eigenschaften  vom  Doppelverhältniss  Ton  vier 

Punkten  respective  Tangenten  gelöst  werden. 

Aufg*  1 .  Man  soll  MacLaurin's  Methode  der  Erzeugung  der  Ke- 
gelschnitte beweisen,  bei  welcher  ein 
Kegelschnitt  als  der  Ort  der 
freienEcke  Feines  Dreiecks 
gefunden  wird,  dessen  Sei- 
ten sich  um  die  festen  Punkte 
AyBj  Cdrehen,  während  zwei 
seiner  Ecken  sich  in  den 
festen  geraden  Linien  Oa,Oh 
bewegen. 

Wenn   vier   solche   Dreiecke 
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abVy  ab'V\  a"b"V'\  a'V'Y^'  yeneichnet  sind ,  so  ergiebt  sich 
ans  der  Identität  der  Büschel  (Ca aV'a")  nnd  (C. 6 6' 6" O  die 

Belation  \adadf  =  {&&'&" 6'"}  nnd  daher  anch 

{A.add'd")  =  {5  .6 6' 6" 6'"} 

oder  {a  .  yy'Y'T")  =  {b  .  YYr'T''}, 

d.  h.  die  Punkte  A,B,Y,Y\  F",  7"  liegen  in  demselben  Kegel- 
schnitt.  Wenn  die  ersten  drei  Lagen  des  beweglichen  Dreiecks 
fest  sind,  so  ist  der  Ort  von  Y"  der  dnrch  die  Pnnkte  A,  5, 
F,  F',  Y"  gehende  Kegelschnitt.  Oder  in  Worten :  Die  StraLlen- 
büschel  aus  A  nnd  B  sind  projectivisch  mit  einander,  weil  sie 
beide  mit  dem  Strahlenbttschel  aus  C  projectivisch  sind ;  daher  ist 
der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  ein  durch  A 
und  B  gehender  Kegelschnitt    (Art  293;  vergl.  Art.  47,  3.) 

Aufg,  2.  Wenn  vier  Punkte  A,  D^  Fy  B  eines  Kegelschnitts 
und  zwei  feste  Gerade  DC^  DE  aus  einem  derselben  gegeben  sind, 

so  soll  die  Enveloppe  der  Sehq^  CE  bestimmt 
werden,  welche  die  ferneren  Schnittpunkte  die- 
ser Geraden  mit  der  Curve  begrenzen. 

Die  Ecken  des  Dreiecks  CEM  bewegen 
sich  in  den  festen  Geraden  DC,  DE^  NL  und 
zwei  seiner  Seiten  gehen  durch  die  festen  Punkte 
By  F\  daher  umhüllt  die  dritte  Seite  einen 
Kegelschnitt,  der  von  den  Geraden  DCyBE 
berührt  wird.  Dies  entspricht  nach  dem  Prin- 
^£  cip  der  Dualität  der  Erzeugungsmethode  von 
Mac  Laurin. 

Aufg.  3.  Wenn  vier  Punkte  A^ByD^E  eines  Kegelschnitts 
und  zwei  Gerade  AFy  CD  aus  zweien  derselben  gegeben  sind, 
so  geht  die  durch  ihre  ferneren  Schnittpunkte  mit  der  Curve  be- 
stimmte Sehne  durch  einen  festen  Punkt.  (Vergl.  Art.  283.) 

Denn  das  Dreieck  OFM  hat  zwei  Seiten,  welche  durch  die 
festen  Punkte  By  E  gehen,  und  seine  Ecken  bewegen  sich  auf  den 
festen  und  in  einem  Punkt  sich  schneidenden  Geiuden  AFy  (7D, 
NL'y  daher  geht  CF  durch  einen  festen  Punkt.  (Dies  entspricht 
nach  dem  Princip  der  Dualität  dem  Satze  der  Aufg.  2  im  Art  47.) 
An  späterer  Stelle  führen  wir  beide  letztere  Sätze  auf  andere  wohl- 
bekannte zurück.    (Art.  418,  6.) 

Aufg,  4t.  Chasles^^)  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
der  Beweis  in  der  Aufg.  1  noch  anwendbar  ist,  wenn  die  Seite 
ah,  anstatt  durch  einen  festen  Punkt  C  zu  gehen,  einen  Kegel- 
schnitt berührt,  der  <Ue  geraden  Linien  Oa,  05  zu  Tangenten  hat 
Denn  dann  schneiden  irgend  vier  Lagen  der  Seite  ah  diese  Tan- 
genten Oa,  05  so,  dass  {add'd"}  =  {hh'h'h'")  ist  (Art.  292), 
und  die  Fortsetzung  des  vorigen  fieweises  bleibt  bestehen. 
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A  A'JT  A' 


es  ist  aber 
und 


Aufg.  5.  Die  Methode  der  Erzeugung  der  Kegelschnitte  von 
Newton  zu  beweisen:  Zwei  Winkel  Ton  constanter  Grösse  drehen 

sich  um  ihre  festen  Scheitel  P  und  Q, 
und  der  Schnittpunkt  des  einen  Paa- 
res ihrer  Schenkel  durchläuft  eine  ge- 
rade Linie  AA'  \  dann  ist  der  Ort  des 
Schnittpunktes  Y  ihrer  andern  Schen- 
kel ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die 
beiden  Punkte  P  und  Q  hindurchgeht. 
Denn  sind,  wie  vorher,  vier  Lagen  der 
sich  drehenden  Winkel  gegeben,  so  ist 

{P.AA'Ä'Ä''}  =  {Q.AÄÄ'Ä"}', 

{p .  AÄÄ'Ä"}  =  {p .  vrvr''} 

{q  .  AÄÄ'Ä")  =  {q  .  YTT'  r"} , 

weü  die  entsprechenden  Winkel  beider  Büschel  übereinstimmen. 

Also  ist  {f.  YY'Y^Y'"}  =  {Q.  YY'Y"r"\,  und  der  Ort  von 
F'"  ist  wie  vorher  ein  durch  P,  Q,  F,  Y\  F"  gehender  Kegel- 
schnitt. 

Aufg.  6.  Chasles  hat  auch  diese  Methode  dadurch  erwei- 
tert, dass  er  den  Punkt  A  anstatt  in  einer  geraden  Linie  in  einem 
durch  die  Punkte  P  und  Q  gehenden  Kegelschnitt  bewegt  denkt; 

denn  auch  dann  ist  immer  {P .  AÄA'Ä'f  =  {q  .  AA'A"Ä"}. 

Aufg.  7.  Der  Beweis  bleibt  auch  noch  derselbe,  wenn  an- 
statt der  ün Veränderlichkeit  der  Winkel  APY^  AQY  festgesetzt 
wäre,  dass  dieselben  in  festen  geraden  Linien  constante  Abschnitte 
bestimmen;   denn  auch  dann  gälte  die  Gleichheit  der  Doppelver- 

hältnisse  {P.AÄÄ'Ä"}  =  {P.  YY^W"}  ,  weil  beide  Büschel 
in  einer  festen  geraden  Linie  Abschnitte  von  derselben  Länge  be- 
stimmen. Wenn  also  die  Basis  eines  Dreiecks  und  der  von  den 
Seiten  desselben  in  irgend  einer  festen  geraden  Linie  bestimmte 
Abschnitt  gegeben  sind ,  so  ist  der  Ort  der  Spitze  ein  Kegelschnitt. 

Aufg.  8.  Die  Ecken  von  zwei  demselben  Kegel- 
schnitt umgeschriebenen  Dreiecken  ABCy  DEF  sind 
sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts. 

Denn  die  geraden  Linien  AB^AC^ 
DE^  DF  bestimmen  in  den  beiden 
andern  BC  und  EF  Punktreihen  von 
gleichem  Doppelverhältniss 

{BCKL}  =  {aHEF}; 

also  ist  auch 


oder  {C.BCEF} 


{d.bckl}  —  {a.ohef} 

{A.BCEF} ,  was  den  Satz  beweist. 
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Ebenso  beweist  man  den  Satz:  Die  Seiten  von  zwei  dem- 
selben Kegelschnitt  eingeschriebenen  Dreiecken  sind 
sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts. 

Die  Aufsuchung  und  den  Beweis  anderer  den  vorher  entwickel- 
ten Eigenschaften  nach  dem  Princip  der  Dualität  entsprechender 
Sfttze  überlassen  wir  dem  Leser. 

Äufg.  9.  Das  Doppelverhältniss  von  vier  Durchmessern  eines 
Kegelschnitts  ist  dem  der  respective  conjugirten  Durchmesser  gleich. 
Die  conjugirten  Durchmesser  bilden  zwei  projectivische  Büschel  aus 
dem  Centrum  als  dem  gemeinsamen  Scheitel ,  oder  die  Richtungen 
der  Paare  conjugirter  Durchmesser  bilden  zwei  projectivische  Reihen 
in  der  unendlich  entfernten  geraden  Linie.  Denn  nach  Art  187 
ist  jedes  Paar  von  conjugirten  Durchmessern  einem  Paar  von  Supple- 
mentarsehnen  parallel;  und  das  Doppel  verhältniss  von  vier  aus  einem 
Punkte  der  Curve  gezogenen  Sehnen  dem  Doppelverhältniss  ihrer 
Supplementarsehnen  gleich.  Es  ist  ein  Specie^all  des  allgemeinen 
Satzes  in  Art.  303,  16  oder  in  Art.  329,  2. 

Aufg.  10.  Ein  Kegelschnitt  ist  einem  gegebenen  Viereck  um- 
geschrieben ;  man  soll  den  Ort  seines  Centrums  bestimmen.  (Vergl. 
Ai-t.  113,  Aufg.  3.) 

Denkt  man  Durchmesser  des  Kegelschnitts  nach  den  Mittel- 
punkten der  Seiten  des  Vierecks  gezogen,  so  ist  ihr  Doppelver- 
hältniss  dem  ihrer  respective  conjugirten  gleich  und  daher  con- 
stant ,  weil  diese  den  zugehörigen  Seiten  des  Vierecks  parallel  sind. 
Der  fragliche  Ort  ist  daher  ein  durch  die  Mittelpunkte  der  gege- 
benen Seiten  gehender  Kegelschnitt.  Da  aber  das  betrachtete  System 
drei  Kegelschnitte  enthält,  welche  in  Paare  von  geraden  Linien 
degenerirt  sind,  nämlich  die  Gegenseitenpaare  und  das  Diagonalen- 
paar des  Vierecks,  so  sind  die  Durchschnittspunkte  der  Gegen- 
seitenpaare und  der  Diagonalen  gleichfalls  Punkte  des  Ortes,  und 
es  liegen  also  diese  mit  den  Seitenmitten  auf  einem  Kegelschnitt 

297.  Wenn  man  den  Kegelschnitt  als  Erzeugniss  von  zwei 
projeeti vischen  Büscheln  betrachtet  und  mit  seiner  Gleichung 
die  einer  Geraden  S|  a:^  -f"  ^2^2  4"  Sa^a  =  ^  verbindet,  so  er- 
hält man  die  Bestimmung  der  Schnittpunkte  von  beiden,  wenn 
man  zwischen  den  Gleichungen 

a*  +  t6«  =  0,    ai  +  ifcfei  =  0,    l^x^  +  l^x^  +  ^^x^  =  0 
die  Coordinaten  Xi  eliminirt.    Man  erhält  zur  Bestimmung  der- 
jenigen Werthe  von  Ä,  welche  den  Schnittpunkten  entsprechen, 
die  Bedingung 

=0,      • 


a, 

+  U„ 

Oj  +  Äfej, 

O3  +  **3 

a' 

,+Ä6'„ 

a2+hb\, 

«'s+^^'s 

l^       , 

1.      , 

U 
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oder  in  entwickelter  Form  die  Gleichung  der  Schnittpunkte 
U+  2kV  +  Ä«  Pr=  0,  wenn  wir  durch  U,  F,  W  Polynome 
ersten  Grades  in  1,,  ^^y  Ss  bezeichnen  ^  nämlich 

61(0203'—  «2 «3)  +  S2(«3«i'—  «3'«i)  +  53(0102'—  «i'öf2)  ^  ^} 
e,  (6, 63'  -  6;  63)  +  I2  ih  W  -  h'  61)  +  S3  (61 W  ~  6/  62)  =  w, 

ll  («2  V+  ^2  «3'—  fhh  —  V«3)  +  62  («3  *l'+  ^3  «/—  «s'^l  —  ^3'«i) 

+  53(^1  W  +  *i  «2'—  ^i'*2—  ^i'«i)  =  2  F. 
Aus  dieser  Gleichung  ergeb.en  sich  zwei  Werthe  Von  k  zur 
Bestimmung  der  fraglichen  Punkte.  Soll  die  betrachtete  Ge- 
rade eine  Tangente  der  Curye  sein^  so  müssen  beide  Schnitt- 
punkte zusammenfallen ;  die  zur  Bestimmung  von  k  dienende 
Gleichung  muss  also  zwei  gleiche  Wurzeln  haben  ^  d.  h.  es  gilt 
die  Relation  UW^^V^.  Diese  Gleichung  wird  durch  die  Coor- 
dinaten  |j  aller  Tangenten  der  Curve  erfüllt  und  ist  daher  die 
schon  im  Art.  113  gefundene  Gleichung  der  Curve  in  Linien- 
coordinaten  oder  ihre  Tangentialgleichung.  Sie  ist  in  den  1,- 
vom  zweiten  Grade,  d.  h.  die  Curve  zweiter  Ordnung 
ist  im  Allgemeinen  immer  auch  von  der  zweiten 
Classe  (Art.  106).  Wenn  man  auf  ihre  Form  die  vorigen 
Betrachtungsweisen  anwendet;  so  sieht  man,  dass  U=>0,  W=^0 
die  Gleichungen  von  zwei  Punkten  der  Curve  sind,  während 
F  =»  0  den  Schnittpunkt  der  zugehörigen  Tangenten  oder  den 
Pol  der  Verbindungslinie  jener  Punkte  darstellt.  Jene  zwei 
sind  die  Schnittpunkte  der  Strahlenpaare  -4,  =  0,  -4,'  =  O4 
A^  =  0,  A2  =*  0  respective. 

298.  Von  dem  Gesetz  des  vorigen  Art.  existiren  zwei  Aus- 
nahmefölle:  Es  giebt  einen  Ort  zweiter  Ordnung,  der 
nicht  von  der  zweiten  Classe  ist,  und  eine  £nve- 
loppe  zweiter  Classe,  die  nicht  von  der  zweiten  Ord- 
nung ist.  Wenn  die  beiden  erzeugenden  projectivischen 
Büschel  einen  Strahl  entsprechend  gemein  haben,  so  dass  z.  B. 
die  entsprechenden  Strahlen  -4=0,  -4'= 0  sich  decken,  so  neh- 
men die  Gleichungen  der  beweglichen  Strahlen  beider  Büschel 
die  specielle  Form  an  J.  +  Ä;B  =  0,  A  -j-  kB'  =*  0,  und  die 
Elimination  von  k  liefert  für  den  Ort  der  Schnittpunkte  ent- 
sprechender Strahlen  die  Gleichung  A{B'  —  2^«=0.  Der 
Ort  ist  also  aus  zwei  geraden  Linien  zusammenge- 
setzt, die  durch  -4  «=  0  und  B'  —  J5  =  0  dargestellt  sind; 
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die  erste  ist  der  gemeinschaftliche  Strahl,  die  gerade  Linie  durch 
beide  Scheitel;  die  zweite  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  aller 
übrigen  entsprechenden  Strahlen:  die  Büschel  sind  in  per- 
spectiyischer  Lage.    (Art.  59.) 

Ganz  das  Analoge  entspringt  aus  der  Voraussetzung,  dass 
in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  von  zwei  projectivischeB 
Reihen  zwei  entsprechende  Punkte  derselben  vereinigt  sind. 
Die  Reihen  selbst  sind  dann  in  der  Form 

A  +  AB«=0,    A  +  AB'  =  0 
darstellbar,  und  der  erzeugte  Kegelschnitt  ist  in 

A(B'  — B)  =  0 

gegeben.  Er  besteht  also  aus  zwei  Punkten,  dem  ge- 
meinsamen sich  selbst  entsprechenden  Punkte  A  =-0,  und  dem 
Punkte  B'  —  B  =  0,  in  welchem  die  Verbindungslinien  aller 
andern  entsprechenden  Punktepaare  zusammenlaufen.  Die 
Punktreihen  sind  in  perspectivischer  Lage.  Für  ein 
Paar  von  Geraden  ACE,  BDF  und  für  ein  Paar  von  Punk- 
ten ace^  bdf  bestehen  die  Relationen  von  Pascal  und  Brian- 
chon  respective  fort.  (Art.  284,  1.) 

299.  Die  grosse  Bedeutung,  welche  nach  den  Ergebnissen 
der  vorigen  Art.  die  Lehre  von  den  projectivischen  Punktreiben 
und  Strahlbüscheln  für  die  verschiedensten  Theile  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  offenbar  besitzt,  führt  uns  auf  diese  Gmnd- 
gebilde  selbst  zurück.  Die  gründliche  Untersuchung  der  Ele- 
mentargebilde, aus  welchen  die  Kegelschnitte  entstehen,  wird 
die  der  letzteren  erleichtem. 

In  projectivischen  Büscheln  oder  Reihen  entspricht  einem 
Punkte  oder  Strahl  im  einen  ein  Punkt  oder  Strahl  im  andern 
und  umgekehrt,  und  vier  entsprechende  Strahlen  oder  Punkte 
haben  in  beiden  gleiches  Doppelverhältniss.  Wie  aus  dem  ersten 
das  letztere,  so  folgt  auch  aus  diesem  jenes.  Aus  der  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  von  vier  Paaren  entsprechender 
Elemente  von  den  Parametern  Je,  k']  l,  V]  m,  m';  und  A,  k\ 
d.  i.  aus  ^ i    jc__^       A:' -  r  .  h'j^m' 

k  —  l'l  -m'^  Y^i  •  r  —  TO 

folgt  durch  Entwicklung  aXV  +  ^^  +  ^^'  +  <?«=0,  wo 
a,  hf  Cy  d  von  A;,  Z,  m,  h',  l\  tn  allein  abhängige  Gonstan- 
ten  sind.    Wir  denken  A,  k'  als  die  Parameter  oder  Theilver- 
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hältnisse  beweglicher  die  Büschel  oder  Reihen  beschreibender 
Elemeate  in  entsprechenden  Lagen  und  erhalten  aus  dieser  Glei- 
chung zu  jedem  Werlhe  von  A  den  entsprechenden  Werth  von 
X,  und  zwar  fQr  jeden  Werth  des  einen  nur  einen  bestimm- 
ten Werth  des  andern;  nämlich: 

Drei  Paare  entsprechender  Elemente  bestimmen  ebensowohl 
die  beiden  projectivischen  Elementarformen  (Art.  59)  als  auch 
diese  Gleichung;  als  welche  nur  drei  unbestimmte  Coefficien- 
ten  enthält  und  deren  Hauptcharakter  es  ist;  dass  sie  die  all- 
gemeinste Gleichung  vom  ersten  Grade  in  Bezug  auf  k  sowohl 
ak  auf  k'  ist  Man  kann  sagen:  Zwei  Reihen  von  Punk- 
ten oder  Büschel  von  Strahlen  oder  eine  Reihe  von 
Punkten  und  ein  Büschel  von  Strahlen,  die  in  einer 
algebraisch- geometrischen  Abhängigkeit  stehen, 
sind  projectivisch;  sobaldeinemElemente  des  einen 
nur  und  immer  ein  Element  des  andern  entspricht 
und  umgekehrt.  (Yergl.  hiermit  die  Hauptsätze  des  Art.  288 
und  292  und  weiterhin  Art.  301  und  302.) 

In  der  That,  das  Doppelverhältniss  von  vier  Elementen 
r— -r  •  T-~~r  bleibt  unverändert,  wenn  man  A,  A, ,  A.»,  A-  durch 
ihre  aus  der  obigen  Gleichung  entspringenden  Werthe 

_^A+J      _^Ji+l    etc 
aX  +  c'  oi,  +  c' 

ersetzt. 

Die  Elemente  lür  A'  = und  A  = entsprechen 

den  Elementen,  für  welche  respective  A  =  oo  oder  A'  =  cx) 

sind;  ebenso  A'  == und  A  = =-  denen  für  A  «s  0  oder 

'  c  0 

A'  =  0.  Diese  Coefficientenverhältnisse  bestimmen  also  die 
den  beiden  Fundamen tal-Elementen  jedes  Gebildes  entsprechen- 
den Elemente  des  andern.   Den  Werthen  A  «=  +  1  entspricht 

A>     =     ■'—•  r     ~  m      e  vC. 

Wird  das  erste  Paar  der  Fundamental-Elemente  einander 
entsprechend  gedacht,  so  ist  für  A  =  0  auch  A'  «» 0,  d.  h. 
d^O]  ebenso  bedingt  das  Entsprechen  des  zweiten  Paares  der- 

Salmon-Fiedlar,  mnal.  Oeom.  d.  Kegdtehn.    4.  Aofl.  24 
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selben  wegen  A'  =  cx>  für  A  <=  cx>  die  Relation  a  <=  0;  d.  h. 
jenen  Voraussetzungen  entsprechen  respective  die  beiden  ein- 
facheren Formen  der  Projectivitatsgleichung 

aXX'  +  bl  +  cX  =  0,    6A  +  cA'  +  d  =  0, 
oder  -^-|-— =  —  a,     6A  +  cA' =  — rf. 

*  Beide  Voraussetzungen  zugleich  geben  6A  +  cA'  =  0,  d.  h. 
A  :  A'  =  const.  Und  wenn  wir  die  Elemente  sich  verkehrt  ent- 
sprechen lassen  oder  A  =  0  für  A'  «=  cx>,  A'  =  0  für  A  =  oo 
machen ;  so  folgen  o  =  0  und  6  e»  0^  oder  die  Relation  der 
Projectivität  aAA'  +  <i=0,  d.h.  AA'<=  const.  Da  die  Werthe 
A  =  1 ,  A'  =  1  sich  entsprechen ,  wenn  a  +  fe  +  ^  +  ^='^ 
ist,  so  ist  dieses  für  projectivische  Punktreihen  die  Bedingung 
ihrer  Aehnlichkeit.  Für  Strahlbüschel  können  die  Fundamen- 
talstrahlen in  beiden  Büscheln  rechtwinklig  zu  einander  sein; 
denn  für  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Strahlen  des  einen 
Büschels  ist  das  Product  ihrer  Th  eil  Verhältnisse  gleich  —  1, 
so  dass  die  Theilverhältnisse  der  entsprechenden  Strahlen  des 

andern  Büschels T^~  y r"E~    *'^  Bedingung  ihrer 

Rechtwinkligkeit  die  quadratische  Gleichung  liefern 

ac-^-  od 

Sie  bestimmt  zwei  stets  reelle  Werthe  ^  die  den  beiden  ent- 
sprechenden Strahlen  des  orthogonalen  Paares  angehören;  d.  h. 
in  zwei  projectivischen  Strahlbüscheln  giebt  es 
immer  ein  und  nur  ein  Paar  von  entsprechenden 
rechten  Winkeln.  Nur  für  die  gleichzeitige  Erfiillung  von 
a2  +  62  =  c^  +  cP,  ac  +  bd  =  0,  d.  h.  für  a=±d,b^+e 
giebt  es  unendlich  viele  solcher  Paare ;  d.  h.  für  einstimmig 
gleiche  od6r  entgegengesetzt  gleiche  Büschel.  Solche  Büschel 
erzeugen  im  ersten  Falle  einen  Kreis ;  im  zweiten  eine  gleich- 
seitige Hyperbel. 

Äufg.  1.  Wenn  in  den  festen  Geraden  ^\Vi9  £2^2  zwei  pro- 
jectivische Reihen  gegeben  sind ,  so  soll  die  Enveloppe  der  gera- 
den Verbindungslinie  ^rj  ihrer  entsprechenden  Punktepaare  bestimmt 
werden. 

Denken  wir  uns  die  Verbindungslinien  eines  Paares  entspre- 
chender Punkte  mit  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  dordi 
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aosgedrtickt,  so  muss,  weil  das  StrahlbÜschel  Ober  der  Beihe  in 
|,i7i  zu  dem  Büschel  über  der  Beihe  in  $2^2  projectivisch  ist,  eine 
Belation  von  der  Form 

mit  den  darch  drei  Paare  entsprechender  Punkte  etwa  zu  bestim- 
menden Coefficienten  a,  6,  c,  d  stattfinden. 

Wenn  wir  aus  den  für  den  Punkt  xy  der  ersten  oder  zweiten 
Beihe  gleichzeitig  geltenden  Gleichungen 

|fl;  +  i?y+l  =  0,   respective   |a?  +  ^y+l=ö 

l^x  +  ri\y+  1  =  0,  S2«  +  ^2^  +  1  =*  0 

m^x  —     y  =0,  m^  —      y  =0 

die  Coordinaten  Xy  y  eliminiren,  so  erhalten  wii'  Bestimmungsglei- 
chongen  für  m, ,  nij.  aus  denen  folgen 

^   i  ~"  ii      ^   i  —  4t . 

*       vi  —  v'      ^      nt  —  n 

die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  der  Projecüvit&t  giebt 

'«(l-5,Xl-l2)+6(S-I.Xn2-'j)+c(l-l2)(ij,-i»)+d(»j,-ij)(i?j-n)=o 

oder 

+  aS,|,  —  6S,i?2— c|2i?,+cii?,i?2=0; 

ein  Kegelschnitt,  der  die  festen  Geraden  berührt-,  weil  |  =  || , 
i\  =  rix  ^^^  I  =  52»  *?  =  ^2  ^®^  Gleichung  genügen;  eine  Para- 
bel, wenn  man  hat 

Mit  a  =  d^l,   &  =  —  c  geht  diese  Gleichung  über  in 

+  ^1^2  +  ^1^2  —  ^(£1%  —  S2^?i)  =  0; 
d.  h.  für  gleiche  Büschel  von  gleichem  Drehungssinn  wird  der  An- 
fangspunkt zum  Brennpunkt  (Art.  200,  1). 

Aufg,  2.    Man  vergleiche  die  Belation  der  Constanz  des  sich 
drehenden  Winkels 

tan  ö  =  ^  =      \  ""  ^-     oder     tmx  wi,  —  mi+«h  +  ^  =  0 
1  -f-  Uli  fHf  '     **  *    '       * 

niit  der  der  Projectivität 

^d  erläutere  von  da  aus  die  Ergebnisse  der  vorigen  Aufgabe. 

24* 
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300.  Wenn  zwei  projectivische  Punktreihen  in  derselben 
geraden  Linie  liegen  oder  zwei  projectivische  Büschel  densei* 
ben  Scheitel  haben,  so  können  Paare  von  entsprechenden  Punk- 
ten oder  entsprechenden  Strahlen  in  einen  Punkt  oder  Strahl 
zusammenfallen.  Da  dem  Element  -4, +  A-4.,  =  0  des  einen 
das  Element  (aX  -}-  c)Ä^  —  (6  A  +  ^)  ^2  =  ^  ^®*  andern  ent- 
spricht, so  findet  das  Zusammenfallen  entsprechen- 
der Elemente  statt  für  die  zwei  durch  Elimination  von^lp 
A2  zwischen  diesen  Gleichungen  bestimmten  Werthe  von  A, 
d.  h.  für  die  aus  aX'^  -]-  {b  -]-  c)  X  -^  d  =  0  bestimmten.  Lässt 
man  diese  Doppelelemente  zu  fundamentalen  werden,  so 
stellen  sich  beide  Gebilde  in  der  Form 

Ai  +  »wA-^j  «=  0,  -4,  +  t»  A-lj  =*  ö 
dar,  und  dasDoppelverhiiltniss,  welches  zwei  entspre- 
chende Elemente  mit  den  Doppelelementen  bestim- 
men, ist  constant,  nämlich  =  w:m'.  Für  (6-(-c)^=4flrf 
fallen  beide  Doppelelemente  zusammen;  (6  +  c)-^4arf  be- 
dingt ihre  Realität*}. 

Insbesondere  ergiebt  sich  für  dieconcentrischenund 
gleichen  Strahlbüschel  aus  ihren  Gleichungen  für  recht- 
winklige Fundamentalstrahlen 

A^'\-kÄ2=0,  (-4,  cos« — A2sma)'\-l(Aisina'\-A2Cosa)=0 

die  Gleichung  A^  +  1  =  0,  d.  i,  A  =  +  i  zur  Bestimmung  der 
Doppelstrahlen.  In  der  That  bilden  die  Strahlen,  für  welche 
die  Tangente  ihres  Winkels  gegen  iie  Axe  A^  oder  x  den  Werth 
i  hat,  gleiche  Winkel  gegen  alle  Richtungen  (Art.  25);  denn 
für  a  =  arc.  (tan  =  i)  wird  tan  (a  —  ß)  =  *• 

Wenn  zwei  projectivische  Reihen  in  derselben  Geraden 
liegen,  so  kann  ferner  jeder  Punkt  derselben  als  jeder  von 
beiden  Reihen  angehorig  betrachtet  werden,  und  es  entspricht 
ihm  in  der  jedesmaligen  andern  Reihe  im  Allgemeinen  ein 
anderer  Punkt,  je  nachdem  man  ihn  der  ersten  oder  der  zwei- 
ten Reihe  zuzählt.  Dem  Punkte  vom  Theilverbältniss  fi  ent- 
spricht als  einem  zur  Reihe  A  gehörigen  Punkte  der  Punkt 

A'  = ^~£e~  »  ^^^  ^'^  einem  zur  Reihe  Angehörigen  der  Punkt 

♦)  Für  die  Construction  der  Doppelstrablen  und  also  auch  der  Dop- 
pelpuokte  vergleiche  man  Art.  308,  6. 
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Xs-  —  ^^  ;   ■ !  ebenso  bei  concentrischenStrahlbüscheln.  Wenn 

aber  h  =  c  ist,  so  entspricht  jedem  Werthe  (i  ebensowohl  in 

der  Reihe  k  als  in  der  Reihe  A'  der  Werth ^^^^r-r  •    Die 

afi  +  b 

ßelation  akk'  +  h{l  +  k')  +  d  =  0 

bezeichnet  also  zwei  projectivische  Gebilde  in  derselben  Ge- 
raden oder  um  denselben  Punkt,  in  denen  zwei  entsprechende 
Elemente  sich  vertauschungsfähig  entsprechen,  d.  h.  so, 
dass  man  jedes  von  ihnen  ebensowohl  zum  einen  als 
zum  andern  Gebilde  rechnen  kann,  ohne  ihr  Ent- 
sprechen zu  stören.  Solche  Reihen  oder  Büschel  bilden 
eine  Involution.  Zwei  Paare  entsprechender  Ele- 
mente bestimmen  eine  solche  —  denn  sie  bestimmen 
die  beiden  Constanten  der  obigen  Gleichung. 

Jede  zwei  projectivische  Gebilde  in  derselben 
Geraden  oder  um  denselben  Punkt  können  ininvo- 
lutorische  Lage  gebracht  werden,  indem  man  die 
Elemente  beider  Gebilde  zur  Deckung  bringt,  wel- 
che einem  und  demselben  Elemente  entsprechen, 
je  nachdem  es  zu  dem  einen  oderandern  gerechnet 
wird;  denn  jenes  einmalige  wechselseitige  Entsprechen  for- 
dert die  Relation  b  =  c,  und  diese  bedingt  das  jedesmalige 
wechselseitige  Entsprechen.  Aus  der  Entstehung  der  Invo- 
lution ergiebt  sich,  dass  eine  Involution  aus  Paaren  von  Ele- 
menten besteht,  also  z.  B.  aus  Paaren  von  Punkten  A,  A'] 
By  B'\  etc.,  und  dass  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punk- 
ten der  Reihe  dem  ihrer  vier  entsprechenden  gleich  ist;  also 

druckt  z.  B. 

AC    AA'  _AC\ÄA 

BÖ  •  BjÜ  ~  B'Cr  '  B'A  ' 
d.  h.  auch 

{äBCA'}  =  {AB CA)  oder  AC.  BA\  BC AV.BA.B C 

das  involutorische  Entsprechen  aus.  Denken  wir  insbesondere 
C  als  den  unendlich  entfernten  Punkt  der  Reihe,  so  giebt 

{ABCoo}  =  {ABooC}  wegen  ^oo  =  Boo,  ^'cx>  =  Boo 

die  einfache  Relation  AC\ÄC  =  BC.B'C,  d.  h.  der  Punkt, 
welcher  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Reihe 
entspricht,  liegt  so,  dass  das  Product  seiner  Ent- 
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fernungen  von  den  Punkten  eines  Paares  constant 
ist.  Man  nennt  ihn  den  Centralpankt  der  Inrolution. 
Es  ist  CA  .  CA'  =  +  2^>  ^-  ^'  ^^®  entsprechenden  Punkte 
liegen  entweder  auf  derselben  Seite  oder  auf  entgegengesetz- 
ten Seiten  des  Gentralpunktes.  Man  erkennt  aus  der  Rela- 
tion des  Gentralpunktes  z.  6.,  dass  Kreise,  die  das  nämliche 
Radicalcentrum  haben ,  in  jeder  durch  dasselbe  gehenden  Ge- 
raden eine  Involution  bestimmen. 

301.  Nach  dem  Vorigen  können  projectivische  Systeme  in 
derselben  Geraden  oder  aus  demselben  Punkte  durch  eine  blosse 
Lagenveränderung  in  doppelter  Weise  involutorisch  gemacht 
vrerden,  indem  man  die  Elemente  von  beiden  Systemen  zum 


Zusammenfallen  bringt;  welche  dem  nämlichen  Element  im 
jedesmaligen  andern  entsprechen,  wenn  man  es  nach  einander 
als  dem  einen  und  dem  andern  System  angehorig  betrachtet 
Da  nun  zwei  projectivische  Punktreihen  in  verschiedenen  Ge- 
raden von  einem  beliebigen  Punkte  ihrer  Ebene  aus  durch 
projectivische  Büschel  projicirt  und  zwei  projectivische  Strahl- 
büschel von  verschiedenen  Scheiteln  durch  eine  beliebige  Ge- 
rade ihrer  Ebene  in  projectivischen  Büscheln  geschnitten  wer- 
den, so  entspringt  die  Frage  nach  dem  Ort  der  Punkte, 
für  welche  insbesondere  jene  Büschel  in  Involu- 
tion, und  nach  der  Enveloppe  der  Geraden,  für  wel- 
che insbesondere  jene  Reihen  in  Involution  sind. 
Man  beantwortet  sie  durch  folgende  Betrachtungen. 

Wenn  in  zwei  projectivischen       Wenn  in  zwei  projectivischen 


Reihen  von  Punkten  A,B,...] 


Büscheln  von  Geraden  ^,£, . ..; 
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Ä^  B', ...  in  verschiedenen  Ge- 
raden Tf  T  die  entsprechenden 
Punkte  wechselweise  durch  Ge- 
rade mit  einander  verbunden 
werden,  so  schueiden  sich  die 
zusammengehörigen  Paare  der- 
selben AH,  AB-,  AC\  ÄC\ 
BC,  B'C\  etc.  in  Punkten  C", 
B%A"  einerGeraden  T",  wel- 
che die  Punkte  P'  und  Q  ent- 
hält^die  dem  gemeinschaftlichen 
Punkte  beider  Reihen  P,  ^'  in 
der  jedesmaligen  andern  Reihe 
entsprechen. 


A\  £',...  von  verschiedenen 
Scheiteln  T^  T'  die  entsprechen- 
den Strahlen  wechselweise  zum 
Durchschnitt  gebracht  werden, 
so  liegen  die  zusammengehö- 
rigen Paare  der  Schnittpunkte 
Äff, AB]  BC\BC]  CA,  CA-, 
etc.  in  Geraden  C",  B",  A'  aus 
einem  Punkte  T'* ,  durch  den 
die  Strahlen  P'  und  Q  gehen,  die 
dem  gemeinschaftlichen  Strahl 
beider  Büschel  P,  Q[  in  dem 
jedesmaligen  andern  Büschel 
entsprechen. 


Denn  man  hat  nach  der  Voraussetzung  die  Relation 

{A  .  AB'C  . . .}  =  {A.ABC. .}, 

und  da  AA  zwei  entsprechende  Elemente  vereinigt,  so  sind 
(Art  59,  297)  die  darin  betrachteten  Gebilde  in  perspecti- 
yischer  Lage,  und  der  Satz  ist  der  Ausdruck  derselben. 

Man  erkennt  zuerst,  dass  diese  Sätze  zur  bequemsten  Con- 
struction  entsprechender  Elementenpaare  von  pro- 
jectivischen  Gebilden  führen,  sobald  drei  Paare  ent- 
sprechender Elemente  von  beiden  gegeben  sind; 
wir  empfehlen  die  speciellen  Fälle  zur  besonderen  Uebung. 
Wenn  die  beiden  gegebenen  Gebilde  selbst  perspectivisch  zu 
einander  sind,  so  ist  das  Centrum  oder  die  Axe  dieser  Per- 
spective der  Pol  respective  die  Polare  der  Geraden  oder  des 
Punktes  der  vorigen  Sätze  nach  Art.  48,  7  und  Art.  108.  Diese 
Gerade  und  dieser  Punkt  entsprechen  aber  zugleich  der  oben 
gestellten  Frage,  denn 


die  Gerade  des  ersten 
Satzes  ist  der  Ort  der 
Scheitel  aller  der  involu- 
torischen  Büschel,  wei- 


der Punkt  des  zweiten 
Satzes  ist  die  Enveloppe 
aller  derGeraden,  welche 
durch   ihren  Schnitt  mit 


che  über  den  beiden  ge-  den  beiden   gegebenen 
gebenen  projectivischen  projectivischen  Büscheln 


Reihen  gebildet  werden 
können. 


Reihen  in  Involution  er- 
zeugen. 
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Im  ersten  Falle  entspricht  dem  Strahl,  welcher  von  dem 
in  jener  Geraden  gewählten  Scheitel  nach  dem  gemeinschaft- 
lichen Punkte  beider  Reihen  geht;  diese  Gerade  selbst  in  glei- 
cher Weise,  ob  man  ihn  nun  dem  ersten  oder  zweiten  Büschel 
zuzählt;  und  im  zweiten  Falle  entspricht  dem  Punkte,  in  wel- 
chem die  durch  jenen  Punkt  gezogene  Gerade  den  gemein- 
schaftlichen Strahl  beider  Büschel  schneidet,  dieser  Punkt  selbst 
in  gleicher  Weise,  ob  man  ihn  nun  der  ersten  oder  zweiten 
Reihe  angehörig  betrachtet.  Darin  ist  aber  nach  dem  Vor- 
hergehenden die  involutorische  Beziehung  begründet. 

Wenn  die  beiden  betrachteten  projecti vischen  Reihen  oder 
Büschel  auf  Tangenten  oder  um  Punkte  eines  Kegelschnitts 
gebildet  sind,  so  liefern  die  Gerade  und  der  Punkt  der  Sätze 
dieses  Artikels  die  Polare  des  Schnittpunktes  der  bei- 
den Tangenten  und  respective  den  Pol  der  Verbin- 
dungslinie der  Scheitel. 

Sind  die  projectivischen  Reihen  auf  einem  Kegelschnitt 
gelegen  (Art.  288)  und  perspectivisch,  so  kommt  man  ebenso 
vom  Pol  als  dem  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  entspre- 
•  chender Paare  zur  Polare;  projecti vische  Tangentensysteme  eines 
Kegelschnitts  (Art.  292),  welche  perspectivisch  sind,  liefern 
so  zur  Polare,  d,  h.  der  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte 
entsprechender  Paare,  den  Pol.  Dies  sind  die  involuto- 
rischen  Beziehungen  der  harmonischen  Pole  und 
Polaren  bei  Kegelschnitten. 

302.  Nach  dem  Früheren  enthält  eine  Involution  im  All- 
gemeinen zwei  sich  selbst  entsprechendeoder  doppelte 
Elemente,  nach  den  Werthen  von  A,  welche  hervorgehen  aus 

Ist  jF'  ein  Doppelelement  in  der  Involution  der  Paare  Ä,Ä] 
B,  B,  so  ist  {AÄFB}  =  {AAFB),  d.  h. 

AF  ^AB^        ÄJ'    Äir 
AT'  A'B  ""  AF'  AB' 

oder  ÄF'' :  Ä'F^  =  AB  .  AB':  AB  .  AB] 

und  es  ist  somit  das  Verhältniss  der  äusseren  oder  inneren  Thei- 
lung  der  Strecke  AA  durch  das  Element  F  bestimmt.    Sind 
i^j,  2^2  ^i®  beiden  doppelten  Elemente,  so  ist  nothwendig 
{AF,F^A}=^{AF,F^A},  d.  h.  AF^,F,A=^AF^.F,Ä, 
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oder  das  Paar  der  Doppelelemente  bestimmt  mit 
jedem  Paar  entsprechender  Elemente  eine  harmo- 
nische Gruppe. 

Die  Doppelelemente  einer  involutorischen  Reihe  ins- 
besondere sind  reell  oder  imaginär^  je  nachdem  die  entspre- 
chenden Punkte  auf  gleichen  oder  entgegengesetzten  Seiten  des 
Centralpunktes  liegen ,  weil  dem  entsprechend  CF  =  4- g^ 
ist.  Man  hat  die  Doppelelemente  auch  als  Brennpunkte 
und  Brennstrahlen  der  Involution  bezeichnet;  die  In- 
volutionen mit  reellen  Doppelelementen  aber  als  hyp  er- 
be lisch«  denen  ohne  solche  als  elliptischen  gegenüber- 
gestellt, und  die  Involutionen  mit  vereinigten  Doppelelementen, 
bei  denen  von  jedem  Paar  das  eine  Element  mit  diesen  zu- 
sammenfällt, parabolische  Involutionen  genannt.  Die 
Involutionen  conjugirter  Durchmesser  (Aufg.  7)  erläutern  die 
Bedeutung  dieser  Benennungen  am  besten.  Wenn  insbeson- 
dere in  einer  involutorischen  Reihe  einer  der  Doppelpunkte 
unendlich  entfernt  ist,  so  halbirt  der  andere  die  Entfernung 
zwischen  je  zwei  entsprechenden  Punkten,  und  die  Entfernung 
der  Punkte  ^,  JB  ist  der  der  entsprechenden  Punkte  A\  B' 
gleich,  d.  h.  ähnliche  Punktreihen  sind  nur  dann  in 
Involution,  wenn  sie  entgegengesetzt  gleich,  also 
symmetrisch  sind. 

Endlich  giebt  es  nach  der  am  Schlüsse  des  Art.  299  ge- 
gebenen Formel  in  jedem  involutorischen  Strahlbüschel 
ein  Paar  von  entsprechenden  rechten  Winkeln,  welches  durch 

die  Relation  A* j-—  A  «=  1  bestimmt  ist.    Man  bezeichnet 

0 

diese  beiden  Strahlen  als  Axen  der  Involution-,  sie  hal- 
biren  die  von  den  Doppelstrahlen  a A^  -|-  26A  -[-  d  =  0 
der  Involution  gebildeten  Winkel  (Art.  88).  In  dem 
Falle  der  gleichzeitigen  Relationen  a  <=  cZ,  &  «»  0  sind  sie  un- 
bestimmt, d.  h.  in  dem  Falle  der  gleichen  Büschel. 
Die  Drehung  eines  rechten  Winkels  um  seinen  Scheitel  bei- 
spielsweise erzeugt  ein  involutorisches  Büschel  (die  Rechtwin- 
kel-Involution) ;  seine  Doppelstrahlen  entsprechen  wie  oben  den 
Wertheu  A  =  +  i. 

Bezeichnen  wir  die  Axen  der  Involution  durch  r,  r',  und 
sind  a^a'^  6,  V  zwei  Paare  ihrer  Strahlen,  so  ist 
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{abrr}  =  {aVr'r}  d.  h.  tan  ar  .  tan  ar  =  tan  br .  taa  Vr 

oder  constant. 

Man  kann  schliesslich  diese  Beziehung  der  Involution  mit 
Hilfe  des  im  ArL  300  Begründeten  ähnlich  aussprechen,  wie 
in  Art.  299  den. Hauptsatz  vom  projectivischen  Eotsprechen. 
Man  denke  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Geraden  der  beiden 
Reihen  oder  eine  beliebige  Gerade  durch  den  Scheitel  der  bei- 
den Büschel  und  zu  diesem  Element  stets  das  harmonisch  con- 
jugirte  in  Bezug  auf  zwei  entsprechende  Elemente  der  Idto- 
lution  bestimmt;  dann  bilden  diese  harmonisch  conjugirten  Ele- 
mente ein  Gebilde  von  unveränderlichem  Doppelverhaltniss, 
wie  auch  jenes  Element  gewählt  war;  oder  die  Gebilde,  welche 
zwei  yerechiedenen  Elementen  so  entsprechen,  sind  projec- 
tivisch.  Der  Hauptsatz  des  Art.  299  liefert  den  Beweis.  (Vergl. 
Art.  338,  2.)  Man  darf  jenes  Doppelverhältniss  als  das  der 
involutorischen  Paare  selbst  bezeichnen  und  kann  sagen  -.Wenn 
zwei  Gebilde  (Punktreihen  oder  Strahlbüschel  oder  Reihe 
und  Büschel)  einander  so  entsprechen,  dass  jedem  Ele- 
ment des  ersten  ein  Element  des  zweiten  und  jedem 
Element  des  zweiten  zwei  Elemente  des  ersten  in 
gleicher  Weise  entsprechen,  so  sind  diese  Paare 
von  Elementen  in  Involution  und  entsprechen  den 
Elementen  des  zweitenGebildes  nach  gleichem  Dop- 
pelverhältniss. In  den  folgenden  Aufgaben  stellen  wir 
einige  Fälle  der  Involution  zusammen,  wie  sie  schon  im  Frühe- 
ren aufgetreten  sind. 

Äufg,  1.  Wenn  man  von  jedem  Funkte  einer  geraden  Linie 
aus  die  beiden  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt  zieht,  so  begeg- 
nen diese  irgend  einer  festen  Tangente  je  in  zwei  Funkten,  die  ein 
involutorisches  System  bilden ,  und  deren  Paare  den  Punkten  jener 
geraden  Linie  nach  gleichem  DoppelverhKltniss  entsprechen.  Die 
in  den  Schnittpunkten  der  gegebenen  Geraden  mit  dem  Kegelschnitt 
an  diesen  gezogenen  Tangenten  bestimmen  in  der  festen  Tangente 
die  Doppelpunkte  dieser  Involution.  Insbesondere  bestimmen  die 
Paare  der  parallelen  Tangenten  in  einer  festen  Tangente  eine  invo- 
lutorische  Reihe,  die  in  den  Asymptoten  ihre  Doppelpunkte  hat 

Äufg.  2.  Wenn  man  von  einem  festen  Punkte  aus  Trans 
versalen  nach  einem  gegebenen  Kegelschnitt  und  von  einem  be- 
liebigen Punkte 'des  Kegelschnitts  aus  nach  den  Endpunkten  der 
bezüglichen  Sehnen  die  Geraden  zieht,  so  bilden  diese  ein  Büschel 
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inTolatoriscber  Paare  und  entsprechen  dem  Büschel  der  Transver- 
salen projectivisch.  Die  Doppelstrahlen  gehen  nach  den  Berüh- 
nmgspankten  der  von  jenem  Punkte  aus  an  den  Kegelschnitt  mög- 
lichen Tangenten.  Wenn  umgekehrt  die  Schenkel  von  Winkeln 
ans  einem  Punkte  eines  Kegelschnitts  Paare  einer  Involution  sind, 
so  gehen  die  von  ihnen  bestimmten  Sehnen  durch  einen  Punkt; 
also  insbesondere  die  von  rechten  Winkeln,  die  von  solchen,  deren 
Schenkel  gegen  eine  feste  gerade  Linie  gleich  geneigt  sind^  und 
allgemein  die  Ton  solchen  Schenkeln,  für  die  die  trigonometrischen 
Tangenten  ihrer  Winkel  gegen  eine  feste  Gerade  constantes  Pro- 
dact  haben. 

Äufg.  3.  Wenn  man  durch  einen  Punkt  des  Kegelschnitts 
gerade  Linien  nach  den  Enden  von  zwei  Sehnen  desselben  zieht, 
so  bilden  sie  mit  der  Tangente  desselben  und  dem  nach  dem  Schnitt- 
punkt der  Sehnen  gehenden  Strahl  drei  Paare  in  Livolution. 

Äufg.  4.  Die  conjugirten  Strahlen  eines  harmonischen  Büschels 
aus  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  schneiden  ihn  in  Punkten, 
deren  gerade  Verbindungslinien  harmonische  Polaren  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  sind. 

Äufg,  5.  Wenn  ein  Vierseit  einem  Kegelschnitt  imigeschrieben 
ist ,  80  bilden  die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Tangente  dessel- 
ben mit  den  Paaren  der  Gegenseiten,  der  Berührungspunkt  und 
der  Durchschnitt  mit  der  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der 
Gegenseitenpaare  drei  Paare  in  Involution. 

Äufg.  6.  Auf  jeder  geraden  Linie  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
scbnitts  liegt  eine  involu torische  Reihe  von  in  Bezug  auf  ihn  con- 
jugirten Punkten  oder  harmonischen  Polen.  Die  Doppelpunkte  der- 
selben sind  die  Punkte,  welche  sie  mit  dem  Kegelschnitt  gemein 
liat.  Von  jedem  Punkte  aus  geht  ebenso  ein  involutorisches  Büschel 
¥on  conjugirten  Geraden  oder  harmonischen  Polaren,  welches  die 
von  ihm  an  den  Kegelschnitt  gehenden  Tangenten  zu  Doppelstrah- 
len hat.  (Art.  294,  301.) 

Äufg.  7.  Vom  Centrum  eines  Kegelschnitts  aus  geht  ein  in- 
volutorisches Büschel  harmonischer  Polaren,  nämlich  conjugirter 
Durchmesser,  dessen  Doppelstrahlen  die  Asymptoten  sind  (Art.  294). 
DaB  Paar  der  entsprechenden  rechtwinkligen  Strahlen  desselben  bil- 
den die  Axen  des  Kegelschnitts.  Im  Falle  der  Parabel  ist  die  un- 
endlich ferne  Gerade  die  Vereinigung  der  Doppelstrahlen  dieser 
Involution  und  die  conjugirte  zu  allen  Durchmessern  der  Parabel. 

Äufg.  8.  Auf  der  unendlich  entfernten  geraden  Linie  liegt  eine 
Involution  Ton  Punktepaaren,  die  in  Bezug  auf  jeden  Kreis  con- 
jagirt  sind  (Art.  121);  die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind 
die  imaginären  unendlich  fernen  Punkte  aller  Kreise  derselben  Ebene. 
(Art.  277.)     Sie  sind  die  Bichtungen  der  Doppelstrahlen  der  In- 
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volution  seiner  conjugirten  Darchmesser,   d.  h.  der  Bechtwinkel- 
Inyolution. 

Die  Richtungen  von  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  geraden 
Linien  sind  harmonisch  conjugirt  zu  den  imaginären  unendlich  ent- 
fernten Kreispunkten,  und  umgekehrt. 

Aufg.  9.  Aus  dem  Satze  der  zweiten  Aufgabe  folgt  die  ein- 
fache Construction  der  Axen  und  Doppelstrahlen  eines  durch  zwei 
Strahlenpaare  Ä^  Ä \  B,  B'  bestintmten  inyolutorischen  Büschels: 
Man  legt  durch  den  Scheitel  des  Büschels  einen  Kreis  und  zieht 
die  den  Paaren  A^  Ä \  B,  B'  entsprechenden  Sehnen;  sie  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte  P,  durch  welchen  die  Sehnen  aller  Paare 
der  Involution  gehen.  Das  rechtwinklige  Paar  hat  seine  Enden 
in  dem  durch  P  gehenden  Durchmesser;  das  Paar  der  Doppelstrah- 
len geht  nach  den  Berührungspunkten  der  Tangenten ,  die  man  von 
P  aus  an  den  Kreis  ziehen  kann.  Es  ist  offenbar,  dass  man  durch 
dieselbe  Construction  die  Doppelpunkte  einer  involutorischen  Reihe 
bestimmen  kann. 

Man  construirt  diese  Doppelpunkte  einer  involutorischen  Reihe 
direct  auf  Grund  des  zu  (2)  dualistisch  entsprechenden  Satzes:  An 
einen  die  Reihe  berührenden  Kreis  zieht  man  von  den  gegebenen 
Paaren  -4,  ui';  J5,  J5'  die  Tangenten  und  verbindet  ihre  Schnitt- 
punkte durch  eine  Gerade  p.  Die  Tangenten  des  Kreises  in  den 
Punkten  der  letzteren  gehen  nach  den  Doppelpunkten. 

Äufg,  10.  Der  Satz  der  Aufg.  2  löst  auch  die  Aufgabe,  das 
gemeinsame  Paar  von  zwei  involutorischen  Büscheln  und  der  dua- 
listisch entsprechende  die  Aufgabe,  das  gemeinsame  Paar  von  zwei 
involutorischen  Reihen  zu  bestimmen.  Die  Aufgaben  der  Bestim- 
mung eines  Paares  der  Involution  von  Strahlen,  welches  rechtwink- 
lig ist,  oder  welches  einen  gegebenen  Winkel,  ein  gegebenes  Seg- 
ment harmonisch  theilt,  die  Bestimmung  eines  zu  zwei  Paaren  von 
Elementen  zugleich  harmonischen  Paares,  etc.  sind  besondere  Fälle 
dieses  Problems.  Das  gemeinsame  Paar  ist  stets  reell,  so  lange 
nicht  die  Doppelelemente  beider  Involutionen  reell  sind  und  sich 
trennen. 

303.  Die  Kegelschnitte  eines  Büschels,  d.h.  die 
Kegelschnitte,  welche  die  nämlichen  vier  Punkte 
a,  b,  Cf  d  enthalten,  schneiden  eine  beliebige  Ge- 
rade in  Punktepaaren  einer  Involution.^^) 

•  Denn  nach  der  Eigenschaft  vom  Doppelverhältniss  von 
vier  Punkten  eines  Kegelschnitts  ist 

{a.AdbÄ}  =  {c.AdbA}, 

und  wenn  man  diese  Büschel  mit  der  Transversale  AA  durch- 
schneidet; somit 
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{ACBA'}  =  {äBV'ä}  =  {ä'C'B'A}. 

Die  Punkte  A,  A'  gehören  somit  zu  der  Involution;  die  durch 

die  Paare  i?,B';  C,C'  bestimmt 
ist,  in  welchen  die  Transver- 
sale die  Gegenseitenpaare  des 
durch  jene  Punkte  bestimmten 
Vierecks  schneidet.  (Vergl.Art. 
337,  1.)  Kreise,  welche  durch 
dieselben  zwei  Punkte  gehen,  oder  allgemeiner  Kreise  von  der- 
selben Radicalaxe,  schneiden  jede  gerade  Linie  in  Punktepaaren 
einer  Involution;  die  Badicalaxe  bestimmt  den  Centralpunkt, 
die  zwei  Kreise  des  Systems,  welche  die  Gerade  berühren,  geben 
die  Doppelpunkte  an. 

Nach  dem  Princip  der  Dualität  entspricht  dem  vorigen 
Hauptsatz  der  andere:  Die  Kegelschnitte  eines  Systems, 
welche  die  nämlichen  vier  Geraden  berühren,  haben 
mit  einem  beliebigen  Punkte  Tangentenpaare  in 
Involution  gemein. 

Da  speciell  die  Diagonalen  ac,  bd  jenes  Vierecks  ab  cd 
einen  Kegelschnitt  durch  die  vier  Punkte  bilden,  soschnei- 
det  jede  Transversale  die  vier  Seiten  und  die  Dia- 
gonalen eines  Vierecks  in  Punktepaaren  BB',  CC\ 
I)D\  welche  in  Involution  sind.  Und  jeder  Punkt 
bestimmt  mit  den  Gegenecken  und  den  Gegenseiten- 
schnittpunkten eines  vollständigen  Vierseits  drei 
Paare  von  involutorischen  Geraden. 

Das  vorige  Gesetz  erlaubt,  in  der  durch  zwei  Paare  BB^^ 
DD'  bestimmten  Involution  den  Punkt  C  zu  construiren,  wel- 
cher dem  Punkte  C  entspricht:  Wir  ziehen  aus  einem  belie- 
bigen Punkte  a  die  geraden  Linien  aB,  aD,  aC  und  con- 
struiiBn  ein  Dreieck  bcd,  dessen  Ecken  in  diesen  drei  Linien 
respective  liegen ,  während  zwei  seiner  Seiten  durch  die  Punkte 
B\  D'  gehen ;  die  dritte  Seite  desselben  geht  durch  C.  Oder 
umgekehrt.  Man  kann  den  Punkt  a  in  unendlicher  Entfer- 
nong  wählen  und  hat  dann  in  aB,  aB,  aC  drei  Parallelen. 
Für  C  als  in  unendlicher  Feme  liefert  dieselbe  Construction 
das  Gentrum  der  Involution.  Am  einfachsten  bestimmt  man  das- 
selbe aber  so:  Man  zieht  durch  B  und  B  die  parallelen  gera- 
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den  Linien  Bb,Dc  und  durch  B'  und  D'  das  andere  Paar 
von  Parallelen  D'b  und  B'c,  so  geht  die  gerade  Linie  bc  durch 
das  Centrum  des  Systems. 

Aufg.  1.  Wenn  ein  Dreieck  einem  Kegelschnitt  eingeschrie- 
ben ist ,  80  schneidet  eine  TransversalB  diesen  und  zwei  Seiten  des 
Dreiecks,  die  dritte  Seite  und  die  Tangente  des  Kegelschnitts  in 
der  gegenüberliegenden  Ecke  in  sechs  Punkten  einer  Involution. 
Denn  die  Tangente  bildet  mit  dem  Dreieck  ein  eingeschriebenes 
Viereck. 

Aufg.  2.  Jede  Transversale  schneidet  einen  Kegelschnitt  und 
zwei  feste  Tangenten  desselben  in  zwei  Punktepaaren ,  welche  eine 
Involution  bestimxyien,  die  in  der  Berührungssehne  jener  festen  Tan- 
genten desselben  einen  Doppelpunkt  hat.  Denn  die  Berührungs- 
sehne bildet  als  ein  Paar  von  Gegenseiten  mit  den  Tangenten  ein 
eingeschriebenes  Viereck. 

Man  bildet  leicht  die  nach  dem  Prindp  der  Dualität  entspre- 
chenden Sätze. 

Aufg,  3.  In  jeder  Transversale  werden  von  einer  Hyperbel 
und  ihren  Asymptoten  Segmente  bestimmt,  die  denselben  Mittel- 
punkt haben.  Denn  in  diesem  Falle  ist  einer  der  Doppelpunkte 
in  unendlicher  Entfernung. 

Aufg,  4.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  demselben  Viereck  umge- 
schrieben sind,  so  sind  die  Berührungspunkte  einer  gemeinschaft- 
lichen Tangente  zu  ihren  Schnittpunkten  mit  den  Gegenseitenpaaren 
des  Vierecks  harmonisch  conjugirt.  Denn  sie  sind  die  Doppelpunkte 
der  Involution,  welche  diese  bestimmen. 

Aufg,  5.  Wenn  drei  Kegelschnitte  demselben  Viereck  umge- 
schrieben sind ,  so  wird  eine  gemeinschaftliche  Tangente  von  zweien 
unter  ihnen  durch  den  dritten  harmonisch  getheilt. 

Aufg,  6.  Wenn  man  durch  den  Schnittpunkt  der  gemeinschaft- 
lichen Sehnen  von  zwei  Kegelschnitten  eine  Tangente  an  den  einen 
derselben  legt,  so  wird  diese  durch  den  andern  harmonisch  ge- 
theilt. Denn  jener  Punkt  ist  ein  Doppelpunkt,  etc.  Darum  hal- 
birt  der  Berührungspunkt  einer  zur  Radicalaxe  zweier  Kreise  par- 
allelen Tangente  die  in  ihr  gelegene  Sehne^  und  in  allen  Sehnen 
des  einen  von  zwei  concentrischen,  ähnlichen  und  ähnlich  gelege- 
nen Kegelschnitten ,  welche  Tangenten  des  andern  sind ,  giebt  der 
Berührungspunkt  die  Mitte  an.  (Art.  244,  4.) 

Aufg.  7.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  mit  einander  in  doppelter 
Berührung  sind  (oder  wenn  sie  eine  Berührung  dritter  Ordnung 
mit  einander  haben,  so  wird  jede  Tangente  des  einen  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  dem  andern  und  in  dem  Schnittpunkte  mit  der 
Berührungssehne  beider  Kegelschnitte  harmonisch  getheilt  Denn 
die  gemeinschaftlichen  Sehnen  fallen  zusammen,  etc.  Die  Anwen- 
dung auf  concentrische  Kreise,  überhaupt  ähnliche  concentrische  und 
ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  ist  offenbar. 
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Aufg.  8.  Man  soll  einen  Kegelschnitt  durch  vier  Punkte  A^ 
B,  C^  D  construiren,  der  eine  gegebene  Gerade  berührt.  Der 
Ber&hningspankt  ist  einer  der  Doppelpunkte  des  Systems  involu- 
tonscher  Paare ;  welches  in  der  Gei*aden  durch  die  Schnittpunkte 
mit  den  Gegenseitenpaaren  des  Vierecks  AB  CD  bestimmt  ist  (Art. 
301,  9;  308,  6);  das  Problem  hat  daher  zwei  Auflösungen. 

Aufg.  9.  Wenn  eine  Parallele  zu  einer  Asymptote  einen  Kegel- 
schnitt in  C  und  die  Seiten  eines  eingeschriebenen  Vierecks  in  den 
Punkten  a^  h,  c,  d  schneidet,  so  ist  Ca  .  Cc  ^=  Ch  .  Cd]  denn 
C  ist  das  Centrum  des  Systems. 

Aufg.  10.  Man  soll  die  Aufg.  3  u.  f.  des  Art.  295  als  Fälle 
der  Involution  behandln. 

In  der  Aufg.  3  ist  k  ein  Doppelpunkt,  in  Aufg.  4  ebenso  T, 
in  Aufg.  5  ist  T  ein  Centrum,  etc. 

Aufg.  11.  Zu  einem  System  von  Kegelschnitten  durch  diesel- 
ben vier  Punkte  giebt  es  auf  jeder  beliebigen*  geraden  Linie  zwei 
reelle  oder  imaginäre  Punkte,  welche  in  Bezug  auf  alle  seine  Kegel- 
schnitte conjugirt  oder  harmonische  Pole  sind.  Es  sind  die  Dop- 
pelpunkte der  durch  dieselben  bestimmten  Involution.  (Vergl.  14.) 
Art.  309,  1;  Art.  329  bestimmen  sie  durch  einen  der  Geraden 
entsprechenden  Kegelschnitt. 

Wenn  ein  System  von  Kegelschnitten  vier  feste  Gerade  be- 
rührt, so  gehen  durch  jeden  Punkt  zwei  reelle  oder  imaginäre  ge- 
rade Linien,  welche  in  Bezog  auf  alle  diese  Kegelschnitte  con- 
jugirt oder  harmonische  Polaren  sind. 

Aufg.  12.  Alle  die  Kegelschnitte,  welche  durch  vier  feste 
Punkte  gehen,  haben  ein  reelles  oder  imaginäres  System  von  par- 
allelen conjugirten  Durchmessern. 

Denn  man  denke  die  Transversale  des  Satzes  der  vorigen  Auf- 
gabe unendlich  entfernt,  etc. 

Aufg.  13.  Man  bestimme  unter  den  durch  vier  feste  Punkte 
gehenden  Kegelschnitten  denjenigen,  der  eine  gegebene  Strecke  EF 
harmonisch  theilt  (Art.  303,  12);  insbesondere  den  von  gegebenen 
Axenrichtungen. 

Aufg.  14.  Die  Polaren  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  alle 
durch  dieselben  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  bilden  ein 
Strahlbüschel.  (Vergl.  Art.  114,  2.)  So  insbesondere  die  einer 
gegebenen  Bichtung  conjugirten  Durchmesser. 

Denn  wenn  sich  die  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  zwei 
Kegelschnitte  des  Systems  im  Punkte  P'  schneiden,  so  sind  P  und 
P'  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  harmonische  Pole ;  daher  sind 
sie  es  auch  in  Bezug  auf  jeden  dritten  Kegelschnitt  des  Systems, 
und  somit  muss  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  einen  solchen  gleich- 
falls durch  P'  gehen. 

Aufg.  15.   Der  Ort  des  Pols  einer  Geraden  in  Bezug  auf  die 
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durch  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  ist  ein  Kegelschnitt,  der 
durch  die  Schnittpunkte  der  Diagonalen  und  der  Gegenseitenpaare 
des  Vierecks  geht.  Denn  wenn  man  in  Bezug  auf  zwei  Punkte 
P  und  Q  die  Polarenbüschel  bildet,  so  entsprechen  die  Strahlen 
derselben  einer  einem,  und  sie  sind  daher  projectivisch ;  also  ist 
der  Ort  der  Schnittpunkte  ihrer  entsprechenden  Strahlen  ein  Kegel- 
schnitt. Diese  Schnittpunkte  sind  aber  die  Pole  der  geraden  Linie 
PQ  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  des  Systems  oder  die  Schei- 
tel der  Polarenbüschel  für  den  in  der  Geraden  PQ  fortbewegten 
Pol.    (Vergl.  11.) 

Äufg,  16.  Das  Büschel  der  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug 
auf  vier  demselben  Viereck  umgeschriebene  Kegelschnitte  hat  ein 
von  der  Lage  von  P  unabhängiges  Doppelverhältniss.  (11.)  Die 
Büschel  der  Tangenten,  welche  man  in  den  vier  gemeinsamen  Punk- 
ten von  vier  Kegelschnitten  an  dieselben  ziehen  kann ,  haben  glei- 
ches Doppelverhältniss.  Dualistisch  entsprechend:  Die  Reihen  der 
Berührungspunkte,  welche  in  den  vier  gemeinsamen  Tangenten  von 
vier  demselben  Vierseit  eingeschriebenen  Kegelschnitten  durch  diese 
gebildet  werden^  haben  dasselbe  Doppelverhältniss.  Alan  kann  in 
Folge  dieser  Eigenschaften  von  dem  Doppelverhältniss  von  vier 
Kegelschnitten  sprechen,  die  demselben  Viereck  um-  oder  einge- 
schrieben sind. 

Äufg.  17.  Der  Satz  des  Art.  283  spricht  aus,  dass  die  Kegel- 
schnitte eines  Büschels  von  einem  Kegelschnitt  K  durch  zwei  ihrer 
genieinsamen  Punkte  ^,  jB  in  einer  Involution  geschnitten  wer- 
den ,  für  welche  die  Verbindungslinien  ihrer  Paare  (Art.  302,  2) 
durch  einen  Punkt  P  der  Sehne  CD  gehen,  welche  die  beiden  andern 
gemeinsamen  Punkte  des  Büschels  verbindet.  (Vergl.  Art.  283,  1.) 
Die  von  diesem  Punkte  P  an  den  Kegelschnitt  gehenden  Tangen- 
ten liefern  durch  ihre  Berührungspunkte  die  Doppelpunkte  der  In- 
volution und  damit  die  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels,  welche 
den  Kegelschnitt  K  berühren.®*) 

Wenn  einer  der  Doppelpunkte  mit  ^  oder  B  zusammenföllt, 
so  findet  zwischen  dem  zugehörigen  Kegelschnitt  des  Büschels  und 
K  in  diesem  Punkte  Osculation  statt,  und  man  erhält  die  Con- 
struction  des  Problems,  durch  zwei  gegebene  Punkte 
C,  D  einen  Kegelschnitt  zu  legen,  welcher  den  gege- 
benen Kegelschnitt  K  in  dem  Punkte  B  osctilirt.  Lassen 
wir  auch  D  in  B  fallen,  so  entsteht  die  Construction  für  den 
Kegelschnitt  durch  C,  der  in  B  mit  ^eine  Berührung 
dritter  Ordnung  hat:  Man  schneidet  K  mit  CB  in  X  und 
zieht  XP,  welches  ihn  in  X'  schneidet,  nach  einem  Punkte  P  der 
Tangente  von  K  m  B]  dann  ist  BX\  CB  ein  Punkt  des  gesuch- 
ten Kegelschnitts. 

Äufg.  1 8.  Man  soll  durch  einen  gegebenen  Punkt  0  eine  Ge- 
rade ziehen,  die  einen  festen  Kegelschnitt  8  in  Punkten  P,  Q  schnei- 
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det ,  welche  mit  einem  festen  Punkte  N  desselben  und  drei  festen 
Pankten  Äy  By  C  ausser  ihm  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Durch 
die  Punkte  AB  CN  geht  ein  BQschel  von  Kegelschnitten,  von  denen 
jeder  den  Kegelschnitt  Sin  drei  Punkten  Py  Q,  B  ferner  schnei- 
det ;  da  jeder  Punkt  P  von  S  nur  einen  Kegelschnitt  dieses  Büschels 
und  somit  nur  ein  Dreieck  Fy  Qy  B  bestimmt,  so  umhüllen  die 
Seiten  dieses  Dreiecks  einen  Kegelschnitt  {7,  und  die  von  0  an 
diesen  gehenden  Tangenten  lösen  die  Aufgabe.  Die  drei  Paare 
Yon  Geraden  BCy  AN\  CAy  BN;ABy  CNy  welche  zu  den  Kegel- 
schnitten des  Büschels  gehören,  liefern  in  BC,  CAy  AB  Tangen- 
ten des  Kegelschnitts  U.  Man  hat  also  den  Satz:  Jeder  einem 
Dreieck  umgeschriebene  und  einen  festen  Punkt  eines 
Kegelschnitts  enthaltende  Kegelschnitt  schneidet  die- 
sen in  drei  andern  Punkten,  deren  Verbindungslinien 
Tangenten  eines  dem  gegebenen  Dreieck  eingeschrie- 
benen Kegelschnitts  sind. 
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Sie1)enzeliiites  Kapitel. 

Von  den  speci eilen  Formen  der  homogenen 
Gleichung  ZTV^eiten  Grades*). 


304.  Ehe  wir  weitere  Ergebnisse  entwickeln,  die  aus  die- 
ser fundamentalen  Bedeutung  der  projectivischen  Büschel  und 
Reihen  für  die  Theorie  der  Kegelschnitte  hervorgehen,  wollen 
wir  bei  dem  Umstände  verweilen,  dass  die  Gleichung  des  durch 
zwei  projectivische  Büschel  erzeugten  Kegelschnitts  in  Linien- 
coordinaten  (Art. 297)  von  der  Form  UW-=^V^  ist  für  ü=0, 
■py  s=  0  als  zwei  Punkte  des  Kegelschnitts,  und  V  =0  als  den 
Pol  ihrer  Verbindungslinie;  und  bei  dem  entsprechenden  für 
zwei  projectivische  Reihen,  dass  die  Gleichung  desselben  in 
Punktcoordinaten  von  der  Form  LN^^M^  ist  für  X  =  0, 
^  =  0  als  Tangenten  des  Kegelschnitts,  und  M=0  als  die 
Polare  ihres  Schnittpunktes.  Denn  wir  sind  damit  auf  Glei- 
chungsformen zurückgeführt,  di6  schon  im  Art.  269  f.  beleuch- 
tet wurden,  und  sehen,  wie  diese  Gleichungen  in  ganz 
derselben  Weise  der  Discussion  der  Kegelschnitte 
als  Curven  zweiter  Ordnung,  wie  der  als  Curven 
zweiter  Glasse  angehören.  Dieselbe  Eigenschaft  werden 
wir  der  Gleichungsform  des  Art.  278  angehörig  finden,  nach- 
dem wir  durch  die  Theorie  der  Enveloppen  den  Zusammen- 
hang beider  Betrachtungsweisen  der  Curven  nochmals  von  an- 
derem Standpunkte  aus  dargelegt  haben.    (Art.  317,  2:} 


•)  Um  die  Reihe  der  wichtigen  speciellen  Formen  vollstündig  ra 
überblicken ,  vergleiche  man  die  Untersuchungen  der  Art.  Iö6,  161  f. 
über  die  Formen  der  Gleichungen  des  einem  Dreieck  umgeschriebeoen 
und  des  ihm  eingeschriebenen  Kegelschnitts. 
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Wir  bedienen  uns  zu  diesen  Untersuchungen  der  trime- 
trischen^  allgemeiner  der  projectlvischen  Coordinaten^  und  denken 
insbesondere  für  Punktcoordinaten  das  Fundamentaldreieck  als 
das  von  den  beiden  Tangenten  und  ihrer  Berührungssehne  ge- 
bildete Dreieck^  bezeichnen  also  jene  durch  x^  =  0,  ^3  <=  0, 
diese  durch  o;,  ==»  0;  wir  sehen  für  Liniencoordinaten  das  Drei- 
eck der  zwei  Punkte  der  Gurve  und  des  Durchschnittspunkts 
ihrer  Tangenten  als  Fundamentaldreieck  an  und  bezeichnen 
jene  durch  g,  =  0,  I3  =  0,  diesen  durch  §2  =  0-  Dann  ist 
die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  in  projecti vischen  Punktcoor- 
dinaten a;,  a?3  =  0:2^,  die  Gleichung  eines  solchen  in  projectivi- 
schen  Liniencoordinaten  Ij  S3  =  ^2^,  wenn  der  Punkt  respective 
die  Gerade  von  den  Goordinaten  Eins  demselben  angehören; 
oder  wenn  wir  eine  Constante  implicite  denken.  Ebenso  ist 

die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  in  Punktcoordinaten  in  Be- 
zug auf  ein  Fundamentaldreieck,  in  welchem  jede  Ecke  der 
Pol  der  gegenüberliegenden  Seite  in  Bezug  auf  ihn  ist;   und 

«11  Sl^  +  «22^2^  +  «33^3^  =  9 

die  Gleichung  eines  solchen  Kegelschnitts  in  Liniencoordinaten. 
In  Uebereinstimmung  mit  den  allgemeinen  Ergebnissen  des 
Art.  80  finden  wir,  dass  die  Behandlung  der  Gleichungen  in 
Punktcoordinaten  die  Wiederholimg  einer  solchen  in  Linien- 
coordinaten überflüssig  macht. 

305.  Für  fl?,  x^  =  x^  als  Gleichung  des  Kegelschnitts  folgt 
aus  der  Relation  \/iXy^  =  x^  durch  Einsetzen  in  die  Gleichung 
der  Curve  gleichmässig  x^  =  ftrCj  und  x^  =  /i^a?, ,  d.  h.  die 
vom  Punkte  a;,  =  a?2  =  0  ausgehende  Gerade  iix^  =  X2  schnei- 
det den  Kegelschnitt  in  einem  zweiten  Punkte,  dessen  gerade 
Verbindungslinien  mit  den  beiden  andern  Ecken  des  Funda- 
mentaldreiecks  durch  die  Gleichungen  ^X2  =  x^  und  x^  =  (i'^x^ 
dargestellt  sind.  Zwischen  den  Goordinaten  dieses  Punktes  fin- 
det also  die  Relation  statt  x^  :  0C2'  ^3^^^  'i'''  f^^*  ^^^  können 
demzufolge  denselben  als  den  Punkt  f£  bezeichnen,  und  die 
Anwendung  unseres  Coordinatensystems  bietet  alle  die  Yor- 
theile  dar,  welche  wir  in  Art.  237  f.  aus  dem  Umstände  haben 
hervorgehen  sehen,  dass  ein  Punkt  einer  Gurve  durch  eine 
einzige  Veränderliche  bestimmt  wird.  Durchweiche  Specialisi- 
rungen  geht  die  dort  gegebene  Methode  aus  der  jetzigen  hervor? 

25* 
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m 

Die  gerade  Verbindungslinie  von  zwei  Punkten 
(i,  (i   der  Curve  ist  durch  i^iix^  —  (f*  +  /*')  ^2  +  ^3  '*'  ^ 

dargestellt   (Art.   72.)  ^    die   dareh 
jede  der  Voraussetzungen  iix^^^x^j 


ILX2 


X 


39 


i»^i 


X 


2} 


II  X^ 


erfüllt  wird.  Dem  Zusammenfallen 
der  Punkte  fi  und  (i  entspricht  die 
Gleichung  der  Tangente  im 
Punkte  II,  näralich 

^'a:,  —  211X2  +  iPg  =  0. 
Umgekehrt,  wenn  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  in  Be- 
zug auf  eine  unbestimmte  Grosse  il  vom  zweiten  Grade  ist, 
etwa  ii^Xi  —  2iix^  +  x^  =  0,  so  berührt  sie  stets  den  durch 
Xi  x^  =»  ^Tj^  dargestellten  Kegelschnitt.  Die  gerade  Linie 

a^x^  +02X2  +  a^x^  =  0 

berührt  (Art.  113)  wirklich  den  betrachteten  Kegelschnitt,  wenn 

Äufg.  1.   Die  Gerade  (ifi   trifft  Ä^Ä^  in  einem  durch 

(1(1  x^  +  x^  =  0 

ausgedrückten  Punkte ;  nach  ihm  gehcji  auch  die  Geraden,  welche 
die  Schnitte  der  Strahlen  ^,  ft,  Ä^(i  mit  A^Ä^  mit  den  Schnitten 
von  A^(i\  Ä^fi  mit  Ä^A2  respective  verbinden.  So  auch  f^r  zusam- 
menfallende fi,  (i. 

Äufg,  2.  Man  bestimme  die  Gleichung  der  Parabel,  welche 
die  Seiten  Ä^Ä2^  ^^3^  ^^  den  Punkten  Ä^^  Ä^  respecüye  berührt 
Sie  ist  aus  kx^  oc^^  »«  0^2^  durch  die  Bedingung  der  Berührung  mit  der 
unendlich  entfernten  Geraden  ZSiXi  =  0  bestimmt ,  also  durch 
4s, «3  =  k82^,  oder  ihre  Gleichung  ist  s^x^  >=  ^s^s^x^x^. 

Äufg.  3.  Wenn  die  Tangente  (i  den  Kegelschnitt  umhüllt, 
so  wird  ein  denselben  in  ^1, ,  ^3  doppelt  berührender  Kegelschnitt 
durch  den  Punkt  erzeugt,  in  welchem  die  Verbindungslinien  der 
Ecken  des  umschriebenen  Dreiecks  mit  den  Berührungspunkten  der 
Gegenseiten  sich  schneiden.  (Art.  158.)  Ebenso  durch  die  Har- 
monikale (Art.  GO,  2)  desselben  in  Bezug  auf  das  Dreieck. 

Au  fg.  4.  Man  bestimme  den  Pol  x'  der  geraden  Verbindungs- 
linie der  Punkte  ^ ,  (i  der  Curve.  Seine  Coordinaten  j?,',  a:/,  j^ 
genügen  den  beiden  Bedingungsgleichungen 

ft^rr,'  —  211X2'  +  Xg'  =  0,     fi'^a;,'  —  ^11X2  +  ^i'  «=  0, 

und  man  erhält  also 

/  f  t  §  I  * 

X\  .Tf  X^  ,  Xx     __       gf         ^j 

— r i     — Ti  =  rt — #  /  /.    oaer     ,^  =  — -. — 1  =  - — . . 


2(f* 
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Aufg,  5.  Das  Doppelverhältniss  eines  Bttsckels,  welches  viep: 
feste  Punkte  ^\  (i\  (i'\  fi""  eines  Kegelschnitts  mit  einem  fünften 
Paukte  (i  desselben  verbindet^  ist  constant.  (Art.  288.)  Denn  die 
Strahlen  des  Büschels  sind  durch  die  Gleichungen 

dargestellt^  und  das  Doppelverhältniss  derselben  ist  nach  Art.  58 

d.  h.  Yon  der  Lage  des  Scheitels  fi  unabhängig. 

Aufg,  6.  Man  übertrage  die  vorigen  Entwickelungen  auf  die 
Gleichung  in  Oartesischen  Coordinaten  y^  =  (^^i3  4~  ^n^)^) 
welche  mit  y  *bs  (ax  liefert 

fi«  —  a„  '     ^        fi»  —  a,i ' 

man  discutire  die  Schnittpunkte  des  Kegelschnittes  mit  einem  Kreise 
und  leite  die  Sätze  des  Art.  252  wieder  ab.  Ebenso  die  Relationen 
zwischen  den  Paiiunetem  der  Fusspunkte  der  Normalen,  welche 
von  einem  gegebenen  Punkte  an  die  Curve  gehen. 

306.  Man  soll  die  Gleichung  der  Polare  eines  Punk- 
tes x  bezüglich  der  Curve  bestimmen.  Wir  denken  die  Co- 
ordinaten des  Punktes  als  der  Gleichung  einer  durch  ihn  gehen- 
den Tangente  genügend  und  nehmen 

(i^x{  —  2fLx^'  +  a:;  =  0 
als  das  Resultat  der  Substitution ;  nun  ist  im  Berührungspunkte 
/i'  =  a^g :  a^j ,   fi  =  a^j :  a?t ;  ^^^  ^^®  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes genügen  daher  der  Relation 

Xo  X*  "    (U  Xn  Xn         I       X4  Xo     ^^    \J» 

Sie  ist  die  Gleichung  der  Polare.  Wäre  der  Punkt  als  Schnitt- 
punkt der  Geraden  ax^  =  X29  hx^^^  x^  gegeben,  so  ist  die 
Gleichung  seiner  Polare  aix^  —  2aar2  +  ^3  =  0. 

Liegt  der  Pol  in  der  Polare,  so  genügen  die  x'  der  Glei- 
chung derselben,  und  man  erhält  als  Bedingung  der  Lage  in 
der  Curve  die  Gleichung  x{x^  =  x^  wieder. 

Aufg.  1.  Wenn  man  den  vorher  implicite  gedachten  Coeffi- 
cienten  in  die  betrachtete  Kegelschnittsgleichung  explicite  einführt, 
80  ist  sie  Ic^x^  =  X\Xz%  und  die  Schnittpunkte  der  Geraden  ^,  =  Vx^ 
mit  dem  Kegelschnitt  sind  Ic^x^  =  V^x^^  oder  kx^  =  +  ^a^a»  man 
erkennt  darin  die  harmonische  Theilung  der  durch  den  Pol  gehen- 
den Sehne  in  der  Polare  wieder.   Da  man  auch  k^Px^^  «>  a;|^  er- 
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hält,  so  entspricht  dem  Punkte  fi  jetzt  die  Gruppe  von  FormeUi 

fiXy^  =  ÄÄj,  x<^  =  iikx2j     oder    x^  :  X2:  x^  =^  k  :  (i  :  ^i^k. 
Die  Gleichung  der  Sehne  zwischen  den  Punkten  ^,  (i   wird 

(1(1  x^  —  {(1  +  (i)  kx2  +  a;3  =  0, 

daher  die  der  Tangente  in  (i  ebenso   (i^x^  —  2(ikx2  +  ^«^  *=  0. 
Die  Coordinaten  des  Pols  der  Sehne  zwischen  (i  und  (i  sind  durch 

Xi  kxj[ x^ 

2         fi  +  ft'  "^"  2j»/ 

bestimmt.  Lässt  man  jene  Sehne  mit  der  unendlich  entfernten  ge- 
raden Linie  zusammenfallen,  so  erhält  man  fUr  die  tiimetrischen 
Coordinaten  des  Centrums  x{  :  x^  :  x^'  ^=>  2k'^s^  :  —  Sj  :  2ä:^5|. 
Äufg,  2.  Wenn  drei  Kegelschnitte  von  den  respectiven  Seiten- 
paaren eines  Dreiecks  in  den  Endpunkten  der  jedesmaligen  dritten 
Seite  berührt  werden  und  durch  einen  Punkt  gehen,  so  schneiden 
die  Tangenten  derselben  in  diesem  Punkte  die  Dreiecksseiten,  die 
ihnen  respective  als  Berührungssehnen  entsprechen,  in  drei  Punk- 
ten einer  geraden  Linie. 

307.  Bei  der  Anwendung  der  im  vorigen  Art.  gegebenen 
Gleichungen  der  Polare  ist  es  nützlich;  zu  bemerken^  dass  die 
Elimination  von  a?2  zwischen  den  Gleichungen  von  zwei  Tan- 
genten des  Kegelschnitts  in  den  Punkten  (i  und  jit'  für  die  Glei- 
chong  der  Verbindungslinie  des  Durchschnitts  dieser  Tangen- 
ten mit  dem  Eckpunkt  x^  '='  x^  =  0  des  Fundamentaldreiecks 
^^'x^  =  a?3  liefert.  Wenn  also  das  Produet  zweier  Werthe 
von  (i  gegeben  ist  («»  a),  so  liegt  der  Durchschnitt  der  ent- 
sprechenden Tangenten  in  der  festen  Geraden  aa;,  =  ^^3.  Sub- 
stituirt  man  in  deniselben  Falle  a  für  fifi'  in  die  Gleichung 
der  Sehne  zwischen  zwei  Punkten,  so  erkennt  man,  dass  diese 
Sehne  durch  den  festen  Punkt  axi  +  ^3  =  0,  0:3  =  0  hindurch- 
geht. Da  ferner  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  den  Punkt 
II  mit  dem  Punkte  a;|  =  a?3  «=  0  verbindet,  /i^^Cj  =  x^  ist,  so 
liegen  die  Punkte  +  f*  ^^^^  —  fi  in  einer  durch  den  Punkt 
x^  =  x^^=  0  gehenden  Geraden. 

Wenn  endlich  rc,  x^  =  X2^  und  a:,  x.^  =  y^  die  Gleichungen 
von  zwei  Kegelschnitten  sind,  welche  x^  =0,  y^  =  0  (y^  re- 
präsentirt  eine  lineare  homogene  Function  der  x)  zu  den  re- 
spectiven Berührungssehnen  haben,  so  erkennt  man  aufi  dem 
Umstände,  dass  die  Gleichung  yii^x^  «=»  x^  die  Grosse  a;,  nicht 
enthält,  dass  die  Verbindungslinie  des  Punktes  -|-  /t  in  dem 
einen  Kegelschnitt  mit  jedem   der  Punkte  +  f^  ^^  anderen 
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durch  den  Punkt  a;,  =  ajg  =  0,  d.  h.  den  Schnittpunkt  der  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  gehen  muss.  Wir  wollen  sagen^ 
dass  der  Punkt  +  ^  des  einen  Kegelschnitts  dem  Punkte  +  fi 
des  andern  direct  und  dem  Punkte  —  ii  desselben  indirect 
oder  invers  entspreche;  und  überdies,  dass  die  Sehne,  welche 
irgend  zwei  Punkte  des  einen  Kegelschnitts  verbindet,  der  Ver- 
bindnngssehne  der  entsprechenden  Punkte  des  andern  Kegel- 
schnitts entspreche. 

Äufg,  1.  Vier  feste  Tangenten  eines  Kegelschnitts  —  sagen 
wir  in  den  Punkten  (i\  ft",  ft'",  f*""  —  bestimmen  auf  einer  fünften 
Tangente  desselben  —  im  Punkte  (i  —  eine  Punktreihe  von  con- 
stantem  Doppelverhältniss. 

Das  fragliche  Doppelverhältniss  stimmt  mit  dem  Doppelver- 
hältniss des  Strahlbttschels  überein,  welches  die  bezeichnete  Punkt- 
reihe mit  dem  Punkte  Xi=»  x^  =  0  bestimmt ;  nach  dem  Vorher- 
gehenden sind  die  Gleichungen  der  Strahlen  desselben 
^V^i  — ^  =  0,  f*>Ä5,— rc3=0,  f*"Va?,— 0:3=0,  fA^'V^Ci— a?3=0; 
das  fragliche  Büschel  ist  also  mit  dem  über  den  Berührungspunkten 
aus  einem  beliebigen  Punkte  (i  des  Kegelschnitts  beschriebenen 
Büschel  projectivisch,  und  der  Satz  also  mit  der  Hinzufügung  bewiesen, 
dass  das  Doppelverhältniss  von  vier  Tangenten  dem- 
jenigen ihrer  vier  Berührungspunkte  gleich  ist. 

Aufg.  2.  Wenn  vier  gerade  Linien  durch  den  Punkt  x^=x^=sO 
gezogen  werden ,  so  ist  das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte  fi\ 
\l\  ^"',  ^"",  in  welchen  dieselben  den  Kegelschnitt  schneiden,  dem 
Doppelverhältniss  der  vier  anderen  Schnittpunkte  —  ft',  — fi",  — yj'\ 
—  f* ""  gleich,  die  sie  überdies  mit  ihm  bestimmen.  Denn  der  in 
der  Aufg.  6  des  Art.  305  für  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punk- 
ten des  Kegelschnitts  gegebene  Ausdruck  ändert  sich  nicht,  wenn 
die  Vorzeichen  aller  darin  auftretenden  Grössen  verändert  werden. 
Ans  demselben  Grunde  ist  das  Doppelverhältniss  von  vier 
Punkten  des  einen  Kegelschnitts  dem  der  vier  ent- 
sprechenden Punkte  des  andern  gleich. 

Aufg,  3.  Entsprechende  Sehnen  von  zwei  Kegelschnitten  durch- 
schneiden einander  in  ihrer  Durchschnittssehne. 

Die  Kegelschnitte  x^x-^  —  x^  =^  0^  x^x^  —  y^  ^  0  haben 
die  Geraden  x^  —  ^2*  *^  ^  ^^  einem  Paar  der  gemeinsamen  Seh- 
nen. Aber  die  Sehnen 

/*Ml  —  0*  +  f*')  i^2  +  ^3  =  Ö7    ^f*'«l  "  (^  +  f*')  3^2  +  ^3  =  Ö 

durchschneiden  einander  in  der  Geraden  X2  —  y2^^  ^\  ^^^  wenn 
wir  die  Zeichen  von  fi,  ft'  in  der  zweiten  Gleichung  ändern,  so 
schneiden  sich  die  entsprechenden  Sehnen  m  x^  -\-  y^  =  0. 

Aufg.  4.  Ein  Dreieck  bleibt  einem  festen  Kegelschnitt  umge- 
schrieben, und  zwei  seiner  Ecken  bewegen  sich  in  festen  Geraden ; 
man  soll  den  Ort  der  dritten  Ecke  finden. 
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Wir  denken  die  beiden  Tangenten  des  Eegelsdinitts  aas  dem 
Darchschnittsptmkt  der  festen  Geraden  und  ihre  Berühnuigssehne 
als  Fundamentallinien  und  setzen  die  Gleichungen  der  festen  Ge- 
raden in  der  Form  aiCj  —  ajj  =  0,  hx^  — ^3  =  0  voraus,  die 
Gleichung  des  Kegelschnitts  aber  x^  x^  :==»  x^.  Nach  dem  Vorigen 
ist  fOr  zwei  sich  in  ax^  —  0^3  «=  0  schneidende  Tangenten  des 
letztem  das  Product  der  ft  gleich  a  \  wenn  also  die  eine  der  Sei- 
ten im  Punkte  fi  berührt,  so  berühren  die  anderen,  die  ihr  in  den 
beiden  festen  Geraden  begegnen,  in  den  Punkten  a  :  f»  und  5  :  fi, 
und  es  sind  a^arj  —  2afAfl?2  +  f*^^3=0,  fe^Xj  —  2fefia'2  +  /***3  =  0 
ihre  Gleichungen.  Die  Elimination  von  f»  zwischen  diesen  Glei- 
chungen giebt  für  den  Ort  des  Scheitels  die  Gleichung 

(a  -|-  hy  x^x^  =  ^ahxr^. 

Derselbe  ist  also  ein  Kegelschnitt,  der  mit  dem  gegebenen  in 
d£r  Geraden  x^^  0  eine  doppelte  Berührung  hat*). 

Aufg,  5.  Man  bestimme  die  Enveloppe  der  Grundlinie  eines 
Dreiecks,  welches  einem  festen  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist,  nnd 
dessen  beide  Scheitelseiten  durch  zwei  feste  Punkte  gehen. 

Wir  denken  die  Verbindungslinie  der  festen  Punkte  als  Xj  =  0 
und  setzen  die  Gleichung  des  festen  Kegelschnitts  als  von  der  Form 
x^  x^  BS  x^^  die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die  festen  Punkte 
mit  dem  Punkt  x^=^x^  =  0  verbinden,  von  der  Form  axy  -^-x^^^O 
hx^  -{-  ^3  ss=s  0  voraus.  Nun  entsprechen  den  Endpunkten  einer 
durch  aajj  +  ^  ^  ö»  ^2  *=*  ö  gehenden  Sehne  Werthe  von  fi,  deren 
Product  gleicli  a  ist;  wenn  also  (i  dem  Scheitel  entspricht,  so  müs- 
sen die  Basisecken  durch  a  :  [i  und  b :  (i  dargestellt  sein,  und  die 
Gleichung  der  Basis  ist  ahx^  —  («  +  V)  fta?2  +  f'^3  *=  ö- 

Nach  Art.  305  berührt  dieselbe  daher  stets  den  Kegelschnitt 
AahXiX^  >==  (a  -{-  hy  x^^  einen  Kegelschnitt  also,  der  mit  dem 
gegebenen  in  der  Verbindungslinie  der  festen  Punkte  eine  doppelte 
Berührung  hat. 

Äufg,  6.  Die  Basis  eines  Dreiecks  berührt  einen  gegebenen 
Kegelschnitt,  während  ihre  Endpunkte  sich  in  zwei  festen  Tan- 
genten desselben  bewegen,  und  die  beiden  anderen  Seiten  durch 
feste  Punkte  gehen:  welches  ist  der  Ort  der  Spitze? 

Bind  Xi  =^Qy  x^^Q  die  festen  Tangenten  und  x^x^  <»  x<^ 
die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  so  sind  die  Coordinaten  des  Durch- 
Schnittspunktes  der  Linie  x^=^Q  mit  einer  Tangente 

fA^a?,  —  2fAa;2  +  a^g  =  0 

*)  Das  Baisonnement  bleibt  gültig,  wenn  der  Punkt  o^i  »x,  ^«0 
innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt  und  daher  die  bezüglichen  Tangenten 
^,  a  0,  rcs  »  0  imaginär  werden.  Die  im  Art  309  gegebenen  Metho- 
den lassen  seigen,  dass  fQr  die  Gleichungsform  x^  +  x^^  mm  xf  die  Glei- 
chung des  Ortes  in  der  Form  x^  -{-scf  »  Ifix^^  erhaJCen*  wird. 
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• 

respective  zu  0,  2  f» ,  1  proportional,  und  nach  Art.  65  ist  die  Glei- 
chung der  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  Punkte  x\  den 
wir  als  fest  betcachten,  rc, x^  —  ^\^%  =  2f*  (0?^ x^  —  ^i'^2)*  Ebenso 
i&t  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  des  festen  Punktes  x"  mit 
dem  Punkte  (2,  ft,  0),  in  welchem  die  Gerade  ^3  es«  0  dieselbe 
Tangente  schneidet,  2  (x^x^'  —  ^2' ^3)  =  f*  (a^i^Ca"  —  ^i'^a)-  I^io 
Eliminaticm  von  fi  zwischen  dieser  und  der  vorigen  Gleichung  giebt 
den  Ausdruck  für  den  Ort  des  Scheitels. 

(XiXj'—  ^\  ^zi{P\<^%    —  a?l"i»3)=^(^l^2'—  ^l'^2)(^2^3"— ^2"^3); 

die  Gleichung  eines  durch  die  beiden  festen  Punkte  gehenden  Kegel- 
schnitts.    (Art.  296,  4.) 

Aufg*  7.  Die  Seiten  eines  Dreiecks  drehen  sich  um  feste  Punkte 
A,B  y  Cy  und  die  Endpunkte  der  um  C  sich  drehenden  Seite  lie- 
gen stets  auf  einem  die  Punkte  A  und  B  enthaltenden  Kegelschnitt ;  ^ 
der  Ort  der  freien  £cke   Y  ist  ein  Kegelschnitt  durch  A  und  B, 

Denn  für  vier  Lagen  des  beweglichen  Dreiecks  ist  nach  den 

Sätzen  der  Aufg.  2  dieses  Art.  {aaa'a"}  =  { 5 &'&"&'"}  und  da- 
her auch 

{i.aa'aV"}={jB.6&W'}  oder  {^.FF'r'f"}={j?.Fr 7"F"'}. 

Aufg,  8.  Die  Basis  eines  Dreiecks  geht  durch  den  Schnitt- 
punkt C  von  zwei  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Kegelschnitte, 
und  von  ihren  Endpunkten  a,  h  liegt  der  eine  im  ersten  und  der 
andere  im  zweiten  derselben,  während  seine  Seiten  durch  feste 
Punkte  A^  B  gehen,  deren  einer  dem  einen  und  der  andere  dem 
andern  Kegelschnitt  angehört.  Der  Ort  des  Scheitels  ist  ein  durch 
die  Punkte  Aj  B  gehender  Kegelschnitt. 

Der  Beweis  folgt  aus  dem  zweiten  in  der  Aufg.  2  dieses  Art. 
ausgesprochenen  Satze.  Und  dieser  Satz  selbst  gestaltet  einen  einfa- 
chen geometrischen  Beweis.  Wenn  das  Strahlbüschel  {O  .  AB  CD} 

Punkte  verbindet,  welche  denen  von  io  .  ah  cd}  respective  ent- 
sprechen, so  durchschneiden  sich  nach  (3)  die  Sehnen  OA,  oa  in 
einem  Punkte  r  auf  einer  der  gemeinsamen  Sehnen  der  beiden  Kegel- 
schnitte; ebenso  OB^  oh  in  einem  Punkte  r'  derselben  Sehne,  etc. 
Daher  werden  die  Doppel  Verhältnisse  beider  Büschel  durch  das  Doppel- 

Terhältniss  der  Beihe  {rr'r"r"f  gemessen  und  sind  einander  gleich. 

Aufg,  9.  Man  soll  in  einen  Kegelschnitt  ein  Dreieck  ein- 
schreiben^ dessen  Seiten  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen.  ^^) 

Wenn  wir  zwei  der  gegebenen  Punkte  wie  in  der  füiiften  Auf- 
gabe festsetzen^  so  ist  nach  derselben  die  Gleichung  der  Basis 

ahx^  —  (a  +  &)  (1X2  +  f*^i^3  *=  0, 

und  wenn  diese  Gerade  durch  den  Punkt  cx^  —  x.^  «=  0,  dx^  —  a?3  =  0 
gehen  soll,  so  muss  die  Bedingung  ah  —  (a  +  h)  (ic  -{-  fA^cd=  0 
erfüllt  sein,  durch  welche  (i  bestimmt  wird.   Im  Punkte  fi  ist  aber 
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fAXi  =a?2,  fi^Xj  =  x^'^  die  Coordinaten  dieses  Panktes  genügen 
also  der  Gleichung  ahx^  —  («  +  &)  ca?2  +  cdx^  =  0,  und  es  ent- 
sprechen daher  der  Aufgabe  zwei  Lösungen,  denn  jeder  der  bei- 
den Punkte,  in  welchen  dieee  Gerade  den  gegebenen  Kegelschnitt 
schneidet,  kann  als  Ecke  des  gesuchten  Dreiecks  genommen  wer- 
den.   Die  geometrische  Bedeutung  der  gefundenen  Gleichung,  die 

aus  dem  Vorigen  nicht 
erhellt,  wird  durch  die 
folgendenBetrachtungen 
erkannt  Wenn  123 und 
456  die  beiden  Dreiecke 
wären,  welche  dem  Pro- 
blem entsprechend  durch 
die  Punkte  A,  JB,  C  be- 
stimmt  sind,  so  mass 
nach  dem  auf  das  Sechs- 
eck 12345  6  angewen- 
deten Pascal'schen  Satze 
die  Gerade  BC  durch 
den  Schnittpunkt  von 
16,  34  hindurchgehen, 
welches  letztere  nach 
Aufg.  1,  Art.  108  der 
Pol  von  ÄL  ist.  Um- 
gekehrt geht  also  ÄL 
durch  den  Pol  von  BC^ 
und  weil  L  nach  dersel- 
ben Aufgabe  in  der  Po- 
\D  lare  von  A  liegt,  so  er- 
halten wir  die  folgende 
Construction :  Man  bilde  das  Dreieck 'Dj^JP,  dessen  Seiten  die 
Polaren  der  Punkte  A,  J9,  C  sind,  ziehe  die  Verbindungslinien  der 
entsprechenden  Ecken  beider  Dreiecke,  die  sich  nach  Art.  130 
(vergl.  Art.  309,  5)  in  einem  Punkte  schneiden,  tmd  bestimme 
ihre  Schnittpunkte  7>,  üf,  N  mit  den  entsprechenden  Gegenseiten 
des  Polardreiecks  DEF:  dann  gehen  die  Geraden  LM,  MN,  NL 
durch  die  Eckpunkte  der  gesuchten  Dreiecke.    Dass  die  Gerade 

ahx^  —  {a  -{-  b)  cx^  +  cdx^  =  0 

der  Linie  MN  der  vorigen  Construction  entspricht,  kann  leicht 
bestätigt  werden.    Die  drei  gegebenen  Punkte  sind  durch 

aa;,  +  ^3  =  ö,     a^j  =  ^5     &rc,  +  ^3  =  ^ ,     x^^^  0; 

C  Xt     "^~    iCn    '^^    **  ) 

bezeichnet,  ihre  drei  Polaren  haben  daher  die  Gleichungen 


dx2  —  x^  ^  0 


ax^  —  iTj  a=  0,     hx^  ~  fljg  «=:  0,     cdXi  —  20X3  +  ^  =*  ^5 
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die  Verbind  angslinien  der  entsprechenden  Ecken  also  die  anderen 

hia-]-  cd)  a;,  —  2c  (a  +  &)  ir2  +  (^  +  ^^  ^3  =  ö> 

a(h'{-cd)x^  —  2 c  (a  +  &)  ^2  "l"  (^  +  ^^)  ^3  =  ^;  ^^^1  —  ^»^3  ==» 0. 

Die  Gerade  ahXi  —  (o  +  ^)  ^^2  4*  ^^^3  =  ^  ß®^^  *^®^  ^*^^  ^®^ 
Form  ihrer  Gleichung  durch  den  Schnittpunkt  der  ersten  dieser 
Linien  mit  der  Geraden  hx^  —  ^8  =  0  und  durch  den  der  zweiten 
mit  axi  —  a?3  =  0.    (Vergl.  Art.  308 ,  6.) 

Die  Lösung  wird  unbestimmt,  wenn  die  gegebenen  festen  Punkte 
ein  Tripel  harmonischer  Pole  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  bil- 
den ;  dann  giebt  es  unendlich  viel  Dreiecke  der  verlangten  Art. 

308.  Die  Sehne^  welche  zwei  Punkte  ^i  tan  g?  und  11  cot  g? 
verbindet^  wo  q)  einen  beliebigen  constanten  Winkel  bezeich- 
net; berührt  stets  einen  Kegelschnitt,  der  mit  dem  gegebenen 
Kegelschnitt  eine  doppelte  Berührung  hat.  Denn  nach  Art. 
305  ist  die  Gleichung  der  Sehne 

ft^Xj  —  ftajj  (tan  g>  +  cot  qp)  +  Tj  =  0 , 

und  diese  ist  wegen  tan  q>  -{-  cot  g)  =  2  cosec  2(p  die  Glei- 
chung einer  Tangente  des  Kegelschnitts  x^x^  sin^  2tp  =  X2^ 
im  Punkte  fi  desselben.  Man  erkennt  in  der  nämlichen  Art; 
dass  der  Ort  des  Durchschniittspunktes  der  Tangenten  in  den 
Punkten  [i  tan  %  /i  cot  9  der  Kegelschnitt  x^x^=X2^Biii^2(p  ist. 

Äufg,  1.  Wenn  in  der  6.  Aufg.  des  vorigen  Art.  die  Enden 
der  Basis  in  irgend  einem  Kegelschnitt  liegen,  der  mit  dem  ge- 
gebenen eine  doppelte  Berührung  hat  und  die  gegebenen  Punkte 
enthält,  so  soll  man  den  Ort  der  Spitze  bestimmen. 

Sind  Xi  x^  —  flJj'  =  0 ,  XiX^  sin^  2q)  —  x.,^  =  0  die  Glei- 
changen  der  Kegelschnitte,  so  schneidet  eine  Gerade^  die  den  letz- 
teren im  Punkte  fi  berührt,  den  ersten  in  Punkten  fi  tan  q>  und 
fi  cot  9 ;  wenn  die  festen  Punkte  (i,  ^"  sind,  so  sind  die  Gleichungen 
der  Seiten 

ft^'  tan  9  rr,  —  (ft'  +  ft  tan  q>)  x^-^  x^  =  0, 

jnft"  cot  9  a?j  —  (jn"  -[-  fi  cot  qp)  X2'\-  x^  =  0, 

und  die  Elimination  von  jia  liefert  die  Gleichung  des  Ortes 

(X3  -  ^1x2)  (fA"a;i  —  X2)  =  tan2  9  {x^  —  ^"a^j)  (ft'iTi  —  x^. 

Aufg.  2.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  eine  doppelte 
Berührung  mit  einander  haben,  so  ist  das  Doppelver- 
bältniss  von  vier  Punkten^  in  welchen  vier  Tangenten 
des  einen  den  andern  schneiden,  dem  Doppelverhftlt- 
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nis8  ihrer  vier  andern  Schnittpunkte  und  dem  der  vier 
Berührungspunkte  gleich.®^) 

Denn  der  Ausdruck  für  das  Doppelverhftltniss  bleibt  unge- 
ändert,  wenn  man  jedes  (i  entweder  mit  tan  q>  oder  mit  cot  9 
multiplicirt.  Daraus  entspringt  der  Begriff  von  zwei  projectivischen 
Eeihen  von  Punkten  auf  demselben  Kegelschnitt;  man  sieht  sofortf 
dass  die  Doppelpunkte  derselben  die  Berührungspunkte  der  bei- 
den Kegelschnitte  sind.  Sie  können  ohne  Yermittelung  der  dop- 
peltberührenden Kegelschnitte  durch  projectivische  Büschel  aus 
einem  Punkte  des  Kegelschnitts  erzeugt  werden;  wir* wissen  (Art 
302,  Aufg.  2),  dass  die  geraden  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  durch  einen  Punkt  gehen,  falls  diese  Büschel  in  Involution 
sind ;  im  allgemeinen  Falle  umhüllen  sie  einen  Kegelschnitt,  der  mit 
dem  gegebenen  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Äufg,  3.  In  der  Aufg.  7  des  vorigen  Art.  kann  die  Basis 
des  Dreiecks,  statt  durch  einen  festen  Punkt  C  zu  gehen,  als  Tan- 
gente eines  Kegelschnitts  vorausgesetzt  werden,  der  mit  dem  ge- 
gebenen Kegelschnitt  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Äufg,  4.  Wenn  drei  feste  Sehnen  eines  Kegelschnitts  ÄÄ\ 
BB'y  C(f  gegeben  sind,  so  umhüllt  eine  vierte  Sehne  DB\  welche 
man  so  bestimmt,  dass  die  DoppelverhSltnisse  der  Punkte  ABCD 
und  AB' CD'  einander  gleich  sind,  einen  Kegelschnitt,  der  mit 
dem  gegebenen  in  doppelter  Berührung  ist.  Denn  mit  ft,  (i\  als 
den  den  Endpunkten  der  veränderlichen  Sehne  entsprechenden  Wer- 
then  des  Parameters,  gilt  die  Relation  (Art.  299) 

für  .^,  JS,  C7;  D  als  von  den  Parametern  a,  a\  etc.  der  drei  be- 
kannten Paare  abhängige  Constanten.  Bestimmt  man  (a'  aus  dieser 
Gleichung  und  setzt  den  erhaltenen  Werth  in  die  Gleidiung 
llflx^  —  ((i  -|-  ft')  ^»2  +  ^3  °°*  ^  ^^^  Sehne  ein,  so  erhält  man 

li{Bii-^I))x,  +  x,{(i{A(i+Cf)^{Bii+B)}^x^{Ä(i+C)^0 

oder 

(L^  (Bx,  +  Äx^)+iL{Dx,  +  {C-^B)x^-Ax^}—{Dx^  +  Cx^)^0, 

Diese  gerade  Linie  berührt  nach  der  Form  ihrer  Gleichong  (Art. 
305)  den  Kegelschnitt 

{Dx^+(C  -  B)x^-Ax^Y+4.{Bx^  +Ax^){I)x^'\'  Cx^)-^0 

oder 

A{BC  —  AB)  {x^x^  —  x^^)  +  {Bxi'\'  {B+  C)x^  +Ax^Y  '^  ^' 

und  man  erkennt  aus  der  letzteren  Form  der  Gleichung,  dass  der- 
selbe mit  dem  gegebenen  Kegelschnitt  eine  doppelte  Berührung 
hat.  (Art.  272.)  In  dem  speciellcn  Falle  J5  «=  C  wird  die  die 
Grössen  ^,  ft'  verbindende  Relation  ^ftf*'  +  jB  (ft  +  f*')  4"  -^  **"  ^» 
und  man  sieht  daraus  nach  Art  51,  dass  die  Sehne 
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fift'iC,  —  (m  +  f*')  a^2  +  «3  =  0 

durch  einen  festen  Punkt  geht.  Wenn  man  im  allgemeinen  Falle 
die  entsprechenden  Pnnkte  von  zwei  projectiviBchen  Systemen  auf 
demselben  Kegelschnitt  mit  zwei  beliebigen  festen  Punkten  P,  P' 
des  n&nlichen  Kegelschnitts  verbindet,  so  ist  der  Ort  der  Schnitt- 
pnnkte  der  entsprechenden  Strahlen  ein  durch  P,  P'  gehender  Ke- 
gelschnitt. Endlich  werden  in  zwei  Kegelschnitten  von  den  Tan- 
genten eines  dritten  Kegelschnitts,  der  mit  beiden  in  doppelter 
BerOhrnng  ist^  projectivische  Systeme  von  Punkten  bestimmt ;  aber 
nicht  umgekehrt  umhüllen  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Pnnkte  projectivischer  Systeme  in  verschiedenen  Kegelschnitten  noth- 
wendig  einen  Kegelschnitt. 

Insbesondere  wenn  ein  Winkel  von  constanter  Grösse  sich  um 
seinen  Scheitel  dreht,  so  bestimmt  er  in  einem  durch  den  letzte- 
ren gehenden  Kegelschnitt  eine  Sehne,  deren  Enveloppe  ein  ihn 
doppelt  berfihrender  Kegelschnitt  ist;  die  imaginSren  Berührnngs- 
pnnkte  sind  von  der  Grösse  des  Winkels  unabhängig.  Offenbar 
schneiden  sich  auch  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  in  den  ent- 
sprechenden Punkten  von  zwei  solchen  projectivischen  Reihen  auf 
einem  Kegelschnitt,  der  in  ihren  Doppelpunkten  mit  dem  gege- 
benen eine  doppelte  Berührung  hat.  Nach  dem  Satze  des  Art.  276 
erhftlt  man  z.  B.  den  Satz:  Wenn  zwei  Kegelschnitte  S,  S'  ähn- 
lich, concentrisch  und  in  ähnlicher  Lage  sind,  und  von  den  Punk- 
ten des  einen  S  die  Tangentenpaare  an  den  andern  gelegt  werden, 
80  haben  diese  die  Bichtungen  der  Strahlen  von  zwei  concentri- 
schen  projectivischen  Büscheln,  deren  Doppelstrahlen  den  Asymp- 
toten beider  Kegelschnitte  parallel  sind. 

Äufy,  5.  Wenn  ein  Polygon,  dessen  Seiten  alle  bis  auf  eine 
durch  feste  Punkte  gehen,  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist, 
so  ist  die  Enveloppe  jener  Seite  ein  Kegelschnitt,  der  mit  dem 
gegebenen  eine  doppelte  Berührung  hat.  Denn  denken  wir  vier 
beliebige  Lagen  des  Polygons,  dessen  Ecken  der  Reihe  nach  durch 
A^  Bj  C7,  etc.  bezeichnet  sein  mögen,  so  gelten  die  Relationen 

{AÄÄ'Ä")  =  {^^JB"^"}  =  {CCrCC'"}  =  etc., 

nnd  das  Problem  ist  damit  auf  das  Problem  der  vorigen  Aufgabe 
zurückgeführt,  giebt  also  auch  dasselbe  Resultat. 

Aufg,  6.  Man  soll  in  einen  Kegelschnitt  ein  Poly- 
gon einbeschreiben,  dessen  Seiten  alle  durch  feste 
Pnnkte  gehen.®^) 

Denken  wir  einen  Punkt  A  des  Kegelschnitts  als  Ecke  des 
Polygons  willkürlich  gewählt  und  ein  Polygon  gebildet,  dessen 
Seiten  respective  durch  die  bezeichneten  Punkte  gehen,  so  fllllt 
im  Allgemeinen  der  Punkt  Z,  in  welchem  die  letzte  Seite  dessel- 
ben den  Kegelschnitt  sdineidet,  nicht  auf  .ä;  wenn  wir  aber  vier 
aolehe  Polygone  eingeschrieben  denk^  so  iirt  wie  in  der  vorigen 
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Aufgabe  {AÄÄ'Ä''}  =  {ZZ^Z^'Z^}.  Fiele  aber  A'"  mit  Z"' 
zusammen,  so  wäre  das  vierte  Polygon  das  gesuchte.  Das  Problem 
ist  damit  auf  das  folgende  reducirt :  Wenn  drei  Paare  von  Punk- 
ten AÄÄ\  ZZZ*  auf  einem  Kegelschnitt  gegeben  sind,  so  soll 
ein  Punkt  K  desselben  Kegelschnitts  gefunden  werden,  für  welchen 

{KAÄAI')  =  {KZZZ!'}  ist.  In  dieser  Fassung  des  Problems 
erkennt  man,  dass  seine  Lösung  die  Bestimmung  der  Doppelstrahlen 
von  zwei  concentrischen  projectivischen  Büscheln  fordert  Natür- 
lich bedient  man  sich  für  diesen  Zweck  eines  durch  den  Scheitel 
des  Büschels  gehenden  Kreises  als  Hilfskegelschnitt.  Man  hat  ftbr 
diesen  den  Doppelsatz: 

Sind  A^  jB,  C  und  -4',  B\  C  drei  Paare  entsprechender  Ele- 
mente projectivischer  Punkte  oder  Tangenten  eines  Kreises,  so 
bestimmen  AB'  und  ÄB^  BC  und  J?'C7,  CA  und  CA  drei 
Punkte  einer  Geraden .  oder  drei  Strahlen  durch  einen  Punkt  T, 
welche  mit  dem  Kreise  zwei  Punkte  oder  zwöi  Tangenten  K^  K 
gemein  haben,  die  mit  den  beiden  Gruppen  von  drei  Elementen 
gleiches  Doppelverhältniss  bestimmen.  Die  Gerade  oder  der  Punkt 
T  dient  auch  zur  Construction  entsprechender  Elementenpaare. 
(Vgl.  Art.  301.)  Sind  die  Systeme  involutorisch,  so  genügen  zwei 
Elementenpaare  A^  B,  A\  B'  zu  ihrer  Bestimmung  und  die  Paare 
A^y  AB,  ABy  A'B'  liefern  die  Gerade  oder  defe  Punkt,  durch 
welche  die  Doppelpunkte  oder  Doppelstrahlen  bestimmt  sind.  Die 
Bestimmung  der  Doppelstrahlen  von  zwei  projectivischen  Reihen 
in  derselben  geraden  Linie,  insbesondere  auch  der  Doppelelemente 
involutorischer  Reihen  und  Büschel  (Art.  302,  9,  10),  ist  dadurch 
zugleich  gewonnen. 

Denken  wir  allgemein  AZ'ÄZÄ' Z!  als  Ecken  eines  einge- 
schriebenen Sechsecks,  so  dass  -4,  Z\  ÄZ'  \  Ä'  Z!'  die  Paeare  der 

Gegenecken  desselben  sind,  so  kann  jeder  der 
Punkte,  in  welchen  die  Verbindungslinie  der 
Dorchschnittspunkte  der  Gegenseiten  den  Ke- 
gelschnitt schneidet,  als  ein  Punkt  K  genom- 
men werden;  denn  wenn  in  der  Figur  die 
Punkte  -4,  C,  Tl  den  A,  Ä,  Ä'  und  die  Punkte 
D,  Fj  B  den  Z,  Z\  Z"  entsprechen  und  die 
Seiten  in  der  Ordnung  ilJB  (72)  JE7i^  genommen 
^  werden,  so  sind  i,  itf ,  "N  die  Durchschnitts- 
punkte der  Gegenseiten,  und  da  \K^1$L\ 
ebensowohl  {d  .  KACH)  als  {A  .  KDFB}  misst,  so  ist 

{kace}  =  {kdfb}, 

wie  verlangt  wurde.  Der  entwickelte  Beweis  zeigt  zugleich,  dass 
die  gegebene  Construction  auch  noch  das  viel  allgemeinere  Pro- 
blem löst:  Man  soll  in  einen  Kegelschnitt  ein  Polygon 
einbeschreiben,  von  dessen  Seiten  jede  einen  von  einer 
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Gruppe  fester  Kegelschnitte  berührt,  die  mit  dem  ge- 
gebenen in  doppelter  Berührung  sind. 

Ans  der  letzten  Aufgabe  erkennt  man,  dass  K  ein  Berührungs- 
punkt eines  den  gegebenen  doppelt  berührenden  Kegelschnitts  ist, 
welcher  die  geraden  Linien  AZ^  Ä Z! ^  A' Z"  zu  Tangenten  hat, 
und  es  ist  daher  im  Vorigen  zugleich  die  Lösung  der  Aufgaben 
gegeben:  Einen  Kegelschnitt  zu  beschreiben,  welcher 
drei  gerade  Linien  zu  Tangenten  und  mit  einem  ge- 
gebenen Kegelschnitt  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Aufg.  7.  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  einer  geraden  Linie 
mit  dem  durch  fünf  Punkte  J.,  B^  *(7,  D,  E  gegebenen  Kegelschnitt. 

Wenn  man  die  Punkte  A^  B  mit  den  drei  Punkten  (7,  D,  E 
verbindet,  so  erhält  man  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  von 
zwei  projectiyischen  Büscheln.  Dieselben  bestimmen  in  der  Ge- 
raden zwei  projectivische  Beihen,  deren  Doppelpunkte  die  gesuch- 
ten Punkte  sind.  Man  construirt  sie  nach  der  Bemerkung  bei  der 
vorigen  Aufgabe  mit  Hilfe  eines  festen  Kreises. 

Aufg,  8.  Man  soll  die  von  einem  gegebenen  Punkte  ausgehen- 
den Tangenten  eines  durch  fünf  Tangenten  bestimmten  Kegelschnitts 
construiren. 

Aufg.  9.  Man  bestimme  die  Asjmptotenrichtungen  für  einen 
durch  fünf  Punkte  gehenden  Kegelschnitt. 

309.  Auch  die  Gleichungsform  Pi«  +  w^Jf«  =  n^m 
des  Art.  278;  mit  welcher  der  Kegelschnitt  auf  ein  Fundamen- 
taldreieck  bezogen  ist^  in  welchem  jeder  Eckpunkt  der  Pol 
der  gegenüberliegenden  Seite  ist;  oder  das  ein  System  von  drei 
harmonischen  Polen  und  Polaren  desselben  liefert,  gewährt 
den  nämlichen  Vorzugs  dass  es  möglich  ist^  einen  Punkt  des 
Kegelschnitts  durch  einen  einzigen  Parameter  auszudrücken. 

Denn  schreibt  man  ZL  =  njrcos  g),  mJf  =n-Wsin  9, 
so  erhält  man,  wie  in  Art.  132  und  239,  für  die  zwei  Punkte 
9?,  9'  die  verbindende  Sehne  in  der  Gleichungsform 

i  L  cos  :^  (g?  +  g?')  +  mM  sin  -J  {<p  -|-  q)')  =  nN  cos  i  (9  —  (p'), 

und  für  die  Tangente  im  Punkte  9  insbesondere 

IL  cos  g?  +  milf  sin  (p  =  nN, 

Schreiben  wir  aber  die  Gleichung  in  der  mehr  symmetri- 
schen Form 

^n  ^1'  +  «22^2^  +  ^33^3^  =  0    oder    SauXi^  »=  0, 
(immer  für  i  =  1,  2^  3,  so  dass  alle  nachfolgenden  Summen 
aus  nur  drei  Gliedern  bestehen),  so  ergiebt  sich  für  die  Tan- 
gente im  Punkte  x    die  Gleichung 
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äj  j  üpj  ar,'  +  «22^2^2'  "4"  ^s^a^a'  '^^  ^    oder    SauXiSfi  =  0, 
und  für  die  Gleichung  der  Polare  des  beliebigen  Punktes  x 
dieselbe  Form.    (Art.  106.)    Die  Zusammenstellung  derselben 
mit  der  allgemeinen  Gleichung  der  geraden  Linie 

61^1  +  12^2  +  53^3  =  0    oder    Z|,a:,  =  0 
lehrt,   dass  die   Coordinaten  des  Pols  dieser   Geraden   durch 
i\  ^-^ii;  12^  ^22  7  S3  '  ^33  gegeben  sind,  und  ferner,  da  der  Pol 
einer  Tangente  ihr  Berührungspunkt  ist,  dass  die  gerade  Linie 
2^g,.  Xi  =  0  den  betrachteten  Kegelschnitt  berührt,  sobald 

«22«336l^  +  «33Öm52^  +  «H  ^22^3^  =  ^    odcr    ia,-.^?*'  =  0 

ist.  Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  wird  der  Eegelscbnitt 
offenbar  durch  die  vier  geraden  Linien 

berührt,  und  die  Fundamentallinien  sind  daher  die  Diagona- 
len des  von  diesen  geraden  Linien  gebildeten  Vierecks.  (Vgl 
Art.  108,  3.) 

Man  erkennt  ebenso,  dass  bei  Erfüllung  der  Bedingung 
ZaaXi^  =  0  der  Kegelschnitt  durch  die  vier  Punkte  a;,',  +  Xj', 
+  x^  hindurchgeht,  dass  also  die  Ecken  des  Fundamentaldrei- 
ecks die  Durchschnittspunkte  der  Diagonalen  und  der  Gegen- 
seitenpaare des  Vierecks  sind. 

Die  Anwendung  auf  die  Gleichungen  in  Gartesischen  und 
Plücker'schen  Coordinaten  für  den  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt 
nnd  zwei  conjugirte  Durchmesser  als  Axen  der  Coordinaten 
ergiebt  sich  von  selbst. 

Äufg.  1.  Man  soll  den  Ort  des  Pols  einer  geraden  Linie 
^^{X{  =  0  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  bestimmen,  der  die 
vier  festen  Punkte  a:,',  +  x./,  +  rcg'  enthält.  (Vergl.  Art.  303, 
Aufg.  15.) 

Aufl,    Seine  Gleichung  ist  I^^fXpXjXt  =  0. 

Äufg.  2.  Man  bestimme  den  Ort  des  Pols  einer  geraden  Linie 
^iiXi  =  0  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  der  vier  feste  Gerade 
^1^1  +  ^2^2  +  ^3^3  =  0  berührt. 

Äufl,    Seine  Gleichung  ist  2?ai'^5*^i  =  0. 

Diese  Beispiele  geben  auch  den  Ort  des  Centrums  als  den  des 
Pols  der  yiendlich  entfernten  geraden  Linie  und  die  Bedingung 
der  Parabel  als  die  der  Berührung  mit  derselben. 

Äufg.  3.  Soll  der  betrachtete  Kegelschnitt  ein  Kreis  sein,  so 
muss  die  gerade  Linie,  welche  sein  Centrum  mit  einem  Eckpunkt 
des  Fnndamentaldreiecks  verbindet,  auf  der  Polare  des  letzteren, 
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d.  h.  der  gegenüberliegenden  Seite  des  Fundamentaldreiecks  recht- 
winklig sein,  oder  sein  Centrum  ist  der  Durchschnittspankt  der  Höhen 
des  Dreiecks,  flir  welchen  x^  cos  A^  »=  a?2  cos  A^  =  x^  cos  A^  ist 
und  daher  z.  B.  »23530:2  —  ct^zh^'s  '^  ^  rechtwinklig  auf  ir,  =0, 
so  dass  »11  :  »22  *  »33  "=  s^  cos  A^ :  ^2  cos  ^  :  s^  cos  ^3  sein  muss. 
Die  Gleichung  des  Kreises,  in  Bezug  auf  welchen  das  Fundamen- 
taldreieck die  vorausgesetzte  Beziehung  hat,  ist  also 

Zx^Si  cos  -4i  =  0    oder    Zx^  sin  2^  =  0, 

und  derselbe  ist  somit  nur  fttr  ein  stumpfwinkliges  Dreieck  reell, 

was  auch  geometrische  Ueberlegungen  bestätigen. 

Aufg,  4.   Die  Ecken  von  zwei  Dreiecken  ABC^  ahCy  welche 

in  Bezug  auf  den  nämlichen  Kegelschnitt  sich  selbst  coigugirt  sind, 

liegen  auf  einem  Kegelschnitt. 

.Denken  wir  d,  e  als  Schnittpunkte  von  BC  mit  ah  und  Ah 

und  ebenso  cT,  c  als  Schnittpunkte  von  BC  mit  Ac  und  ac,  und 

sind  OyO  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden  BC 
mit  dem  Kegelschnitt,  so 
ist  d  der  Pol  von  Ac^ 
ITlI^rrs.:?»^  B  der  Pol  von  A  C  und 
e  der  Pol  von  Ae\  d.  h. 
00'  ist  durch  dct,  BC 
und  ee   harmonisch  ge- 

theilt,  oder  diese  drei  Punktepaare  gehören  zu  einer  Involution. 

In  Folge  dessen  gilt  die  Kette  von  Belationen 

{a,BhCc}={BdC€}  =  {Cd:Be}  =  {BeCd:}  =  {A.BhCc}, 

und  somit  liegen  a,  Ay  B^  &,  (7,  c  auf  dem  nämlichen  Kegelschnitt. 

Au  fg.  5.    Wenn  die  Dreiecke  ABC  und  ahc  einander  so  ent- 
sprechen, dass  die  Seiten  hc,  ca,  ah  des  einen  die  Polaren  von 


--^-.^' 


O^ 


v?^-  :?-.. 


^-...-.. 


den  Ecken  A,  B^  C  des  andern  in  Be- 
zug auf  einen  Kegelschnitt  sind,  so  schnei- 
den sich  die  geraden  Verbindungslinien 
entsprechender  Ecken  in  einem  Punkte, 
oder  das  Sechseck  AhCaBc  ist  einem 
Kegelschnitt  umgeschrieben. 

Denken  wir  die  Schnittpunkte  B^ , 
B^  von  ac  mit  AC,  Bh  respective,  so 
ist  B^  der  Pol  von  Bh  und  B  der  Pol 
.^  .  von  B^,  B^i  also  die  Gruppe  der  Punkte 
'**^  B,  B^  B2  eine  Gruppe  harmonischer 
Pole,  ebenso  C,  C7|,  Cj,  wenn  C^  und  C2  die  Schnittpunkte  von 
ah  mit  AB,  Cc  respective  bezeichnen.  Daher  liegen  BB^  B^  CC^  C^ 
auf  demselben  Kegelschnitt  nach  dem  Satze  der  vorigen  Aufgabe ; 
dann  aber  gehören  nach  dem  Satze  von  Pascal  die  Schnittpunkte 
von  BC,,  CBi;  BB^,  CC^]  B^B^,  C^C^  einer  geraden  Linie  an, 

Salmon- Fiedler,  »haL  üeom.  d.  Kegelichn.  4.  Aufl.  26 
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und  es  gehen  daher  Aa^  Bh^  Cc  durch  einen  Punkt,  oder  ÄhCaBc 
ist  einem  Kegelschnitt  umgeschrieben  nach  dem  Satze  yon  Brianchon. 

310.  Die  Gleichung  des  vor.  Art.  wird  mit  Vortheil  bei 
der  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Brenn- 
punkte verwendet.  Denn  wenn  a:,  «=0,  0:2=  0  die  Glei- 
chungen von  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Geraden  durch 
den  Brennpunkt  und  0^3  =  0  die  zugehörige  Directrix  darstellen, 
80  ist  die  Gleichung  der  Curve  Xi^  +  rCj'  =  e^x^^,  eine  spe- 
cielle Form  der  hier  betrachteten  Gleichung.  Ihre  Gestalt  zeigt 
(Art,  278),  dass  der  Brennpunkt  (:r,  =  x.^  =  0)  der  Pol  der 
Directrix  x^  =  0  ist,  und  dass  dief  Polare  jedes  Punktes  der 
Directrix  die  auf  seiner  Verbindungslinie  mit  dem  Brennpunkte 
in  diesem  errichtete  Normale  ist  (Art.  2(X));  denn  o;,  =  0/die 
Polare  von  rcj  =  0:3  =  0,  ist  zu  a;i  =  0  normal,  und  x^  =0 
kann  jede  durch  den  Brennpunkt  gehende  Gerade  sein.  Nach 
der  Terminologie  des  Art.  294  kann  man  sagen,  dass  jede 
zwei  conjugirte  Gerade,  die  durch  den  Brennpunkt 
gehen,  zu  einander  rechtwinklig  sind;  die  Paare  die- 
ser conjugirten  Geraden  bilden  eine  Involution  von  rechten 
Winkeln.   (Art.  302,  6.) 

Die  Form  der  Brennpunktsgleichung  zeigt  femer,  dass  die 
zwei  imaginären  geraden  Linien  X{^  +  iCj^  =  0  Tangenten  der 
Curve  sind,  welche  vom  Brennpunkt  ausgehen ;  da  diese  Linien, 
die  Doppelstrahlen  jener  Involution,  von  x^  oder  von  der  Lage 
der  Directrix  ganz  unabhängig  sind,  so  sieht  man,  dass  alle 
Kegelschnitte,  welche  einen  Brennpunkt  gemein 
haben,  zwei  gemeinschaftliche  durch  diesen  Brenn- 
punkt gehende  imaginäre  Tangenten  besitzen.  In 
Folge  dessen  haben  alle  Kegelschnitte,  denen  beide  Brenn- 
punkte gemein  sind  —  man  nennt  sie  confocale  Kegel- 
schnitte —  vier  gemeinschaftliche  imaginäre  Tan- 
genten, oder  sind  als  Kegelschnitte  zu  betrachten,  die  dem- 
selben Vierseit  eingeschrieben  sind.  Und  da  endlich  die  ima- 
ginären Tangenten  aus  einem  Brennpunkt  nach  ihrer  Glei- 
chung sich  als  identisch  mit  den  geraden  Linien  erweisen,  die 
von  da  nach  den  imaginären  Punkten  eines  Kreises  im  Un- 
endlichen gezogen  werden  können  (Art.  277),  so  erhält  man 
die  wahrhaft  allgemeine  Auffassung  der  Brennpunkte  wie 
folgt:  Von  jedem  der  imaginären  Punkte  eines  Krei- 
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ses  im  Unendlichen  gehen  zwei  Tangenten  an  einen 
beliebigen  Kegelschnitt;  dieselben  bilden  ein  Vier- 
seit,  welches  zwei  reelle  Ecken  besitzt,  die  Brenn- 
punkte des  Kegelschnitts,  und  dessen  zwei  weitere 
imaginäre  Ecken  als  imaginäre  Brennpunkte  des- 
selben angesehen  werden  können.^^) 

Nach  Art.  294  drückt  man  dasselbe  anders  aus,  wenn  man 
sagt:  die  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  seien  die 
Scheitel  rechtwinkliger  Involutionen  von  harmo- 
nischen Polaren  in  Bezug  auf  ihn. 

Aufg,  1.  Die  Brennpunkte  des  durch  die  allgemeine 
Gleichung  gegebenen  Kegelschnitts  zu  bestimmen.  Wir 
haben  die  Bedingung  auszudrücken,  dass  die  Gerade 

die  Cnrve  berühre,  d.  h.  für  ^,  ??,  f  in  die  Formel  des  Art.  113 
respective  1,  t  und  —  (x  +  yi)  einzusetzen;  indem  wir  dann  den 
reellen  und  den  nicht  reellen  Theil  getrennt  gleich  Null  setzen, 
erfahren  wir,  dass  die  Brennpunkte  die  Durchschnitte  sind  der  bei- 
den Oerter 

Ar^^xy  —  A^^x  —  ^,32/  4-  ^12  =  0, 

d.  i.  von  zwei  gleichseitigen,  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitt  con- 
oentrischen  Hyperbeln.  Für  die  Parabel,  d.  h.  für  ^433  =  0 ,  wer- 
den beide  Gleichungen  linear  und  liefern 

^  (-^23     "1     -^13  )  "^  -^23-^12  "T  T  -^13  (-^11  -^22)' 

y  (-^23     "T  -^13  )  =  A3-^12  "f"  k  -^23  (-^22  -^tl)' 

Im  allgemeinen  Falle  schreiben  wir  die  Gleichungen  in  der  Form 

(-^33^       -^13)  (-^332^       -^23)   =-^13  -^11-^33        (-^23    "" -^22-^33) 

=  A   (öii  —  «22)» 
(-^33^  -^13)  (-^33^  -^3)  ''^  -^23-^13    —  -^33-^12  =  Aa|2j 

dann  erhalten  wir  die  Coordinaten  der  Brennpunkte  für 
S^  =  4ai22  +  (flj^  —  «22)'       (Art.  167,  3) 
(^33^  —  ^13)^  =  i  A  (i2  +  a,,  —  a^), 
(^33^  —  ^3)^  =  i  A  (i2  +  a22  —  a,,)- 

Aufg,  2.  Die  Tangenten  einer  Parabel  aus  einem 
Punkte  der  Directrix  sind  rechtwinklig  zu  einander. 
Denn  die  Tangenten  der  Curve  von  dem  Punkte  a;|  =  5^3  =  0 
sind  offenbar  durch  ex^^x^  =0  dargestellt.  Für  die  Parabel 
ist  e  SS  1 ,  und  diese  Tangenten  sind  die  innere  und  äussere  Hai- 
biningslinie  des  Winkels  {x^x^, 

26* 
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Da  im  allgemeinen  Falle  wegen  iCj  =  ercj  cos  9,  a?2  =  ea?3  sin  g? 
auch  X2  =  ocy  tan  9  ist,  so  drückt  (p  den  Winkel  aas,  welchen  ein 
beliebiger  Radius  yector  mit  der  Fundamentallinie  X2  macht. 

Aufg,  3.  Man  soll  die  Enyeloppe  einer  Sehne  bestimmen,  die 
am  Brennpunkte  einen  constanten  Winkel  spannt.    Die  Sehne 

iT,  cos  "J^  (9  +  9')  +  X2  sin  i  (9  +  9^')  =  ^^3  cos  ^  (9  —  9') 

berührt  für  constante  Differenz  (p  —  tp'  nach  vorigem  Art.  immer 
den  Kegelschnitt  x^^  +  rcj*  «=  c^ajg^  cos^  ^  (9  —  9'),  d.  h.  einen 
Kegelschnitt,  der  mit  dem  gegebenen  den  Brennpunkt  und  die  Di- 
rectrix  gemein  hat. 

Äufg,  4.  Die  Verbindungslinie  des  Brennpunktes 
mit  dem  Schnittpunkte  von  zwei  Tangenten  halbirt 
den  Winkel  zwischen  den  Radien  vectoren  der  Berüh- 
rungspunkte und  ist  rechtwinklig  auf  der  Geraden, 
welche  vom  Brennpunkte  nach  dem  Durchschnitt  der 
Directrix  mit  der  Berührungssehne  gezogen  wird. 

Die  Gleichung  der  Linie  vom  Brennpunkt  nach  dem  Schnitt- 
punkt der  den  Punkten  g)y  q>  entsprechenden  Tangenten  geht  her- 
vor aus  der  Subtraction  von  x^  cos  9  +  ajj  ^^^  9^  —  cic,  =  0  und 
x^  cos  9'  +  X2  sin  q>  —  eajß  *=  0  und  ist  also 

fljj  sin  i  (9  +  (p')  —  X2  cos  i  (g>  +  q>)  «=  0, 

d.  h.  sie  bildet  mit  der  Geraden  %  den  Winkel  4^  (g>  +  <p')  und 
halbirt  also  den  Winkel  der  Radien  vectoren  der  Berührungspunkte. 
Die  Gerade  vbm  Brennpunkt  nach  dem  Schnittpunkt  der  Direc- 
trix und  der  Berührungssehne  ist  aber  durch 

a?,  cos  i  (9  +  9)  +  ^2  si»  i  (9>  +  9')  =  0 
ausgedrückt  und  also  auf  der  vorigen  normal. 

Aufg,  5.  Man  bestimme  den  Ort  des  Durchschnittspunktes 
der  Tangenten,  deren  Berührungspunkte  mit  dem  Brennpunkt  den 
Constanten  Winkel  2d  bestimmen. 

Durch  eine  Elimination^  welche  genau  mit  der  in  Aufg.  2  des 
Art.  132  übereinstimmt,  findet  man  die  Gleichung  des  Ortes 
in  der  Form  (o?,^  -j"  x^)  cos'  d  =  e^x.^^  sie  repräsentirt  einen 
Kegelschnitt,  der  densell3en  Brennpunkt  und  dieselbe  Directrix  hat, 
und  dessen  Excentricität  gleich  e  :  cos  d  ist.  Wenn  die  Curve  eine 
Parabel  ist,  so  ist  in  dem  Falle  unserer  Aufgabe  der  Winkel  zwischen 
den  Tangenten  gegeben;  denn  die  Tangente 

x^  cos  9  4"  ^2  ^^^  9*  —  ^3  =  Ö 

halbirt  den  von  x^=0  und  x^  cos  q>-\'X2^v[iq>'=Q  gebildeten  Winkel. 
Der  Winkel  der  Tangenten  ist  daher  der  halbe  Winkel  zwischen  den 
Linien  x^  cos  «p  +  ic^  sin  <p  =0  und  x^  cos  9?'+  Xj  sin  9' = 0  oder  gleich 
^  (9  —  9)');  oder  der  Winkel  zwischen  zwei  Tangenten  einer  Parabel 
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ist  die  Hälfte  des  Winkels,  welchen  ihre  Berühnmgspnnkte  mit  dem 
Bremipunkte bestimmen.  Der  Ort  decScbnittpunkte  derjeni- 
genTangenten  einer  Parabel,  welcbe  einen  bestimmten 
Winkel  mit  einander  bilden,  ist  eine  Hyperbel  von  dem- 
selbenBrennpunktund  derselbenDirectrixund  von  einer 
Cicentricität,  welche  der  Secante  des  gegebenen  Win- 
kels gleich  ist,  oder  deren  Asymptotenwinkel  doppelt 
so  gross  ist  als  der  gegebene.    (Art.  175.) 

A%ifg,  6  Die  Punkte  der  grossen  Axe,  welche  Tangente  und  ' 
Normale  in  demselben  Punkte  eines  Kegelschnitts  bestimmen,  sind 
zu  den  Brennpunkten  harmonisch  coi^'ugirt,  denn  Tangente  und 
Normale  sind  die  Halbirungslinien  der  von  den  Badien  vectoren 
gebildeten  Winkel.  Die  Brennpunkte  sind  daher  die  Dop- 
pelpunkte der  in  der  grossen  Axe  durch  die  Paare  zu- 
sammengehöriger Tangenten  und  Normalen  bestimm- 
ten Involution;  das  Centrum  ist  der  Centralpunkt  der- 
selben. 

Aufg.  7.  Das  zwischen  zwei  festenTangenten  gele- 
gene Stück  der  Tangente  eines  Kegelschnitts  spannt 
am  Brennpunkte  desselben  einen  Winkel  von  constan- 
ter  Grösse.    (Art.  200,  Aufg.  1.) 

Denn  die  von  dem  Punkte  ausgehenden  Tangenten  sind  Dop- 
pelstrahlen der  beiden  projecti vischen  Büschel  von  Geraden,  die 
von  ihm  nach  den  Durchschnitten  der  beweglichen  Tangenten  mit 
den  beiden  festen  Tangenten  gehen,  und  sie  sind  zugleich  die  nach 
den  imaginären  Kreispunkten  im  Unendlichen  gehenden  Geraden; 
darum  ist  nach  Art.  299,  301  der  Winkel  der  Paare  entsprechen- 
der Strahlen  von  constanter  Grösse.  Darin  liegt  die  Construction 
des  durch  einen  Brennpunkt  und  drei  Tangenten  bestimmten  Ke- 
gelschnitts. Da  femer  nach  Art.  302  die  beiden  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  aus  einem  Punkte,  die  Geraden  nach  den  Brennpunkten 
und  die  nach  den  imaginären  Kreispunkten  —  diese  bilden  mit 
den  Brennpunkten  Gegeneckenpaare  eines  umgeschriebenen  Vier- 
seits  —  drei  Paare  einer  Involution  sind,  deren  Doppelstrahlen 
als  harmonisch  zu  den  imaginären  Kreispunkten  einen  rechten  Winkel 
mit  einander  bilden  (Art.  302,  Aufg.  7),  so  erhält  man  den  Satz 
des  Art.  197:  dass  der  Winkel  der  Tangenten  von  einem  Punkte 
an  den  Kegelschnitt  dieselben  Halbirungslinien  hat,  wie  derjenige 
der  von  ihm  nach  den  Brennpunkten  gehenden  Geraden. 

Aufg,  8.  Man  bestimme  den  Ort  der  Brennpunkte  der  durch 
vier  feste  Punkte  gehenden  Kegelschnitte.    (Vergl.  Art.  236,  12.) 

Die  Frage  ist  in  der  allgemeinem  nach  demselben  Orte  für 
die  Kegelschnitte  eines  Systems  enthalten,  welche  vier  Bedingungen 
unterworfen  sind  und  damit  in  der  nach  dem  Ort  der  Durchschnitte 
der  Tangenten,  die  an  diese  von  zwei  festen  Punkten  0,  Cf  aus- 
gehen, oder  die  ihnen  mit  einem  festen  Kegelschnitt  U  gemeinsam 
sind.    Wir  denken  die  Kegelschnitte  des  Systems  und  n  als  die 
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Anzahl  derselben,  welche  eine  feste  Gerade  berühren,  und  bestim- 
men die  Zahl  der  Schnittpunkte  des  fraglichen  Ortes  fttr  die  festen 
Punkte  0,  (Jl  mit  einer  durch  0  gehen  den  Geraden.  Eine  solche  Gerade 
wird  von  n  Kegelschnitten  des  Systems  berührt,  und  yon  O  gehen 
an  diese  2n  Tangenten,  welche  dieselbe  Gerade  in  ebensoviel  Punk- 
ten des  Ortes  schneiden;  die  Gerade  OO  ist  überdies  Tangente  von 
n  Kegelschnitten  des  Systems,  an  welche  von  0  aus  n  andere 
Tangenten  gehen,  die  in  0  einen  n  fachen  Punkt  des  Ortes  erzeugen. 
Somit  ist  der  fragliche  Ort  von  der  Ordnung  3»  und  also  ins- 
besondere für  die  durch  vier  feste  Punkte  gehenden  Kegelschnitte 
mit  n  ^  2  eine  Curve  sechster  Ordnung  mit  Doppelpunkten  in 
0,  Cf ,  Fallen  0,  O  mit  den  imaginären  Kreispunkten  o,  g>'  im 
Unendlichen  zusammen^  so  ist  der  betrachtete  Ort  der  Ort  der 
Brennpunkte,  auf  welchen  die  Frage  sich  richtet,  und  dieser  Ort 
ist  somit  eine  Curve  sechster  Ordnung,  welche  jene  Kreispunkte 
zu  Doppelpunkten  hat. 

Eine  Methode  für  die  Entwickelung  ihrer  Gleichung  erläutern 
wir  am  folgenden  Beispiel  und  bemerken  hier  nur,  dass  der  Ort 
sich  auf  die  Ordnung  vier  reducirt,  wenn  die  vier  gemeinsamen 
Punkte  ein  Parallelogramm  bilden. 

•^'^fg-  9.  Die  Fragenach  dem  Ort  der  Brennpunkte  der 
einem  festen  Vier  seit  eingeschriebenen  Kegelschnitte 

ist  wegen  n  =  1  in  der 

,y  /  vorigen  Aufgabe  mit  ge- 

/^  /'/'  löst.     Analoge    Betrach- 

y//  V  /  tungen    liefern  aber  fflr 

^ / '' y^yvK  diese  die  Kreispunkte 

,y  \/\iy^^y/''       \  enthaltende    Curve 

y    ^Jr>^^?^^-^         \  dritter  Ordnung  noch 

,.'',,- ':IvS^X^*'^^v^\    \        nähere  Data.    Unter  den 

y'':^'''''  jd^'^l'''  ^^^""^^-^      dem  Vierseit  a2^a&'ein- 

^- -• -v- — -j^- ^^   geschriebenenKegelschnit- 

ten  sind  drei  Punktepaare 
a,  d\  h,  h';  c,  c  und  eine  Parabel;  jene  gehören  der  Curve  an, 
diese  hat  einen  endlichen  Brennpunkt  f  und  einen  unendlich  fer- 
nen f  in  der  die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  verbindenden  Ge- 
raden. Da  das  Dreieck  fata  mit  jedem  der  Dreiecke  hca\€ab\ 
ahc\  aVc  demselben  Kegelschnitte  (der  Parabel)  umgeschrieben 
ist,  so  sind  dieselben  Paare  von  Dreiecken  auch  rcspective  dem- 
selben Kegelschnitt  eingeschrieben,  d.  h.  f  ist  der  gemeinschaft- 
liche Punkt  der  vier  den  Dreiecken  umgeschriebenen  Kreise.  So 
kennt  man  bereits  neun  Punkte  der  Curve.  Sie  geht  aber  auch 
durch  die  Fusspunkte  der  Höhen  des  Dreiecks  ABC.  Denn  f&r 
den  Fusspunkt  l  der  Höhe  in  aa'  sind  Zo,  lo)'  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  des  Systems  und  gehören  somit  zu  einer  Involution, 
welche  aa  und  lÄ  zu  Doppelstrahlen  hat^  das  letztere ;  weil  Ä 
der  Pol  von  aa   für  alle  Kegelschnitte  des  Systems  ist;  somit  ist 
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lÄ  die  Tangente  des  durch  l  gehenden  Kegelschnitts  des  Systems. 
Als  Doppelstrahlen  der  Involution  sind  aber  endlich  laa  und  lA 
harmonisch  conjugirt  zu  Iod,  Ig}\   d.h.  zu  einander  rechtwinklig. 

Wenn  man  aber  die  Brennpunkte  pines  Kegelschnitts  der  Schaar 
als  ein  Paar  in  unserer  Ortscurye  bezeichnet,  so  ergiebt  sich 
nach  der  am  Schlüsse  unseres  Artikels  gegebenen  Ausdrucksform 
der  Brennpunktsdefinition  der  Satz:  Die  Verbindungslinien  eines 
Punktes  der  Brennpunktscurve  mit  allen  Paaren  derselben  bilden 
das  System  der  Paare  einer  Bechtwinkel-Involution.  Ferner :  Die 
Involutionen  aus  den  Punkten  eines  Paares  sind  projectivisch,  und 
ihr  Scheitelstrahl  entspricht  sich  selbst.  Oder:  Die  Ortscurve  ist 
das  Erzeugniss  zweier  projectivischcr  Rechtwinkel-In- 
volutionen mit  sich  selbst  entsprechendem  Scheitel- 
strahl.»«) 

um  endlich  die  Gleichung  des  Ortes  zu  bilden,  setzen  wir 
nach  der  Form  der  Gleichung  der  Kegelschnitte  mit  vier  gemein- 
samen Tangenten  2^  -[-  A2^'  =  0  (Art.  292)  in  den  Gleichungen 
der  Au  fg.  1,  welche  die  Brennpunkte  bestimmen,  A^^  +  ^-^n  für 
.4| , ,  etc.  und  eliminiren  k  zwischen  denselben.  Das  Resultat  er- 
giebt sich  in  der  Form 

{^3  (x^  -  ff)  +  2^,3  y  -  2^,3X  -f-  ^H  -  ^22}  X 

=  {A,/  i^'  -  f)  +  2^23'i/  -  2^13'^  +  Ai  -  ^22'}  X 

{^33^2/  —  ^3«^  —  ^13^  +  ^12}- 

Der  Ort  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung,  weil  die  Glieder  von  höhe- 
ren Graden  aus  der  Gleichung  verschwinden.  Wenn  jedoch  £  =  0^ 
£'  =  0  Parabeln  ausdrücken,  so  ist  -S  -[-  ä2^'  «=  0  eine  Schaar 
von  Parabeln,  die  ^33,  ^33'  sind  Null,  und  der  Ort  der  Brenn- 
punkte reducirt  sich  auf  einen  Kreis. 

Wenn  die  Kegelschnitte  concentrisch  sind,  so  dass  die  vier 
gegebenen  Geraden  ein  Parallelogramm  bilden,  so  werden  für  das 
Centrum  im  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ^jsi  ^23''  -^is*  -^13' 
sämmtlich  Null ,  und  der  Ort  der  Brennpunkte  ist  eine  gleichseitige 
Hyperbel. 

311.  Zwei  beliebige  Kegelschnitte  haben  ein  gemein- 
schaftlichesSystem  harmonischerPole  und  Polaren 
oder  ein  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck. 

Denn  wenn  die  Kegelschnitte  sich  in  den  Punkten  Ä,Iiy  C,D 
durchschneiden  (Aufg.  1,  Art.  108),  so  ist  das  Dreieck  EFO, 
welches  die  Darchschnitispunkte  der  drei  Paare  gemeinschaft- 
licher Sehnen  bilden^  in  Bezug  auf  jeden  von  ihnen  sich  selbst 
conjugirt;  wenn  die  Seiten  dieses  Dreiecks  durch  ic,=0,  a?2'='ö> 
^Tj  »  0  dargestellt  sind^  so  können  die  Gleichungen  beider 
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Kegelschnitte  in  der  Form  ZauX^  =  0,  Za^x^  =  0  darge- 
stellt werden.  Das  analytische  Problem  der  UeberfÜhrung  Ton 
zwei  allgemeinen  Gleichungen  in  diese  Form  vermittelst  linearer 
Substitutionen  werden  wir  später  erledigen.  Hier  bemerken 
wir  bestätigend,  dass  diese  Gleichungen  durch  Elimination 
von  x^  die  Gleichung 

(«11  «22'  —  »n'022)  V  —  («1/0^33  —  »11  «33)  ^3^  =  0, 
d.h.  («1,022'  —  «1/022)*  x^  +  (an'«33  —  «n«33')  ^3  =  ^ 
als  Gleichung  des  einen  Paares  von  gemeinschaftlichen  Sehnen 
liefern ;  sie  gehen  durch  den  Eckpunkt  des  Fundamentaldreiecks 
^2  ==^  ^3  ^^  ^'  ^^  ^^^  Analoge  den  andern  Eliminationen  ent- 
spricht, so  schliesst  man,  dass  die  drei  Paare  gemeinschaffc- 
lieber  Sehnen  durch  die  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  gehen 
und  mit  diesem  die  Figur  eines  vollständigen  Vierecks  bilden. 
Dass  die  Punkte  des  zwei  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen 
Systems  harmonischer  Pole  nur  die  Schnittpunkte  der  Paare 
gemeinschaftlicher  Sehnen  sein  können,  erkennt  man  auch 
aus  der  Grundeigenschaft  harmonischer  Pole;  nur  eine  gemein- 
schaftliche Sehne  enthalt  für  beide  Kegelschnitte  dasselbe  Sy- 
stem harmonischer  Pole,  weil  diese  zu  den  Schnittpunkten 
derselben  mit  den  Kegelschnitten  harmonisch  conjugirt  sind. 
Der  Durchschnittspunkt  von  zwei  gemeinschaftlichen  Sehnen 
hat  daher  in  beiden  Kegelschnitten  dieselbe  Polare. 

Auch  wenn  die  vier  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  inisr 
ginär  sind,  bleiben  die  Linien  x^  «=  0,  rCj  =  0,  0:3  =  0  reell; 
denn  irgend  eine  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten,  die  durch 
die  Coordinaten  x  +  a/'i,  y  +  y'i  befriedigt  ist,  wird  auch 
von  den  Werthen  x  —  x'iy  y  —  y'i  erfüllt,  und  die  Verbin- 
dungslinie dieser  Punkte  ist  reell;  die  vier  imaginären  Schnitt- 
punkte von  zwei  Kegelschnitten  existiren  in  zwei  Paaren 

X -^x  Xy   y+y^;    x   +^   ^,    y   ±y  *> 

und  zwei  von  den  gemeinschaftlichen  Sehnen  sind  reell,  die 
vier  andern  aber  imaginär.  Die  Gleichungen  dieser  imaginä- 
ren Sehnen  sind  von  der  Form  L  +  Mi  =  0,  i'  +  M'i  =  0, 
und  sie  bestimmen  daher  die  reellen  Schnittpunkte 

i  =  0,     -af=0;     i'  =  0,    2f'  =  0. 

Somit  sind  die  drei  Punkte  £,  F^  0  sämmtlich  reell. 

Wenn  die  Kegelschnitte  sich  in  zwei  reellen  und  in  zwei 
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imaginären  Punkten  durchschneiden,  so  sind  zwei  von  den  ge- 
meinschaftlichen Sehnen  reell,  nämlich  die,  welche  die  beiden 
reellen,  und  die,  welche  die  beiden  imaginären  Durchschnitts- 
paukte  mit  einander  verbinden;  die  fibrigen  vier  gemeinschaft- 
lichen Sehnen  sind  aber  imaginär.  Und  da  jede  der  letzteren 
durch  einen  reellen  Schnittpunkt  geht,  so  können  sie  keinen 
weiteren  reellen  Punkt  enthalten ;  deshalb  sind  in  diesem  Falle 
von  den  drei  Punkten  E,  F,  0  zwei  imaginär  und  einer  ist 
reell,  und  von  den  Seiten  des  sich  selbst  conjugirten  Dreiecks 
ist  eine  reell  und   die  beiden  andern  sind  imaginär. 

Aufg.  1.     Man  soll  den  Ort  der  Spitze  für  ein  Dreieck  be- 
stinunen,  dessen  Basisecken  sich  längs  eines  Kegelschnitts 

bewegen,  während  zugleich  seine  Seiten  einen  andern  Kegelschnitt 
x,2  +  x^^  —  a^j'  =  0  berühren.  ^'^) 

Wie  in  der  Aufg.  1  des  Art.  132  sind  die  Coordinaten  des 
Durchschnitts  der  Tangenten  in  den  Punkten  9^,  93  durch 

cos  \  (9,  +  9P3),     sin  }j  (<Pi  +  9)3),     cos  i  (9,  —  9^3) 

gegeben,  und  die  Bedingungen  des  Problems  liefern  zuerst  die  Glei- 
ebong 

a„  coB^  i  {(Pi  +  9)3)  +  022  sin*  i  ((fi  +  93)  =  «33  cos*  i  (<p^  —  g>^) 

oder    (a,i  +  0^2  —  033)  +  (a,i  —  a^2  —  «33)  cos  (p^  cos  93 

+  («22  —  »33  —  Oll)  si»  9>i  sin  9^3  =  0. 
Ebenso  ist 

(a,i  +  a22  —  033)  +  (»11  —  »22  —  0^33)  cos  <P2  cos  9P3 

+  («22  —  Ö33  —  «11)  8^^  9>2  sin  9>3  =  Ö» 

also 

(«ll+«22— O33)c0si(9l+92)=(O22+O33— Oll)c08i(9l— 92)CÖS9)3, 

(«I  i+«22— «33)  sin  i  (9>i  +92)=(«i  I  +«33—022)008  i  (9>\  — 9>2)  sin  93 ; 
und  da  die  Coordinaten  des  Punktes,  dessen  Ort  wir  suchen, 

cos  i  (9),  +  9>2),  sin  ^  (9,  +  92),  cos  ^  {tpi  —  9)2) 
sind,  80  ist  die  Gleichung  des  Ortes 

Xi* I xj^ x^ 

Aufg.  2.    Ein  Dreieck  ist  denpi.  Kegelschnitt  X|*  +  *2^  **  ^3^ 
eingeschrieben,  und  zwei  seiner  Seiten  berühren  den  Kegelschnitt 

^11^1'  +  «22  ^2'  "^  «33^3^1  welches  ist  die  Enveloppe  der  dritten 
Seite? 
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Aufl.    Ihre  Gleichung  ist 

(«3:i«ll   +  «II  »22  — «22^*^1^ +  («ll«22  + ^22^33— OaS^liy-^i' 

=  («22  «33  +  «33  «II    —  «II  «22)^  V- 

312.  Wenn  ein  System  von  Kegelschnitten  ein 
gemeinschaftliches  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck 
besitzt,  so  wird  jede  Transversale,  die  durch  einen 
der  Eckpunkte  dieses  Dreiecks  geht,  durch  die  Ke- 
gelschnitte des  Systems  in  Paaren  einer  Involution 
geschnitten. 

Deun  da  jener  Eckpunkt  in  allen  diesen  Kegelschnitten 
dieselbe  Polare  hat,  so  sind  die  Schnittpunkte  der  Transver- 
sale mit  jedem  von  diesen  harmonisch  conjugirt  in  Bezug  auf 
dieselben  zwei  Punkte,  nämlich  den  gewählten  Eckpunkt  des 
Dreiecks  und  den  in  dieser  Polare  oder  der  Gegenseite  des- 
selben gelegenen  Punkt;  diese  sind  also  die  Doppelpunkte  einer 
Involution,  welche  von  jenen  gebildet  wird.   (Vgl  Art.  337,  2.) 

Insbesondere  wird  z.  B.  ein  System  von  Kegelschnitten, 
welches  dieselben  vier  Geraden  berührt,  von  einer  Transver- 
sale involutorisch  geschnitten,  welche  durch  einen  der  Diago- 
naleuschnittpunkte  des  Vierseits  geht  (Art.  108) ;  die  Schnitt- 
punkte in  den  Diagonalen  sind  die  Doppelpunkte,  und  die 
in  den  Gegenseitenpaaren  des  Vierseits  gelegenen  Punkte  sind 
conjugirte  Punkte  des  Systems. 

Aufg,  1.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  U  und  V  ihre  gemein- 
schaftlichen Tangenten  ^,  J?,  (7,  2>  in  den  Punkten  a,  6,  c,  d; 
a,  h\  c\  dC  berühren,  so  hat  ein  Kegelschnitt  6\  der  durch  die 
Punkte  a,  &,  c  geht  und  D  in  ef  berührt,  zur  zweiten  Durchschnitts- 
sehne mit  V  die  gerade  Linie,  welche  die  Schnittpunkte  von  A 
mit  6c,  B  mit  ca^  C  mit  ah  verbindet. 

Wenn  der  Kegelschnitt  Y die  Linie  ab  in  a ,  /3  schneidet,  so 
gehören  nach  dem  Satze  des  Artikels,  da  a&  durch  einen  Diago- 
nalenschnittpunkt von  AB  CD  hindurchgeht,  ab^  aß  zu  einem  in- 
volutorischen  System,  in  welchem  die  Schnittpunkte  von  ah  mit 
C  und  2>  conjugirte  Punkte  sind.  Nach  dem  Art.  303  schneiden 
aber  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  von  S  und  V  die  Linie  ab 
in  Punkten,  welche  zu  derselben  Involution  gehören,  in  der  die 
Schnittpunkte  von  ab. mit  S  und  F,  d.  h.  a,  5;  a,  /3  entspre- 
chende Punkte  sind.  Ist  daher  D  die  eine  d^r  gemeinschaftUchen 
Sehnen,  'so  muss  die  andere  durch  den  Schnittpunkt  von  C  mit 
ah  gehen. 
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Aufg,  2.  Wenn  in  ein  Dreieck  ^J?  (7  eine  Ellipse  eingeschrieben 
wird,  die  seine  Seiten  in  ihren  Mittelpunkten  a,  &,  c  berührt,  wenn 
a',  \i,  c  die  Berührungspunkte  des  eingeschriebenen  Kreises  sind, 
und  wenn  die  vierte  gemeinschaftliche  Tangente  D  des  Kreises  und 
der  Ellipse  jenen  in  (T  berührt,  so  berührt  der  durch  die  Mittel- 
punkte der  Seiten  gehende  Kreis  den  eingeschriebenen  Kreis  in  cf . 
Nach  der  ersten  Aufgabe  berührt  ein  durch  a,  6,  c  gehender  Ke- 
gelschnitt den  Kreis  in  d',  wenn  er  auch  durch  die  Punkte  geht, 
in  welchen  der  Kreis  von  der  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte 

von  BC  mit  &c,  CA  mit  ca,  AB 
mit  ah  geschnitten  wird.  Diese 
Linie  ist  aber  in  unserm  Falle  un- 
endlich entfernt,  der  berührende 
Kegelschnitt  also  auch  ein  Kreis. 
So  ergiebt  sich  der  Feuerbach' sehe 
Satz  (Art.  164,  Aufg.  4)  als  ein 
specieller  Fall^**)  von  Aufg.  1. 

Der  Punkt  dC  und  die  gerade 
Linie  D  können  ohne  Verzeich- 
nung der  Ellipse  construirt  wer- 
den. Denn  da  die  Diagonalen  eines 
eingeschriebenen  Vierecks  und  des 
entsprechenden  umgeschriebenen 
Vierseits  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  so  gehen  die  geraden 
Linien  a&,  cd^  a  6',  c'ef  und  die 
beiden  Verbindungslinien  von  BC^D  und  A ;  B  und  AC,  D  durch 
den  nämlichen  Punkt.  Sind  also  er,  j3,  y  die  Ecken  des  Dreiecks, 
welches  von  den  Durchschnittspunkten  von  bc^b'c]  ca^  c  d  \  ab, 
ah'  gebildet  wird,  so  schneiden  sich  die  geraden  Linien  aa^  b'ß, 
cy  in  d\  Oder  in  andern  Worten:  das  Dreieck  aßy  ist  mit  abc, 
a  h'c  für  die  Centra  der  Homologie  d,  d'  homolog  oder  perspec- 
tivisch.  In  derselben  Weise  ist  das  Dreieck  aßy  mit  ABC  per- 
spectivisch  für  die  Linie  D  als  Axe. 

313.  Endlich  lassen  sich  an  die  Gleichungsform  für  den 
durch  vier  Punkte  a,  6,  a',  6'  gehenden  Kegelschnitt  x^x^=^k  x^  x^ , 
in  welcher  a:,  «=  0,  a?2  =  0,  a?3  =  0,  0:4  =  0  die  Gleichungen 
der  auf  einander  folgenden  Seiten  ab,ba',  ab\  V a  des  durch 
jene  gebildeten  Vierecks  darstellen  und  somit  durch  eine  Re- 
lation ^i  +  aTj  +  553  +  0:4  =  0  verbunden  sind  —  weil  jede 
derselben  mittelst  der  drei  andern  auf  lineare  Weise  ausdrück- 
bar ist,  —  Betrachtungen  anknüpfen,  die  gewissermassen  ein 
System  von  Vierliniencoordinaten  begründen  und  zu 
interessanten  Resultaten  führen,  s^)  (Vgl.  Art.  78 ;  0:4  =  0  als  e.) 
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Man  erhält  für  die   Tangente  im  Punkte  x'  des  Kegel- 
schnitts x,a;3  —  kx^x^  =  0  die  Gleichung 

mit  der  Bedingung  Xy  x^  —  kx^'Xi  ^  0,  also  durch  Ehmina- 
tion  von  k  die  Gleichung  der  Tangente  eines  Punktes  in  Be- 
zug auf  vier  feste  Punkte  -^  —  ^  +  ^  —  ^  =  0.   SoU  sie 

mit  der  willkürlichen  Geraden  Sia;,  + gja;j  + Ijjr,  4-.£4'^i='* 
zusammenfallen,  so  muss 

(|,+i)^.  =  ~(|,  +  i)j.,  =  (Sj  +  i)j-,  =  -(S.+*)j^,='^ 

d.  h.  einer  Üonstanten  gleich  sein.    Nun  ist  auch 

Xj'-\-  .!•;'+  3^3'+  x^'^=  0  und  ^,x,'+  t-Xj-^- 15^3'+  k,Xi=0, 

also        (6j  -  gj  X,'  ■■ (g,  -  I,)  X,'  -  %  -  IJ  <, 

und  nach  den  vorigen  Belationen 

oder  nach  leichten  Umfonnuii|ren 

(t,  - 1.)  (I,  -  i,)',''  -  ((,  -  W  «.  -  «,!■',''  -  0 

als  die  Gleichung  der  zwei  Geraden,  welche  die  Berührungs- 
punkte der  beiden  Kegelschnitte  des  Systems  aba'b'  mit  dem 
Punkt«  c,  dem  Schnittpunkt  von  ah  und  ab'  verbinden. 

Denkt  man  die  Ordnung  von  x-^  und  x,  vertauscht,  so  hat 
man  im  Vorigen  die   analoge   Entwickelung  für   das  System 


der  Kegelschnitte  bb  cc  für  c  als  Durchschnitt  von  ab 
ah'.  Man  hat  also  den  Satz:  Wenn  der  Durchschnitl 
von  zwei  gemeinschaftlichen  Sehnen  zweier  Kegel 
schnitte  mit  den  Berührungspunkten  einer  gemein 
schaftlichen  Tangente  durch  gerade  Linien  verbun- 
den wird,  80  entsteht  ein  harmonisches  Büschel  — 
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welcher  aus  dem  Satze  von  der  Inyolution  in  der  Transver- 
sale eines  Eegelschnittbüschels  folgt,  wenn  man  das  Sehnen- 
paar als  einen  seiner  Kegelschnitte  betrachtet.  (Art.  303.)  —  Ins- 
besondere ist  die  Tangente  von  x^x^  —  kx^x^  =  0  im  Punkte 
jT,  =  0^2  =  0  durch  x^  -f"  ^^2  =  0  ausgedrückt  und  bildet  also 
mit  den  anstossenden  Seiten  und  der  Diagonale  des  Vierecks 
j-j  -|-  jj  =  0  ein  harmonisches  Büschel  für  i  =  —  1 .  Den 
fier  Geraden  entsprechen  also  in  den  Ordnungen  x^X2X^x^, 
X2X^x^x^,  x^x^x^x^  die  drei  Eegelscbnitte 

I       S    "1  2       4    """"    *^  >  •'^1  "^i    "l"  3       4     *~~    ^  f  Xt  Xm     "i        Xn  Xn     '  \J 

als  solche,  deren  Tangenten  in  den  Ecken  des  Yierseits  mit 
den  Seiten  und  der  Diagonale  ein  harmonisches  Büschel  bilden. 

Äufg,  1.  Man  findet  die  Gleichungen  der  Geraden  der  Figur 
wie  folgt. 

aa liCj -fx3=0  oder  a:,  -{-x^^^O;  cCix^  —  a;3  =  0;  c'Ciarj  —  ^4  =  0. 
66':«, -(-a;2  =  0  oder  0:3+ 0^4=  0;  hBiXi  —  ^2=0;  h'B:x^—x^=0. 
cc:x^-\-x^=0  odeTX2'{-x^  =  0'j  aA\x^  ^x^=Q\  aA\X2—Xy=0'^ 

Daher  schneiden  sich  cC  und  hB  in  aA'^  cC  und  a'A  in  hB'^ 
cC  und  h'B  in  aA\  cC  und  a'A  in  b'B, 

Aufg,  2.  Die  Tangenten  des  Punktes  P  oder  x'  in  Bezug  auf 
ahaV  und  in  Bezug  auf  hV cc    sind  durch 

£1     ^1        I       ^  ^4     ^___   Q  ^   ^1^  ÄJj        ,        x^     ___   ^ 

Xt  X^  X^  X^  X^  X^  Xm  x^ 

respective  dargestellt  und  bilden  mit  den  Geraden 

5V  _  ^  =  0,      ^',  -  ^  =  0 

Xi  Xf  '        X^  X4 

ein  harmonisches  Büschel;  d.  h.  mit  den  Geraden  P&,  Ph'. 

Aufg.  3.  Für  zwei  Kegelschnitte,  welche  sich  in  vier  reellen 
Punkten  schneiden,  sind  x^x.^^=kx.^x^^  Xy^X2  =  lx.^x^  die  Glei- 
chungen, und  wenn  x'  der  Berührungspunkt  des  zweiten  Kegel- 
schnitts mit  einer  gemeinscl^ftlicben  Tangente  beider  Kegelschnitte 

ist,  80  berührt  die  durch  ^  —  ^+  ^f ^  =  0  dargestellte 

tZ<|  x^         x^  x^ 

Gerade  den  ersten  Kegelschnitt,  und  die  Relation 

^1  +  ^2  +  ^3  +  ^4  =  0 
hestimmt  den  Berührungspunkt  für  den  Fall  gleicher  Wurzeln  der 
Gleichung 
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\Xi  X^  Xt  ^»4  /       '  \X\  «4  J\^  ^  J 

oder  wegen 

ar/xg'  =  lx^\'  mr  4 Jcl{x^'+  x^)  =  {h{x{  —  x^)  +  ?(«•/—  //)}' 

oder    Ä:Z(iC,'  —  x^  +  rr/  —  x^)'^  =  {k{x^'  —  or^')-\-  l{x/  —  x.,')y 

oder  •         k  (o?/  —  x^'Y  —  l{x^'  —  äTj')*  =  0. 

Darnach  liegen  die  vier  Punkte  x  in  zwei  Geraden,  die  darch 
den  Schnittpunkt  von  x^  =  x^  und  aTj  =  x^  gehen  und  mit  diesen 
ein  harmonisches  Büschel  bilden,  oder  in  zwei  Geraden  durch  C, 
welche  mit  cC  und  c'(7  ein  harmonisches  Büschel  ^bilden.  Die- 
selbe Gleichung  erhält  aber  auch  die  Form 

k  (x,'  -  x^y  -  l  (2a-/  +  X,'  +  a:,')»  =  0 
oder  h  (x^'  —  0-3')^  +  Alx2  0c^'  —  l  {x{  -{-  x^y 

oder  ^h  {x.{  —  x^f  +  ^x(^^  —  K^x^i+^if^O, 

und  zeigt ,  dass  die  vier  Punkte  x  in  zwei  Geraden  aus  dem  Ponktc 
iCj  =  0,  x^  =  0  oder  c  liegen;  und  sie  liegen  nach  der  Symmetrie 
der  Relationen  auch  ebenso  in  zwei  Geraden  aus  c. 

Man  hat  also  den  Satz :  Wenn  die  dem  einen  Kegelschnitt  an- 
gehörigen  Berührungspunkte  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  eines 
Paars  von  Kegelschnitten,  die  sich  in  reellen  Punkten  schneiden, 
durch  sechs  Gerade  verbunden  werden,  so  fallen  die  drei  Schnitt- 
punkte derselben  mit  den  Schnittpunkten  der  drei  Paare  gemein- 
samer Sehnen  zusammen. 

Die  Methode  der  Projection  knüpft  ihn  an  eine  elementare 
Figur.    (Vergl.  Art.  418,  14.) 

Äufg,  4.  Der  Kegelschnitt  aj^^  +  ^2*  +  ^3^  +  ^=4^  =  0  hat 
mit  den  drei  Kegelschnitten  je  eine  doppelte  Berührung,  welche 
zu  den  drei  Vierecken  aus  vier  Geraden  so  bezogen  sind,  dass  die 
Tangenten  in  den  Ecken  die  vierten  harmonischen  Geraden  zu  den 
beiden  Seiten  und  der  betreffenden  Diagonale  bilden  —  und  zwar 
in  den  Diagonalen  des  Vierecks. 

Der  Kegelschnitt  iCj^  +  X2^  +  x^'^  +  x^^  =  0  kann  auch  durch 
Xy  X2  +  3^2  ^3  ~f"  ^'3  ^i  "t~  ^1  ^4  "h  ^2  ^4  "h  ^3  ^4  =  0  dargestellt  wer- 
den, weil  x^  +  ^^2  "f"  ^3  ~t"  ^4  =  ^  dftrch  Quadriren  die  Relation 

^l^+^2'+^3^+  ^4^  +  2  {3C^X2+  X2X^+  TgOr,  +  XiX^+X2X^'^x^x;)=  0 

liefert.    Diese  Form  ist  aber  mit 

x^x^  +  x^x^  +  {xi  -f  x^)  {X2  +  0-3)  =  0 

oder  mit  X2  x^  +  x^x^  —  {X2  +  x^y  =  0  äquivalent  und  zeigt, 
dass  der  betrachtete  Kegelschnitt  mit  iCj^s  +  iJ^iir4  =  0  in  der  Ge- 
raden X2  -{-  x^  e^  0  eine  doppelte  Berührung  hat.  Ebenso  ergeben 
sich  die  Formen 

x^x^  +  Ä-jX,  —  (x,  +  .Tj)-  =  0  und  ^3^,  +  XzX^  —  {x^  +  x^Y «=  0 

als  äquivalent  mit  der  obigen  Grundform. 
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Äufg.  5.     Die  zwölf  Kegelschnitte,   welche   die  Gleichungen 

I — •*2*4>  ■*!   •*'3**'4i'*|    •*2**^3»  •*^2  •*'l'*'3i  •*'2   •*1'*4»'*'2   •*'3'*'4i 

/j  =jjarj,  oTj  =a;2^4i  ^3  =^i  ^2»  ^4  "^^1^21  ^4  =^^1^3»  ^4  *^  ^2^3 
repräsentiren,  enthalten  je  drei  Punkte  des  Vierecks,  berühren  zu 
zweien  in  jedem  dieser  Punkte  die  Nachbarseiten  des  Vierecks  und 
gehen  zu  dreien  durch  die  acht  Punkte^  welche  die  Seiten  des  Vier- 
ecks mit  dem  Kegelschnitt  der  vorigen  Aufgabe  gemein  haben.  Die 
Seite  J4  =  0  schneidet  den  letzteren  in  Punkten,  für  welche  zu- 
gleich ic,  -f-  Xj  +  2^3  =  0  und  0*2 iTj  +  iTjÄ-j  +  ^i  ^2  **  ^  Bind,  die 
also  den  Gleichungen  iTj^  =  arj^Cß,  ^2^  =  x^x^,  x^  =  rr,  jj  ent- 
sprechen. 

Äufg.  6.  Die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  welcher  die  vier 
Fnndamentallinien  und  die  Gerade  aja?!  +  «3^2  ~f"  ^3^3  =  ^  ^®" 
rührt,  ist»») 

(«1—  «4^^  («2—  03)^  (^1^4  +  ^2^3)  +  («2  — 04)*^(«3  -«1)*  (^2^4+  ^3^1) 

+  (»3 — «4)^  («1 — ^y  (^3^4  +  ^1^2)  =  ö, 

und  für  a,  y  fir2 1  '^3  f  *^8  ^^^  (^1  —  ^4)  (^2  —  ^3)  >  ®^^* 

(also  «j  +  «2  "f"  ^^3  ^^  ^) 
sind  die  Berührungspunkte  der  vier  Fundamentallinien  von  den  Co- 
ordinaten 

(0,  «3,  «2,  «i),  («3,  0,  of,,  aj),  («2,  ofi,  0,  CTg)  und  (a^,  aj,  «3,  0). 

Für  (c,a,aft)  als  Symbol  für  («,-  —  a^)  (o,-  —  ajt)  (a*  —  «,)  erhält 
man  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  mit  der  Geraden  a,- 

K«f3«4)i   —    («3«4«l)»    («4«!  «2)»    —    («1«2«3)- 
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Von  der  Theorie  der  Ei;iveloppen. 


314.  Wenn  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  eine  nn- 
bestimmte  Grösse  in  irgend  einem  Grade  enthält,  so  repra- 
sentirt  dieselbe,  falls  wir  dieser  unbestimmten  Grosse  alle  mög- 
lichen verschiedenen  Werthe  geben,  eine  einfach  unendliche 
Reihe  von  verschiedenen  geraden  Linien,  die  alle  eine  gewisse 
Curve  berühren,  welche  man  als  dieEnveloppe  des  Linien- 
systems bezeichnet.  In  der  3.  Aufg.  des  Art.  311  ist  die 
Gleichung  dieser  Enveloppe  bereits  für  einen  sehr  einfachen 
Fall  ermittelt  worden.  Die  nähere  Untersuchung  des  Problems 
ist  aber  von  Wichtigkeit,  weil  sie  das  Mittel  liefert,  durch 
welches  man  von  der  Darstellung  der  Cnryen  in 
Punktcoordinaten  zur  Darstellung  in  Liniencoor- 
dinaten  übergehen  kann,  so  dass  die  beiden  Darstel- 
lungsweisen die  nämliche  Curve  ausdrücken.  Wir  erläu- 
tern die  allgemeine  Methode,  die  zur  Bestimmung  der  Gleichung 
einer  solchen  Enveloppe  führt,  dadurch,  dass  wir  unabhängig 
von  Art.  305  beweisen ,  dass  für  ^  als  eine  unbestimmte  Grösse 
die  gerade  Linie  fi'^x^ — 2fia:2  +  ^3=*0  die  Curve  x^x^  —  iC2'=0 
berührt.  Der  Durchschnittspunkt  derden  Werthen  fi  und(fi-|-i*) 
entsprechenden  Geraden  ist  durch  die  Gleichungen  bestimmt 

ft^j;^  —  2^1X2  +  ^3  =  0,     2((iXi  —  ^2)  +  Ä^i  =  Of 

von  denen  die  zweite  aus  der  ersten  hervorgeht,  indem  man 
{fi  -{-  k)  für  ^  setzt,  dann  die  in  Folge  der  ersten  verschwin- 
denden Glieder  beseitigt  und  den  Rest  durch  k  dividirt  Je 
kleiner  k  ist,  desto  mehr  nähert  sich  die  zweite  Linie  dem 
Zusammenfallen  mit  der  ersten,  und  für  ik  =  0  finden  wir, 
dass  der  Schnittpunkt  der  ersten  Geraden  mit  einer  unend- 
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lieh  nahe  benachbarten  d.  h.  nächstfolgenden  Linie  des  Systems 
durch  die  Gleichungen  bestimmt  ist 

fL^X^  -—  2^X2  +  ^3=0,      (LX^  —  ajj  =  0, 

oder,  was  dasselbe  ist;  durch  die  Gleichungen 

fiiC,  —  iCj  =  0,     ^X2  —  x^  =  0. 

Da  nun  jeder  Punkt  der  Curye  als  der  Durchschnitt  von  zwei 
auf  einander  folgenden  Tangenten  derselben  angesehen  wer- 
den darf  (Art.  107),  so  ist  der  Punkt,  den  eine  Linie  des 
Systems  mit  der  Enveloppe  gemein  hat,  eben  der,  in  dem  sie 
auch  die  nächstfolgende  Tangente  der  Enveloppe  schneidet; 
die  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  also  den  Punkt  der 
Enveloppe,  welcher  die  Gerade  fix^'^  —  2^1X2  +^3  =  0  zur 
Tangente  hat ;  und  die  Elimination  von  ^i  zwischen  diesen  Glei- 
chungen giebt  die  Gleichung  des  Ortes  aller  Punkte  der  En- 
veloppe in  der  Form  x^x^  =  x^. 

Analoge  Gründe  beweisen,  dass  für  X^  «=  0,  Xj  "=  0, 
X3  =  0  als  Gleichungen  von  Curven  die  durch 

dargestellte  Curve  stets  die  Curve  Xj  X3  «=  Xj*  tangirt. 

Die  Enveloppe  von  x^  cos  9)  -|-  ajj  sin  9)  —  0:3  =  0  für  ver- 
änderliche 9)  kann  in  derselben  Weise  untersucht  werden;  man 
fOhrt  sie  auf  die  Form  einer  in  fi  quadratischen  Gleichung 
zurück,  indem  man  tan  \^>  =^  yi,  annimmt,  d.  h.  durch  die 
Substitution 

cos9)  =  r+Ji;    «^'^9>  =  r4V' 

nnd  Beseitigung  der  Brüche.   (Vergl.  Art.  309.) 

315.  Zu  denselben  Ergebnissen  führt  auch  folgendes  Ver- 
fahren: Die  gerade  Linie  ^'^x^  —  2fia:2  +  0:3  =  0  ist  ofifenbar 
Tangente  einer  Curve  zweiter  Classe  (Art.  106),  da  durch 
jeden  Punkt  nur  zwei  Linien  des  Systems  hindurchgehen,  näm- 
lich die,  welche  den  aus  ft^^/  —  2yLX2  +  ^3'  =  0  bestimm- 
ten Werthen  von  /i  entsprechen,  für  a;/,  etc.  als  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes.  Diese  beiden  Werthe  von  fi  fallen  aber 
zusanunen,  oder  der  betrachtete  Punkt  ist  der  Durchschnitt 
von  zwei  aufeinander  folgenden  Tangenten,  wenn  seine  Co- 
ordinaten  der  Gleichung  x^x^  =  x^  genügen.  Und  allgemein, 
wenn  die  unbestimmte  Grösse  fi  im  n^"""  Grade  algebraisch  in 

Sftimo  11 -Fiedle r«  anftl.  Qeom.  d.  Kegelachn.   4.  Aufl.  27 
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der  Gleichung  einer  Geraden  enthalten  wäre,  so  würde  diese 
Gerade  eine  Curye  n^<"  Classe  stets  berühren  ^  deren  Gleichung 
gefunden  wird,  indem  man  die  Bedingung  ausdrückt,  unter 
welcher  die  Gleichung  in  (i  ein  Paar  gleiche  Wurzeln  hat 

Äufg,  1.  Die  Eckpunkte  eines  Dreiecks  bewegen  sich  in  drei 
festen  Geraden  ^j  s=  0,  o^j  <=»  0,  0^3  =  0,  und  zwei  seiner  Seiten 
gehen  durch  die  beiden  festen  Punkte  a{-,  xi'\  man  soll  die  Enve- 
loppe  der  dritten  Seite  bestimmen. 

Wenn  x^  +  jua^j  «=  0  die  gerade  Linie  ist,  welche  den  Punkt 
Xj  =  072  "=  0  mit  dem  längs  der  Geraden  x^  =^  0  sich  bewegenden 
Eckpunkt  des  Dreiecks  verbindet,  so  sind  die  Gleichungen  der  durch 
die  festen  Punkte  gehenden  Seiten  respectiye 

Und  die  Gleichung  der  Basis  ist 

{Xi+(lX^')x^"Xi+{x^"+flX2')(lX^'x2  -  {Xi+(lX2){x"+flX2')  X^^O] 

denn  man  bestätigt  leicht,  dass  die  dieser  Gleichung  entsprechende 
Gerade  sowohl  durch  den  Durchschnitt  der  ersten  Geraden  mit 
Xi  =  0,  als  auch  durch  den  der  zweiten  mit  x^  «=  0  hindurchgeht. 
Indem  man  sie  nach  Potenzen  von  fi  ordnet,  findet  man  als  Glei- 
chung der  Enveloppe 

(/    //  j  'ff  f    ff  ft    f  %  2 

wT«  «vj  Xo    '  J     •''2     3      1     '~*  "^3*1  •''2    ""^  •''3*1    •''i  ) 
4        t      ff  /  ff  *'      \  (  *  '      \ 

Xi  X2    \J^\^Z  ^i    ^i)  ^.^2^3  ^2  ^3/* 

Man  kann  dieselbe  Aufgabe  auch  auf  Grund  der  nach  den 
Potenzen  von  a  geordneten  Gleichung  der  Aufg.  im  Art.  50  auf- 
lösen. 

Äufg.  2.  Man  soll  die  Enveloppe  einer  geraden  Linie  bestim- 
men ,  für  welche  das  Product  ihrer  senkrechten  Abstände  von  zwei 
festen  Punkten  constant  ist.  (Vergl.  Art.  210,  1.) 

Wenn  die  Verbindungslinie  der  festen  Punkte  und  die  in  der 
Mitte  ihrer  Entfernung  zu  dieser  errichtete  Normale  als  Coordina- 
tenaxen  gewählt  werden ,  so  dass  die  Coordinaten  der  festen  Punkte 
y  =  0 ,  a;  =  +  c  sind ,  so  gilt  für  y  —  mx  —  «  «=  0  als  Glei- 
chung der  beweglichen  Geraden  als  Ausdruck  des  Problems  die 
Relation 

(«4'*wc)(w — wtc)  =  6^(l -f-w')  oder  nr  =  h^'\-'h^m^-{'C^m^\ 

also  wegen  n^  s=p^  —  2fnxy  -{-  nt^x- 

auch  fn^{x^  —  &^  —  c')  —  2mxy  +  y*  —  &2  __  q^ 

und  die  Gleichung  der  Enveloppe  ist  daher 
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Aufg.  3.  Bestimme  die  Enveloppe  einer  geraden  Linie,  fUr 
welche  die  Summe  der  Quadrate  der  normalen  Abstände  von  zwei 
festen  Punkten  constnnt  ist. 

Aufg.  4.  Bestimme  die  Enveloppe  aus  der  Differenz  der  Qua- 
drate dieser  normalen  Abstände. 

Aufl,    Sie  ist  eine  Parabel. 

Aufg.  5.  Um  einen  festen  Punkt  0  dreht  sich  eine  gerade 
Linie  Op  und  schneidet  eine  feste  Gerade  in  P;  man  soll  die  En- 
veloppe der  geraden  Linie  PQ  finden,  welche  mit  der  drehenden 
Geraden  den  constanten  Winkel  OFQ  bildet. 

Wir  nehmen  an,  Ol?  bilde  den  Winkel  0  mit  der  auf  die  feste 
Gerade  gefällten  Normalen,  und  ihre  Länge  sei  also  gleich |7  sec  ^; 
die  von  0  auf  PQ  gefüllte  Normale  bilde  mit  OF  den  festen  Win- 
kel ß  und  hat  daher  die  Länge  p  sec  0  cos  ß,  und  da  sie  mit  der 
Normalen  der  festen  Geraden  den  Winkel  (9  -^  ß)  bildet,  so  ist 
für  diese  als  Axe  der  x  die  Gleichung  von  FQ 

X  cos  (^  +  1^)  -[-  y  ßiii  (ö  +  i^)  =  1>  söc  ö  cos  p,         oder 
X  cos  (2Ö  -j-  /3)  +  y  sin  (2Ö  +  |3)  =  2p  cos  /?  —  a; cos  /J  —  y  sin  /J, 

eine  Gleichung  von  der  Form 

a?!  cos  ff  -{-  x^  sin  qi  =  x^. 

Die  Enveloppe  derselben  ist  daher  durch 

x^  +  y'  =  {x  cos  p  +  y  sin  ß  —  2p  cos  ßY 

dargestellt  und   somit  eine  Parabel,   die  den  Punkt  0  zu  ihrem 
Brennpunkt  hat. 

Aufg.  6.    Man  soll  die  Enveloppe  der  geraden  Linie 

darstellen,  wenn  die  unbestimmten  Grössen  ^1,^1!  in  der  Gleichung 
derselben  durch  die  Relation  ^  -|-  jli'  =  C  verbunden  sind. 

Indem  man  fttr  fi'  den  Werth  (C — fi)  einsetzt  und  die  Brüche 
beseitigt,  findet  man  für  die  Gleichung  der  Enveloppe 

A'^jj2^C^_2^5-2P(7— 2C!4=0,  oder  +yA+yB±j/C===0. 

Wenn  z.  B.  der  Winkel  an  der  Spitze  und  die  Summe  der  Seiten 
eines  Dreiecks  gegeben  sind,  so  ist  die  Gleichung  der  Basis 

~-f^=l  für  a  +  6  =  c, 

und  die  Enveloppe  ist  also 

a:'  +  y2  _  2xy  —  2cx  —  2cy  +  c'  =  0, 

d.  h.  eine  die  Seiten  o:  =  0,  y  «=  0  berührende  Parabel. 

27» 
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Oder  wenn  zur  Bestimmung  einer  Ellipse  die  Lage  von  zwei 
conjugirten  Durchmessern  und  die  Summe  ihrer  Quadrate  gegehen 

sind ,  wenn  also  — ^  -f"  ^  =  1  iiod  a  ^  -|-  5'^  =  (?  sind ,  so  ist 

die  Enveloppe  dieser  Ellipse  durch  j;  +  y  +  c  =  0  dargestellt, 
d.  h.  dieselbe  berührt  stets  vier  fest«  gerade  Linien. 

316.  Wenn  die  Coefficienten  ||,  Sj»  ^3  ^^  ^^^  Glei- 
chung einer  geraden  Linie  5,;r,  +  Ijät^  +  SjiTj  =0 
durch  irgend  eine  Relation  vom  zweiten  Grade 

mit  einander  verbunden  sind,  so  ist  die  Enveloppe 
derselben  ein  Kegelschnitt. 

Wenn  man  zwischen  der  gegebenen  Relation  und  der  Glei- 
chung der  geraden  Linie  die  Grösse  \^  eliminirt,  so  erhält  man 

^(-^12*^3            '^Zl'^Z'^2  -^23^3^1  "i     -^33^1^2)6152     I 

(^22^3    ^-^23^2*^3     l     -^33*^2  )  »2     *=  ^; 

und  die  Enveloppe  hat  daher  die  Gleichung 

('^n'^3   2 -^31  ^3^1 '{"-^33^1   )(-^22^3    — ^ -^23 ^2 ^3 H" -^3 ^2  )'^ 

(-^12^3  -^31^3'^'2  -^23 ^3 •'^l     I     -^33^1^2/    5 

indem  man  diesen  Ausdruck  entwickelt  und  durch  x.^^  divi- 
dirt;  erhält  man 

(-^22-^33        -^3  )^1    +(-^33-^11  ""•^31  )^2   'l"(-^ll-^22  ""-^n')'^^' 

+  2(-431-^12  —  -^11-^23)^2 ^3  4"  "(-^12-^23 — -^22-^31)^3^1 

H"2(-423-43j  — ^433-4^2)^1^2  ^^  ^• 

Dabei  bemerken  wir,  dass  die  Coefficienten  der  Veränder- 
lichen in  dieser  Gleichung  die  Unterdeterminanten  An,  Ajj, 
A,3,  A23,  etc.  der  Discriminante  A  der  gegebenen  Gleichung 
zweiten  Grades  sind,  und  das  Ergebniss  dieses  Art.  kann  so  aus- 
gesprochen werden:  Eine  Gleichung  vom  zweiten  Grade 
in  Tangentialcoordinaten  |,  repräsentirt  einen 
Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  in  Punktcoordina- 
ten  Xi  aus  jener  durch  das  nämliche  Verfahren  ge- 
funden wird,  wie  die  Gleichung  in  Tangentialcoor- 
dinaten aus  der  Gleichung  in  Punktcoordinaten. 

Denn  auf  demselben  Wege  wie  in  Art.  113  beweist  man, 
dass  die   Bedingung,  unter  welcher  die  gerade  Linie  |,,   die 
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darcb  S  1^1  + 12^2  +  ^3 ^3=0  dargestellt  ist,  den  Kegelschnitt 

«11-^1^  + 0^22  V+«33'^3'  +  2a23a^2'^3  +  2a3ia:3ari  +  2a,2a;ia;2=0 

berQhrt,  oder  die  Gleichung  dieses  Kegelschnitts,  in  Tangen- 
tialcoordinaten,  ist 

(«22«33  —  Ö23')  5l^  +  («33«ll  —  «31^)  ^2^   +  («It  «22  "    <*!2^)  63^ 

+  2(a3^a,2  —  an  «23)  52^3  +  2  (0,2023  —  «220^31)  S361 

+  2(^23  «31  —  «33  «12)  S162  =  0. 

Damit  ist  in  der  allgemeinste/i  Form  der  analytische  Be- 
weis dafür  gegeben,  dass  jede  Gurve  zweiter  Ordnung 
von  der  zweiten  Glasse  ist  und  umgekehrt;  es  ist 
statthaft,  beide  unter  der  neutralen  auf  den  Grad  der  Glei- 
chung bezüglichen  Benennung  Gurven  zweiten  Grades 
zusammenzufassen. 

Wenn  umgekehrt  die  Goefficienten  der  Gleichung  einer  ge- 
raden Linie  die  letztgeschriebene  Bedingung  erfüllen,  so  ist 
die  Enveloppe  derselben  ein  Kegelschnitt 

*«llV+«22V  +  «33V  +  ^^^3*^2'^3  +  2«31^3'^l+2«l2^I-^2  =  0. 

Die  Gleichung  dieses  Art.  kann  dies  ihrerseits  bestätigen;  denn 
wenn  wir  für  -4,j,  -422,  ®^*  ^^®  Binome 

«22  «33  «23*^    «33  «11  «31    ^    ®"^' 

substituiren,  so  wird  die  Gleichung 

^-^22^33 — -^23^)^1  ^"f"  (-^33-^11 — -^31  )'^2  "^ '-'"h^^^n-^Z) — -^33^12)^1^2 

iu  das  Product  von 

(«II  «22  «33  +  2023^3,  a^^  —  a,i  «23^  —  a22  «31^  —  «33  «12^)    ^^^ 

^ii'^'i  "r«22'^2  "i  «33*^3  "r^«23'^2'^3  I  ^«si'^s'^i "r2aj2a;ja?2=0 

übergeführt.    Denn  in  demselben  ist  (^i  1022033  4- etc.)  die  Dis- 

criminante  ^J  der  Gleichung  a,  i^Ci' + etc. = 0  und  (-422-433 — -423*), 

etc.  sind  die   Unterdetermiuanten  Ajj,  etc.  der  Determinante 

des  ihr  adjungirten  Systems;  diese  sind  aber  nach  dem  schon 

im  Art.  77  benutzten  allgemeinen  Gesetze  den  Producten  von 

J  in  die  entsprechenden  Elemente  der  Originaldeterminante 

gleich. 

Äufg.  1.  Wir  können  als  specielle  Fälle  des  Vorigen  die  Be- 
SQltate  der  Art.  156,  159  ableiten;  nämlich,  dass  die  Enveloppe 
einer  Geraden,  welche  die  Bedingung 
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erfüllt,  durch  die  Gleichung 

und  die  Enveloppe  derselben  Geraden  unter  der  Bedingung 

durch  Ä2^^2''^3  4"  -^31^3^1  +  -^12^1^2  =  ^  dargestellt  wird. 

Aufg.  2.  Man  zeige^  dass  die  durch  Gleichungen  von  der  Form 
2XyX.^  =  rTj^  und  von  der  Form  ai^x{^  +  a^i^c^  +  <%3^3^  =  ^ 
dargestellten  Kegelschnitte  in  Liniencoordinaten  durch  Gleichungen 
von  derselben  Form  ausgedrückt  werden. 

Aufl,    Man  findet  für  die  eine  2||  I3  «»  g^'^  und  fdr  die  andere 

^2«33Sl*  +  «33  «11  ^2    +  «ll»22l3^  =  0, 

weil  respective  z/  =  1  und  J  «=  ^wCi^i^^^  ^^^'*  ^^  Folge  dessen 
liefern  die  in  den  Art.  305  f.  (für  ä;b=  2)  und  309  f.  gegebenen  Ent- 
wickelungen  durch  Interpretation  als  Gleichungen  in  Tangential-  oder 
Liniencoordinaten  Eigenschaften  der  nämlichen  Kegelschnitte.  Für 
den  Kreis  vergleiche  Art.  164,  6.  Geht  man  von  der  Gleichung  von 
zwei  geraden  Linien  in  Punktcoordinaten  zur  entsprechenden  Glei- 
chung in  Liniencoordinaten  über,  so  findet  man  einfach  das  Qua- 
drat der  Gleichung  des  Schnittpunktes  der  Geraden.  In  der  That 
können  nur  die  Geraden  durch  diesen  als  Tangenten  der  Curve  be- 
trachtet werden.  Aber  zugleich:  Ein  System  von  zwei  Geraden 
kann  nicht  durch  eine  Gleichung  in  Liniencoordinaten  dargestellt 
werden.     Und  dualistisch  entsprechend.  (Vergl.  Art.  298.) 

Aufg.  3.  Unter  welcher  Bedingung  schneidet  die  gerade  Linie 

Si^i  -|~  $2^2  "1"  13^3  =="  ^  ^®^  durch  die  allgemeine  Gleichung  ge- 
gebenen Kegelschnitt  in  reellen  Punkten? 

Aufi,    Sie  schneidet  in  reellen  Punkten,  wenn  die  Grösse 

(«22  »83  -•  «23'^)  Si*  +  etc- 

negativ  ist;  in  imaginären  Punkten,  wenn  sie  positiv  ist;  und  be- 
rührt, wenn  dieselbe  verschwindet. 

Aufg.  4.  Wann  sind  die  Tangenten  reell,  welche  vom  Punkte 
Xi  an  den  Kegelschnitt  gehen? 

Aufi*  Sie  sind  reell,  wenn  die  Grösse  (^22^33  — -^23^)^1'^  "f"®^- 
negativ  ist;  oder  mit  andern  Worten,  wenn  die  Discriminante 

^11  ^22^33  +  •  •  •  • 
lind  das  Substitutionsresultat  a^^x^^  -|-  022^2'^"!"  etc.  entgegenge- 
setzte Zeichen  haben.   Wenn  diese  Grössen  von  einerlei  Vorzeichen 
sind,  so  liegt  der  Punkt  innerhalb  des  Kegelschnitts. 

317.  Auf  dieselbe  Art  wie  im  Art.  89  wird  bewiesen,  dass 
unter  der  Bedingung 

-^ll-^22'^33"r^-^23-^3t-^t2  —  -^11-^23    — -^22-^31    — -^33-^12    *™  ^ 

die  Gleichung 
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4„|,»  +  ^jl,»  +  ^jsls»  +  Z^mSjSj  +  etc.  =  0 
in  zwei  lineare  Factoren  zerlegbar  ^  also  einer  Gleichung  yon 
der  Form 

(j:/5,  +  x^'lj  +  Xj'Sa)  (j;/'Si  +  x^'l^  +  VU  —  0 
äquivalent  ist.  Und  da  diese  Gleichung  durch  das  Verschwin- 
den ihrer  Factoren  erfüllt  ist,  so  drückt  sie  aus  (Art.  51),  dass 
die  Gerade  %^x^  +  ^2^2  +  ^3^3  =  0,  deren  Coordinaten  ihr 
genügen,  stets  entweder  durch  den  einen  oder  den  andern  von 
zwei  festen  Punkten  afi,  x'i  geht. 

Die  Grosse 

.4,,  ^22^33  -f  2-423^3,^1,2  —  CtC.  für   -4,,  —  a22«33  — «23^  ^tc. 

wie  im  letzten  Art.,  ist  die  Determinante  des  adjungirten  Sy- 
stems von  der  Determinante  a,,a22%3  +  20230^31  «12  —  etc. 
oder  ^  und  nach  Art.  27  f.  der  „ Vorlesungen^',  da  diese  eine 
Determinante  dritten  Grades  ist,  gleich  z^^. 

Aufg,  1.  Wenn  ein  Kegelschnitt  durch  zwei  feste  Punkte  geht 
und  mit  einem  festen  Kegelschnitt  eine  doppelte  Berührung  hat, 
^o  geht  die  Berührungssehne  desselben  mit  diesem  letzteren  stets 
durch  einen  festen  Punkt.  Denn  wenn  durch  S  =  0  der  feste 
Kegelschnitt  und  durch  S  =  (§,x,  +  ^2^2  "("  §3^3)*  der  andere 
Kegelschnitt  dargestellt  wird ,  so  giebt  •  die  Substitution  der  Coor- 
dinaten der  beiden  gegebenen  Punkte 

S  =  d.x,'  +  |j<  +  13X37.  S"  =  (Ji«,"  +  1,0^"  +  IjO», 
also  auch 

Diese  Gleichung  drückt  aber  aus,  dass  die  Linie 

&t  ^1    1"  b2  ^2    I    »3  ^3  "^  ^ 

durch  einen  oder  den  andern  von  zwei  festen  Punkten  geht,  weil 
S\  S''  bekannte  Constanten  sind. 

Wir  verbinden  hiermit  einige'  weitere  nützliche  Aufgaben. 

Äufg.  2.  Man  bestimme  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts, 
welcher  mit  zwei  durch  S'  =  0^  S"  ^=  0  gegebenen  Kegelschnitten 
je  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Bezeichnen  wir  durch  jer,  ==  0,  j^j  =  0  ein  Paar  der  Durch- 
schnittssehnen der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte,  so  dass 

S'  —  S''  —  z^g^ 

ist,  so  reprftsentirt  ft'x?,'  —  2fi,(S'  -\-  S")  •■}-  s^^  =  0  einen  Kegel- 
schnitt, der  mit  S'  =0,  S''  =  0  eine  doppelte  Berührung  hat; 
denn  diese  Gleichung  kann  in  den  beiden  äquivalenten  Formen  ge- 
schrieben werden 
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Die  Berührangssehnen  bilden  mit  den  Schnittsebnen  ein  harmo- 
nisches Büschel. 

Da  die  Gleichung  in  |k  vom  zweiten  Grade  ist ,  so  gehen  durch 
jeden  Punkt  zwei  Kegelschnitte  des  Systems,  und  weü  überdies 
drei  Paare  von  Durchschnittssehnen  z  der  beiden  Kegelschnitte  eii* 
stiren,  so  giebt  es  drei  solche  Systeme  umgeschriebener  Kegel- 
schnitte. Ihre  Anzahl  redncirt  sich  auf  zwei,  wenn  der  Kegelschnitt 
S"  =  0  in  ein  Paar  von  Geraden  degenerirt,  weil  dann  nur  zwei 
von  diesen  verschiedene  Paare  von  Durchschnittssehnen  existiren. 
Wenn  endlich  sowohl  S'  =  0  als  auch  /S'"  =  0  in  gerade  Linien 
degeneriren,  so  giebt  es,  wie  bekannt,  nur  ein  System  doppelt 
berührender  Kegelschnitte.    (Vergl.  Art.  292.)  ^ 

Aufg.  3.  Man  entwickle  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts, 
der  vier  gerade  Linien  ^i  =  0,  y^  =«  0,  ^3  =  0,  y^  =  0  berührt 

Aufl,  Für  jjj  =  0,  jefj  =  0  als  die  Gleichungen  der  Diago- 
nalen des  von  jenen  vier  Geraden  gebildeten  Vierseits  und  wegen 
PiPb  ~-  ^2^4  =  ^1^2  ist  ft^^i^  __  2^(y,y3  +  y.^yj  +  ^^2  =  0  die 
gesuchte  Gleichung.  Setzt  man  nach  einander  die  y  gleich  Null, 
so  erhftlt  man  die  Berührungspunkte  der  Seiten  und  sieht,  dass 
ihre  Verbindungslinien  mit  den  Diagonalen  ein  harmonisches  Büschel 
bilden  (vergl.  Aufg.  2).  Ein  durch  diese  Berührungspunkte  gehen- 
der Kegelschnitt  hat  eine  Gleichung  von  der  Form 

^2^1^  —  2fi(y,y3  +  y^Pi)  +  ^2^  +  ^  (^'^1^  —  V)  =  ^' 

und  die  den  Werthen  ^i  und  k'  entsprechende  Gleichung  wird  mit 
dieser  identisch  für  k  =  —  k'  >=  (ji!  —  jtt)  :  (fi'  -(-  jit).  Der  durch 
die  acht  Berührungspunkte  von  zwei  solchen  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitten gehende  Kegelschnitt  —  denn  ein  solcher  ezistirt  hier- 
nach —  hat  also  die  Gleichung 

f^^'-s^i^  —  (|ii  +  ^')  (yj2/3  +  y^y^)  +  z^^  ^  0. 

Man  kann  ähnliche  Ergebnisse  bei  Aufg.  2  erhalten. 

Wenn  man  das  Diagonalendreieck  des  Vierseits  zum  Funda- 
mentaldreieck wählt,  so  dass  ic,  =  0,  oJj  =  0,  X3  «=  0  diese  Dia- 
gonalen darstellen  und  Xj  +  ^2  ifc  ^3  *^  ^  ^i®  Seiten  des  Vierseits 
bezeichnen,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitts in  der-  mehr  symmetrischen  Form 

jx^a^i^  —  ^(rrj^  -j-  x^^  —  V)  +  V  =  Ö- 
Dieser  Kegelschnitt  berührt  stets  die  Enveloppe 

(iT^^  +  x^  —  x^y  =  ^X(^x<^  oder 

(^1+^2  +  ^3)  (^2  +  ^3 —«'i)  (^3+^1—^2)  (^i+a^2  — ^3)='^- 
Die  Gleichung  kann  endlich  auch  in  der  Form 
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X  2  =  —  —  +    ^' 
3  COS*  qp    *    ain*  tp 

geächrieben  werden  (vergl.  Art.  309). 

Aufg.  4.  Die  Oleichnng  eines  Kegelschnitts ,  welcher  mit  zwei 
Kreisen  C'  =  0,  0"  «==  0  je  eine  doppelte  Berührung  hat,  nimmt 
eine  einfachere  Form  an^  nämlich 

^2  _  2^(0'  +  c")  +  (c  —  cy  =  0. 

Die  Berührungssehnen  des  Kegelschnitts  mit  den  beiden  Kreisen 
sind  durch  C  —  0"  +  ^  =  0,  C  —  C"  —  /i  =  0  dargestellt 
und  daher  parallel  zu  einander  und  gleich  entfernt  von  der  Radi- 
calaxe  der  Kreise.  Da  man  die  Gleichung  dieses  doppelt  berüh- 
renden Kegelschnitts  auch  in  der  Form 

schreiben  kann,  so  ist  er  der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  die 
Summe  oder  Differenz  der  Tangenten  zu  zwei  gegebenen  Kreisen 
constant  ist  Denken  wir  beide  Kreise  als  unendlich  klein,  so 
erhalten  wir  die  Eigenschaft  der  Brennpunkte  des  Kegelschnitts 
rücksichtlich  der  Summe  und  Differenz  der  Radien  vectoren.  Neh- 
men wir  fi  dem  Quadrate  des  Abschnittes  gleich,  welcher  zwischen 
den  beiden  Kreisen  auf  einer  ihrer  gemeinschaftlichen  Tangenten 
liegt,  so  bezeichnet  die  Gleichung  ein  Paar  der  gemeinschaftlichen 
Tangenten  beider  Kreise. 

Aufg,  5.  Man  löse  nach  dieser  Methode  die  Aufgaben  über 
die  Bestimmung  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  zu  Kreisen  in 
Art  143,  144. 

Aufl.    Aufg.  1.   C"^  +  C"*  =  4  oder  «=  2. 

Aufg.  2.   0'^  -f  C"^  =  1  oder  =  (-  79)^. 

Aufg,  6.  Drei  Kreise  sind  gegeben  durch  C7'  =  0,  C"  =  0 
C"  a=  0;  sind  dann  rr«  «=»  0,  ^j  a»  Q  die  gemeinschaftlichen  Tan, 
genten  zu  C"  =  0,  C"  =0;  ebenso  a;2=0,  y^™^  ^^^  ^^  C?'"«=0 
C  =  0,  und  a?,  c=  0, 3^3  =  0  die  zu  C'  =  0,  C"  =  0;  und  gehen 
/i  =0,  dTj  =  0,  2-3=0  durch  einen  Punkt,  so  gehen  auch  y,  =  0, 
.Vi  =  0 ,  ^3  =0  durch  einen  Punkt.  Denn  sind  die  Gleichungen 
der  Paare  gemeinsamer  Tangenten 

so  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  o;,  «=»  0,  x.^'^  Oy  0^3  <=  0 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  ^'  +  ^"  =  t"\  und  man  sieht, 
dass  mit  der  Erfüllung  dieser  Bedingung  auch  y^  as  Q ,  ^2  °^  ^» 
^3  SS  0  sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen. 

Aufg*  7.  Daran  knüpft  sich  die  Lösung  des  Problems  von 
Malfatti:  Drei  Kreise  zu  bestimmen,  die  einander  berühren,  und 
deren  jeder  zwei  Seiten  eines   gegebenen   Dreiecks  zu  Tangenten 
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hat.  Steiner  gab  die  Lösung:  Man  zeichne  die  eingeschriebenen 
Kreise  der  Dreiecke ,  welche  von  je  einer  Seite  des  gegebenen  Drei- 
ecks und  den  Halbirungslinien  der  anliegenden  Winkel  gebildet 
werden ;  da  diese  Kreise  drei  gemeinschaftliche  Tangenten  haben, 
die  durch  einen  Punkt  gehen ,  so  gehen  auch  ihre  andern  gemein- 
schaftlichen Tangenten  durch  einen  Punkt.  Diese  sind  die  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  gesuchten  Kreise.  ^^) 

Aufg.  8.  Der  Satz  der  vorigen  Aufgabe  lässt  sich  auf  Kegel- 
schnitte übertragen ,  welche  mit  einem  gegebenen  Kegelschnitt  in 
doppelter  Berührung  sind. 

Drei  Kegelschnitte  S—z^'^  =  0,  5—  V=  0,  S  —  ^3'  — 0, 
die  mit  einem  gegebenen  Kegelschnitt  eine  doppelte  Berührung 
haben,  werden  von  drei  gemeinschaftlichen  Sehnen,  die  ein  Drei- 
eck bilden,  wie  Zi'\-  Z2'=^0y  ^2  +  ^3  ™"  ^»  ^3  +  ^1  =  0  in 
sechs  Punkten  geschnitten,  die  auf  einem  Kegelschnitt  liegen.  Denn 
es  ist 

^  +  ^2^3  +  h^\  +  ^\^i  =  {S—  Si^)  +  (^1  +  ^2)  {z^  +  ra). 

Liegen  also  von  jenen  Punkten  drei  in  einer  geraden  Linie,  so 
liegen  die  andern  gleichfalls  in  einer  geraden  Linie.  Die  Inter- 
pretation der  Gleichungen  in  Liniencoordinaten  giebt  einen  wei- 
teren Satz.  Mit  Hilfe  dieser  Sätze  kann  das  Malfatti'sche  Problem 
und  seine  Lösung  von  den  Kreisen  auf  Kegelschnitte  übertragen 
werden,  die  mit  einem  gegebenen  Kegelschnitt  in  doppelter  Be- 
rührung sind. 

318.  lu  den  vorigen  Entwiokelungen  hat  die  Theorie  der 
Enveloppen  zur  Anwendung  der  Liniencoordinaten  und  damit 
von  Neuem  zu  dem  Princip  der  Dualität  geführt,  zu  wel- 
chem wir  bei  Betrachtung  der  Coordinatensysteme  im  Art  81 
bereits  gelangt  waren.  Eine  Gruppe  von  Aufgaben  mag  hier 
noch  zur  Uebung  im  Gebrauch  desselben  und  der  Betrach- 
tungsweise in  Liniencoordinaten  zusammengestellt  werden. 

Aufg.  1.  Man  soll  die  Gleichungen  der  dem  Fundamentaldrei- 
eck eingeschriebenen  Kreise  und  des  ihm  imigeschriebenen  Kreises 
entwickeln.  (Vergl,  Art.  156,  161.) 

Die  Gleichung  eines  eingeschriebenen  Kegelschnitts  ist 

und  seine  Berührungspunkte  mit  den  Seiten  des  Dreiecks  sind  durch 

dargestellt;  ihre  geraden  Verbindungslinien  mit  den  Gegenecken 
des  Dreiecks  gehen  durch  einen  Punkt  von  der  Gleichung 

«12«3lSl  +  «23  «12^2  +  «31  «23  £3  =  ^' 
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Für  den  eingeschriebenen  Kreis  ergiebt  sich  für  2s  als  den  Um- 
fang des  Fandamentaldreiecks  mit  den  Seitenlangen  Si  die  Gleichung 
der  Bertthrungspnnkte  für  Dreipunkt-Coordinaten  in  der  Form 

{s  —  53)  S2  4-  (s  —  S2)  I3  =  0,  etc., 

und  damit  die  Gleichung  des  eingeschriebenen  Kreises 

{s  —  5,)  SjSs  +{s  —  O  §3^1  +  (5  —  A3)  I,  ^2  =  0; 

den  äasserlich  berührenden  Kreisen  entsprechen  Gleichungen  von 
der  Form 

—  5S2I3  +  (^  —  h)  l3§i  +  («  —  ^2)  Si  h  =  Ö,  etc. 
Die  Gleichung  eines  dem  Fundamentaldreieck  umgeschriebenen 
Kegelschnittes  ist 

«i'^i'+«2'l2'  +  «3'S3'-2a,«3l2l3-2«3«il35i-2aja,SiS,«0; 

die  Tangente  im  Puakte  |,  =  0  ist  durch  S|  =  0  und  a^  ^2 — "3  S3  =  0 
dargestellt,  und  da  sie  für  den  umgeschriebenen  Kreis  die  Relation 
Äj*  I2  —  5^2 1^  »__  Q  erfüllen  muss,  so  muss  für  Dreiliniencoordinaten 

^/l,H^2'l2'+*3'l3'-  252V b^«3  -  WS,H,^,  -  25,  Vl|$2  =  0 

oder  ±  ^i  Si*  ±  ^2  §2*  ±  ^3 13^  =  0 

seine  Gleichung  sein. 

Ätifg.  2.  Man  soll  den  Pol  einer  geraden  Linie  Jj',  g/,  ^3' 
oder  12  und  die  Schnittpunkte  mit  einer  geraden  Linie  Hlr  diesen 
eingeschriebenen  Kreis  bestimmen. 

Die  Gleichung  des  Pols  ist 

^1  {(«  ~  ^3)  S2'  +  («  —  «2)  ^3'}  +  ^2  {(«  —  ^1)  ^3'  +  (5  —  53)  1/} 
+  «3  {^  -  ^2)  ii  +  (^  -  ^i)  ^2'}  =  0, 

die  Gleichung  des  Centrums  also  s,  |,  +  ^2^2  4"  *3l3  •**  0.  Für 
die  Durchschnittspunkte  des  Kreises  speciell  mit  der  unendlich  ent- 
fernten geraden  Linie  erhält  man  die  Gleichung 

oder 

•^1  % ^82%"^+  $^%^  -  2^253^^3008^1  —  2535, ^3^ ,  COS.42 ""  25, ÄjS,  ^zCOö-lj  =  0. 

Das  Kriterium  des  Art.  317  zeigt  in  der  That  die  Zerlegbar- 
keit dieser  Gleichung  in  lineare  Factoren  an;  denn  die  Determi- 
nante derselben  wird 

1  —  2  cos  A^  cos  Ä2  cos  Ä2  —  cos'  -ä,  —  cos'  Ä2  —  cos'  Ä^ , 

und  ist  also  für  die  Winkel  eines  Dreiecks  wirklich  immer  gleich 
Null. 

Bezeichnet  man  den  für  die  imaginären  Kreispunkte  gewon- 
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nenen  Ausdruck  durch  Sl*  c=0,  so  ist  Sl*  ^  JIP  die  Relation  der 
Aufg.  8  des  Art.  76,  welche  die  senkrechten  Abstände  einer  ge- 
raden Linie  von  den  Fundamentalpunkten  stets  erfüllen,  und  für 
Ä*:Jlf2  =  Ä  ist  Ä==l  eine  Relation,  durch  welche  (vgl.  Art.  63  f.) 
nicht  homogene  Gleichungen  in  homogene  Form  gebracht  werden 
können;  man  fährt  einen  Factor  ^  in  die  Gleichung  ein  und  eli- 
minirt  ihn  durch  die  Relation  ^^  s=  Sl.  Die  Gleichung  eines  Krei- 
ses vom  Halbmesser  r  und  dem  Mittelpunkt  Sxi  |«-  «=»  0  ist  durch 

^^'i  S»  =  »■  dargestellt  und  wird  durch  Multiplication  mit  f  =  Ä^ 
auf  der  rechten  Seite  homogen  und  durch  Quadriren  entwickelt  zu 
(£xi^iy  =  r^Ä.  Wir  begründeten  diese  Gleichung  schon  in  Art. 
164,  7,  und  können  auch  aus  der  Art,  in  welcher  dort  und  in  Art. 
61  die  Grösse  (a.  a.  0.  steht  Ui  statt  |,) 

Si'  +  «2'  +  Sa'  -  2S2I3  cos  Ä,  -  etc., 
die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Ereispunkte,  zu  Stande  kam,  diese 
geometrische  Bedeutung  direct  nachweisen.    Wir  schrieben 

Sl^l    +  S2^2    +  ^3^3 

in  entwickelter  Form  mittelst  der  Substitution 

x{  =  X  cos  «j  +  y  sin  «,  —  j>i ,  etc. 

imd  bildeten  die  Summe  der  Quadrate  der  CoefQcienten  von  x  \mdy. 
Wenn  aber  diese  Summe  Null  ist,  so  ißt  die  entsprechende  Ge- 
rade zu  einer  der  beiden  Geraden  rc  +  iy  =  0  parallel,  d.  h.  sie 
geht  nach  den  Ereispunkten  der  Ebene. 

Äufg.  3.  Sind  co'  =  0,  w"  =  0  die  Gleichungen  der  imagi- 
nären unendlich  entfernten  Ereispunkte ,  ist  also  ato"  ^  A,  so 
sagt  eine  Gleichung  von  der  Form  i^ji^^  =  ää  =  const,  in  wel- 
cher 1/j  =  0,  ^2  "^  ^  ^^^  Gleichungen  von  Punkten,  d.  h.  lineare 
homogene  Polynome  in  den  $,-  darstellen,  aus,  dass  für  einen  Kegel- 
schnitt das  Product  der  normalen  Abstände  seiner  Tangente  von 
den  Brennpunkten  constant  ist.  (Vergl.  Art.  196;  315,  Aufg.  2.) 
Denn  sie  reprfisentirt  einen  Eegelschnitt,  der  einem  Yierseit  ein- 
geschrieben ist ,  das  die  imaginären  Ereispunkte  zu  einem  Paar  von 
Gegenecken  hat  und  dessen  Brennpunkte  also  »?i  =  0,  i?2°=^  ^^'*^- 
Fallen  diese  zusammen,  so  ist  i^j^«»  const.,  d.h.  alle  Tangenten 
sind  von  dem  dann  vorhandenen  Doppelbrennpunkte  (Centrum)  gleich- 
weit entfernt.  Offenbar  kann  dies  Zusammenfallen  nur  eintreten, 
wenn  zwei  Gegenecken  des  Vierseits  dem  Ereise  selbst  angehören. 

Äufy.  4.  Wann  stellt  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Gra- 
des in  Liniencoordinaten  einen  Ereis  dar? 

Nach  der  vorigen  Aufgabe  hat  ein  Ereis  vom  Centrum 

«lll  +«2^2  +  «3^3  =0 

eine  Gleichung  der  Form 
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und  die  Bedingungen  des  Kreises  ermöglichen  die  Identität  einer 
allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  mit  dieser  Form;  für 

«n  Si^  +  «22^2^  +  «33  V  +  2^23^213  +  etc.  =  0 
ergeben  sich  durch  Coefficientenvergleichung  die  Relationen 

gt*  — g|*  __  8t*  —  er,«  ^^  <,'~g,'  __  gj*— V— V— 2g,g3 
«11  »tt  ^n  2«tt 

— =  %*  -V— gt*~2gagt  __  V~gi'— V— 2g|g, 
2  ggi  2g|2 

Ist  c  der  gemeinsame  Werth  dieser  Ausdrücke ,  so  bildet  man 

aus  5,'  —   «jj  C  =  ttj^,     52^3  cos  Ä^  +  «23^  '^  —   ''2''3;    ®^*    ^^® 

Gleichungen 

(«2^  —  «22  <^)  (^3^  —  «33  <^)  =  (*2^3  ^^S  w4,  +  «23(1)2         oder 
^(«I2«33— «23^)— ^(«22«3^+«33^2*+2«23V3CO8il,)+52%^sinUi=0 

und 

(5,'-a,,c)(5253C08uii+a23<^)+(Vl^8^2+«31^)(^.^2C<>8^3+«12<^>===Ö 

oder 

^V31<'l2~«ll«23)  +  ^{^lK<^23+^2COS^3«31  +  ^3<^08ii2a,2)— V3<508^iai,} 

—  5^^  ^2  ^3  8'^ -^2  8^°-^  *™  ^» 

Gleichungen ,  welche  durch  äj*  S3'  sin  -ij  * = 5 j ' «2  ^3  ^^^  -^2  ^^^  -^3 = Jlf  * 
Tereinfacht  werden  können.  Combinirt  man  sie  mit  den  zwei 
Paaren  von  analogen  Gleichungen,  welche  man  erhält,  so  findet  man 

__  «38  <^U  ~  ^Zt*  +  «11  «M —  ««*  —  2  (g,|  gj,  —  gji  g^) 

(g„  +  ff«+g8a+2g„+2g„+2gj,)8,« 
und  daher  als  Bedingungen  der  allgemeinen  Gleichung  für  den  Kreis 

V  =con8. 

ilti/^.  5.  Man  soll  die  Bedingungen  feststellen,  unter  wel- 
chen die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  in  Liniencoordinaten 
eüie  Parabel,  Ellipse  oder  Hyperbel  darstellt. 

Die  Bedingung  für  die  Parabel  fordert,  dass  die  Coefficien- 
tensumme  der  Gleichung  gleich  Null  sei,  wenn  der  unendlich  ent- 
fernten geraden  Linie,  welche  dann  eine  Tangente  der  Curve  ist, 
die  Coordinatenrelation  ^^  s=  ^.^  r^s  |^  entspricht.  Daher  ist  z.  B. 
^t  $3  =  $2^  dann  die  Gleichung  einer  Parabel ,  und  man  erkennt 
(vergl.  Art  288) ,  dass  das  Product  der  Abstände  von  zwei  Punk- 
ten der  Curve  von  einer  beliebigen  Tangente  derselben  dem  Qua« 
drat  des  Abstandes  dieser  letztem  vom  Pol  der  sie  verbindenden 
Sehne  gleich  ist. 

Die  Unterscheidungscharaktere  für  Ellipse  und  Hyperbel  wer- 
den durch  die  Untersuchung  der  Realität  der  Schnittpunkte  erhal- 
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ten,  welche  die  Curve  mit  der  unendlich  entfernten  geraden  Linie 
bestimmt.  Wenn  ein  Punkt  ^cr,|{  «=  0  in  dieser  geraden  Linie 
liegt ,  so  besteht  unter  den  Coefficienten  seiner  Gleichung  die  Re- 
lation £ai  =  0.  Entwickelt  man  nun  die  Bedingung,  unter  wel- 
cher jener  Punkt  der  durch  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Gra- 
des in  Liniencoordinaten  ausgedrückten  Curve  angehört  (Art.  113, 
316),  d.  i. 

(«22«33  —  <^23^)  «1^  +    Ks^^ll  —  <^31^)  V    +    (<^ll«22  "  «12^)  «3^ 
+  2  («31  «12  —  «II  «23)  «2«3  +  2(ai2«23  ^  «22«3l)  «3«! 
+  2  («23 «31   —  «33  «12)  «1«2  =  Ö» 

so  liefert  diese  für  ce^  =  —  («j  +  «2)  ®^^®  quadratische  Gleichung 
zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  a^  :  otj,  und  die  Bedingungen, 
nach  welchen  ihre  Wurzeln  reell  oder  imaginär  sind,  geben  die 
analytischen  Bedingungen  für  die  Hyperbel  oder  Ellipse  in  Linien- 
coordinaten. (Vergl.  Art.  316,  4.) 

319.  Den  Gebrauch  derselben  allgemeinen  Methoden  er- 
läutern wir  ferner  noch  durch  die  folgende  Gruppe  von  Auf- 
gaben. 

Au  fg.  1.  Man  beweise  folgende  Sätze:  Wenn  zwei  Kegel- 
schnitte mit  einem  dritten  Kegelschnitt  in  doppelter  Berührung  sind, 
so  liegen  die  Schnittpunkte  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  niit 
den  Polen  der  Sehnen  gemeinschaftlicher  Berührung  in  einer  ge- 
raden Linie  und  bilden  mit  ihnen  eine  harmonische  Gruppe. 

Die  Schnittpunkte  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  drei 
Kegelschnitten,  welche  mit  einem  vierten  Kegelschnitt  je  eine  dop- 
pelte Berührung  haben ,  liegen  viermal  zu  dreien  in  einer  geraden 
Linie.  Wenn  drei  Kegelschnitte  zwei  zu  allen  gemeinschaftliche 
Tangenten  haben,  so  liegen  die  Schnittpunkte  der  übrigen  jedem 
Paare  gemeinsamen  Tangenten  in  einer  geraden  Linie.  (Vgl.  Art.  279  f. ) 

Au  fg.  2.  Der  Form  der  Kegelschnittsgleichung  lila^^'^lj^ 
entspricht  |**5i  —  2ftÄ;|2  +  ^3  =  0  als  Gleichung  des  Berührungs- 
punktes der  Tangente  ft,  welche  die  Punkte  ft|,=Ä;|2,  ftÄ'§2=53 
mit  einander  verbindet.  In  andern  Worten :  \Venn  in  irgend  einem 
System  der  Coordinäten  x\  y,  z  \  x'\  y",  z"  die  Coordinaten  von 
zwei^  Punkten  eines  Kegelschnitts  und  x"\  y'\  z"  die  Coordina- 
ten des  Pols  ihrer  Sehne  sind,  so  können  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  desselben  in  der  Form 

\i?x  +  ^\iLlix"  -f-  x\  jLt'y  -|-  2ftÄ;?/"  -f"  y\   \i?z  +  2f4Äjp'"  +  /' 

geschrieben  werden,  indess  die  Tangente  desselben  die  beiden  Tan- 
genten nach  den  Verhältnissen  fi*.  A:,  ftÄ;:  1  tbeilt.  Für  A;  &=  1  ist  die 
Curve  eine  Parabel. 

Aufg.  3.  Man  soll  den  Ort  eines  Punktes  (die  Enveloppe 
einer  geraden  Linie)  bestimmen,  welcher  (welche)  den  zwischen 
zwei  foäten  Tangenten  eines  Kegelschnitts  gelegenen  Abschnitt  einer 
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TerSoderlichen  Tangente  desselben  (den  von  zwei  festen  Punkten 
eines  Kegelschnitts  an  einem  veränderlichen  Punkte  desselben  be- 
stimmten Winkel)  nach  gegebenem  Verbal tniss  (Sinus- Verhältniss) 
m :  n  theilt. 

Aufl.  Für  5j  I3  =  Je ^2^  als  Gleichung  des  gegebenen  Kegel- 
schnitts ist  die  Gleichung  des  Tfaeilpunktes 

nnd  sein  Ort  also  durch 

dargestellt. 

Äufg.  4.  Wenn  man  yon  einem  Punkte  aus,  welcher  auf  einer 
festen  geraden  Linie  fortrtlckt;  an  eine  Curve  zweiten  Grades  die 
Tangenten  zieht  und  zu  diesen  und  der  festen  geraden  Linie  in 
jedem  Falle  einen  vierten  Strahl  so  bestimmt ,  dass  er  mit  jenen 
ein  constantes  Doppelverbäl tniss  hat,  so  umhüllen  alle  Lagen  des- 
selben einen  Kegelschnitt,  der  mit  dem  gegebenen  eine  doppelte 
Berührung  hat. 

Denken  wir  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  der  Form 

und  lassen  wir  vom  Durchschnittspunkt  der  geraden  Linien  §,  rj 
(d.  i.  von  den  Coordinaten  £i ,  I2 «  $3 ;  ^1 1  ^2  >  '^h)  ^^^  gerade  Linie 

Hl  +  Mly     ^l2  +  f*^i2>     ^h  +  (^V3 
aasgehen  (Art.  67),   so  ist  sie  Tangente  des  betrachteten  Kegel- 
schnitts, wenn  die  Substitution  ihrer  Coordinaten  für  §],  §2*  $3 
seiner  Gleichung  Genüge  leistet.    Die  Substitution  liefert  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

in  welcher  £'  die  linke  Seite  der  Kegelschnittsgleichung  mit  den 
gegebenen  Werthen  5  9  -^ '  dieselbe  mit  den  gegebenen  Werthen 
17  und  n  ein  in  ^  sowohl  als  in  t;  linearer  Ausdruck  ist,  nämlich 

«ll5|'Z|+«22S2»/2  +  «33l3^3+«23fe%+^3^/2)  +  «3lfe^l+^l^3) 

+  «12(^1  %+S2  ^l)- 

Jene  Gleichung  giebt  für  A  :fi  zwei  Werthe,  weichein  A^i+f*»?! » ^tc. 
eingesetzt  die  Coordinaten  der  Tangenten  liefern.  Sind  diese  Werthe 
durch  a  und  b  und  ist  das  gegebene  Doppelverhältniss  durch  d  be- 
zeichnet, so  ist  entweder  a  :  h  =  d  oder  h  :  a  =  d,  d.  i.  a  —  hd=0 
oder  6  —  ad  =  0,  so  dass  (o  —  hd)  (h  —  ad)  =  0  oder 

ah(l  +d'^)=^{a^  +  h^)d 

und  daher  auch 

ab(l  +  d)2  =  (a  +  bfd  ist. 
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Setzt  man  nach  der  Theorie  der  Gleichungen  ftlr  das  Proctuct 
der  Wurzeln  und  für  ihre  Summe  dieWerthe,  so  ergiebt  sich  als 
Gleichung  der  Enveloppe 

Z'Z"  (1  +  t?)2  —  4dJl2  =  0. 

Denkt  man  r]  als  bekannt,  so  ist  2"  eine  Gonstante  und  kann  mit 
den  übrigen  Constanten  zusammen  in  einem  Zeichen  v  vereinigt 
werden,  so  dass  dann  E  '\-  vU^  =  0  die  Gleichung  der  Enve- 
loppe ist.  Sie  stellt  ein  System  von  Kegelschnitten  dar,  welche 
mit  dem  festen  Kegelschnitt  2^=0  eine  doppelte  Berührung  haben, 
ftlr  welche  der  Punkt  77  »=  0  der  Pol  der  Bei-ührungssehne  ist 
(Vergl.  Art.  272.) 

Aufg*  5.  Man  soll  ein  Polygon  construiren,  welches  einem 
festen  Kegelschnitt  umgeschrieben  ist  und  dessen  Ecken  in  gege- 
benen geraden  Linien  liegen.    (Vergl.  Art  308,  6.) 


Nennzebntes  Kapitel. 

Von  der  allgemeinen  homogenen  Gleichung 

zweiten  Grades. 


320.  Es  giebt  keinen  Kegelschnitt^  dessen  Gleichung  nicht 
in  der  Form 

geschrieben  werden  kann.  Denn  diese  Gleichung  ist  vom  zwei- 
ten Grade,  und  weil  sie  fünf  unabhängige  Constanten  (aif^^aji) 
enthält,  so  können  wir  diese  so  bestimmen,  dass  die  Gurve, 
welche  sie  darstellt,  durch  fünf  gegebene  Punkte  geht  und 
daher  mit  einem  beliebigen  gegebenen  Kegelschnitt  zusammen- 
fallt Die  so  geschriebene  Gleichung  in  projecti vischen  Punkt- 
coordinaten  enthält  die  Gleichung  in  Cartesischen  Coordinaten 
als  einen  speciellen  Fall,  wir  erhalten  ihn,  wenn  wir  x^  und  ri, 
durch  X  und  y  ersetzen  und  die  Seite  073 »»  0  des  Fundamental- 
dreiecks im  Unendlichen  annehmen,  so  dass  x^  =  l  geschrieben 
werden  kann.  (Vergl.  Art.  69  und  79.)  Andererseits  kann 
die  Gleichung  «n  Si^  +  etc.  =  0  in  projecti  vischen  Liniencoor- 
dinaten  jeden  beliebigen  Kegelschnitt  darstellen ,  weil  sie  für 
fünf  willkürlich  gewählte  Tangenten  eines  solchen  erfüllt  wer- 
den kann*). 

In  gleicher  Weise  kann  jede  Curve  von  einer  gegebenen 
Ordnung  mittelst  einer  homogeneh   Function  von  demselben 


*)  Die  besondere  Erwähnung  der  entsprechenden  Interpretation  in 
Tangentialeoordinaten  wird  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  zameist 
unterlassen,  könnte  aber  in  allen  Fällen  leicht  nachgetragen  werden; 
das  Vorhergehende  wird  hingereicht  haben ,  um  diese  Uebertragung  zur 
selbstverstärDdlichen  Gewohnheit  zu  machen. 

Salmon-Fiedler,  anal.  Qeom.  d.  Kegeltchn.   4.  Aafl.  28 
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Grade  in  rr^^  ^^^  ^3  dargestellt  werden;  denn  man  erkennt 
leicht,  dass  die  Zahl  der  Glieder  in  der  yollstandigen  Gleichung 
n^^  Grades  zwischen  zwei  unbekannten  (Art.  91)  überein- 
stimmt mit  der  Zahl  der  Glieder  in  der  homogenen  Gleichung 
^ten  Grades  zwischen  drei  Veränderlichen.  Diese  beiden  Glei- 
chungen  sind  gleich  fähig,  irgend  eine  besondere  Curve  dar- 
zustellen, da  sie  dieselbe  Zahl  Vdn  Constanten  enthalten. 

321.  Da  nach  Art.  7,  74  die  Coordinatenwerthe  irgend 
eines  in  der  geraden  Verbindungslinie  von  x  und  x"  liegen- 
den Punktes  von  der  Form 

IX^  +  mx{\      1X2    +  ^^27      ^^3    +  ^^i" 

sind,  so  können  die  Punkte,  in  welchen  jene  Gerade  irgend 
eine  Curve  schneidet,  durch  die  Substitution  dieser  Werthe 
an  Stelle  der  Veränderlichen  in  ihre  Gleichung  bestimmt  wer- 
den, indem  man  die  aus  der  resultirenden  Gleichung  entsprin- 
genden Werthe  des  Verhältnisses  l :  m  ermittelt. 

So  werden  (vergl.  Art.  109)  die  Durchschnittspunkte  jener 
geraden  Linie  mit  einem  durch  die  allgemeine  Gleichung  dar- 
gestellten Kegelschnitt  durch  die  quadratische  Gleichung^') 

P (a, jiT/*  +  a^^i^ 4-  asgV  +  2a2^X2%'  +  2a^^x^\'+  2ö,2^i V) 
+  '2lfn{a^^x;x;'-j-  a22<^2"+  «33^3'^'+  o^a^V+^s'^a') 

+  «33  V*  +  2ör2s^2'*<'  +  ^«81  V^'i"  +  2a^2^i"x2')  =  0 
bestimmt,  die  wir  in  Gebrauch  leicht  verstandlicher  Abkür- 
zungen in  der  Form  PS'  +  2lfnP  -{-  m^S"  ^=  0  schreiben 
wollen.  Wenn  der  Punkt  x  in  der  Curve  liegt,  so  verschwin- 
det S',  und  die  quadratische  Gleichung  reducirt  sich  auf  eine 
lineare.  Ihre  Auflosung  für  Z :  m  =  —  S":  2P  giebt  für  die 
Coordinaten  des  Punktes ,  in  welchem  der  Kegelschnitt  durch 
die  gerade  Linie  von  einem  seiner  Punkte  x  nach  einem  will- 
kürlich ausser  ihm  gewählten  Puukte  x''  geschnitten  wird,  die 

Werthe  S"a:,-2Pa;/',SX—2P<,  «X^äPV;  diesel- 
ben reduciren  sich  auf  a;/,  a^j',  Xg',  sobald  P=0  ist;  d.  h. 
wenn  die  Coerdinaten  a;,",  iCj",  x^"  die  Gleichung 

^11^1^1  ■r^22^2^2  "r^33^3^3    1    **23(*^2^S    I  ^2  ^3)1    ^3l(^S^l    l*^3  "^l  / 

+  «12(^1  ^2'+^l'^2)  =  0 

erfüllen,  so  schneidet  die  gerade  Verbindungslinie  der  Pankte 
X  und  x"  die  Curve  in  zwei  in  x  zusammenfallenden  Punk- 
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ten,  oder  mit  andern  Worten ,  der  Punkt  x'  liegt  in  der  Tan- 
gente des  Kegelschnitts  im  Punkte  x\  Die  eben  geschriebene 
Gleichung  ist  somit  die  Gleichung  der  Tangente  des 
Kegelschnitts. 

322.  Auf  Grund  der  Yollstandigen  Symmetrie  der  betrach- 
teten Gleichung  nach  den  Grossen  Xi  und  xi  erkennen  wir  wie 
im  Art.  106,  dass  diese  Gleichung  die  Polare  des  Punk- 
tes X  darstellt,  sobald  derselbe  nicht  in  der  Curve  liegt.  Wir 
können  den  nämlichen  Schluss  aus  der  Bemerkung  (Art.  109) 
begründen  y  dass  P=s  0  die  Bedingung  ausdrückt^  unter  wel- 
cher die  gerade  Verbindungslinie  der  Punkte  od  und  x'  durch 
die  Curve  harmonisch  getheilt  wird. 

Die  Gleichung  der  Polare  des  Punktes  oi  kann  in  der  Form 

«l'(<»ll^l  +  »12^2  +  ^n^%)  +  ^2' (»12^1  +  «22^2  +  «23^3) 
+  ^s'(öl3^1   +  «23^2  +  «33^3)  =  0 

geschrieben  werden  ^  und  wenn  man  bemerkt^  dass  die  in  der- 
selben auftretenden  trinomischenFactoren  von  x( yX^yX^reis^^a,- 
tiye  die  Hälften  der  nach  x^^  x^,  x^  genommenen  Differen- 
tialquotienten der  Gleichung  des  Kegelschnitts  sind;  welche 
wir  abkürzend  durch  8^^  S^j  S^  bezeichnen  wollen,  so  geht 

Insbesondere  ist  für  X2  =0,  x^  ^=0  die  Polare  des  Funda- 
mentalpunktes  Ä^  durch  S^^^O  dargestellt*)^  oder  die  Glei- 
chung der  Polare  des  Durcbschnittspunktes  von  zwei  Funda- 
mentallinien wird  gebildet^  indem  man  den  nach  der  Verän- 
derlichen der  Dritten  genommenen  Differentialquotienten  der 
Gleichung  des  Kegelschnitts  gleich  Null  setzt.  Da  die  Glei- 
chung der  Polare  bei  der  Vertauschung  der  x  mit  den  x  un- 
geändert  bleibt,   so  kann  sie  auch  in  der  Form  geschrieben 

^^'^«^  x,S;  +  x^  S^  +  X.,  /S3'  =  0. 

*)  Die  Daratellong  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  in 
der  Form 
(a„xt  +  ajta-,  -f-  ajsar,)«  -f  {0^0^  —  a„«)  ä,«  +  2  (a„  o^  -  aitais)*!^:, 

+  («11088  — ai8')V  =  0i 
in  welcher  die  letzten  drei  Glieder  dnrch  ihr  Verschwinden  zwei  durch 

den  Vundamentalpnnkt  Äf  gehende  Gerade  darstellen,  giebt  (Art.  272) 
^^^  o„apj  +  anJTf  +  a^^xj^  =-  0 

als  die  Polare  von  Ä^  und  begründet  damit  das  Folgende  ihrerseits. 

28* 
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Diese  Vertauschbarkeit  der  x  und  x  begründet  aber  den  Satz 
des  Art  108. 

323.  Wenn  ein  E^elschnitt  in  ein  Paar  von  geraden 
Linien  degenerirt,  so  geht  die  Polare  eines  jeden  Punktes  ihrer 
Ebene  durch  den  Dnrchschnittspunkt  dieser  Geraden,  und  es  ist 
geometrisch  offenbar,  dass  der  Ort  der  harmonischen  Mittel 
der  darch  den  Punkt  gehenden  Radien  vectoren  die  vierte  har- 
monische Gerade  zu  den  beiden  gegebenen  Geraden  und  der 
Verbindungslinie  ihres  Schnittpunktes  mit  jenem  Punkte  isi 
Aus  der  Formel  des  letzten  Artikels  geht  auch  herror,  dass 
die  Polare  irgend  eines  Punktes  in  Bezug  auf  das  Linienpaar 
x^  a=  0,  x^  =  0  durch  x^x^  +  x^x^  =»  0  dargestellt  wird,  die 
harmonisch  conjugirte  Gerade  zu  jenen  beiden  in  Bezug  auf 
die  Verbindungslinie  X2X^  —  x^x^  =  0  von  a?^  =  a;^  =s  0  mit 
dem  gegebenen  Punkte.  Wenn  daher  die  allgemeine  Gleichung 
ein  Paar  von  geraden  Linien  darstellt,  so  sind  die  Polaren  der 
Fundamentalpunkte  x^^^  x^^^  0,  a;^  <»  a?^  =  0,  o?,  «=»  x,  «=  Q 
respective 

drei  gerade  Linien  durch  einen  Punkt;  und  indem  wir  wie  im 
Art.  38  die  Bedingung  dafür  durch  die  Elimination  von  ^r^ 
x^y  x^  zwischen  diesen  Gleichungen  ausdrücken,  erhalten  wir 
die  früher  durch  andere  Methoden  gefundene  Coefficientenrela- 
tion  (Discriminante  z/  =  0),  welche  erfüllt  sein  muss,  damit 
die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  ein  Paar  von  gera- 
den Linien  darstelle,  in  der  Form  einer  symmetrischen  Deter- 
minante und  entwickelt  wie  im  Art.  89,  90 

Ö^ll«22«33  +  2a2sa31«12 öll«23'— »22«3l'"~Ö33Öl2'  =  0. 

Nach  Art.  99, 113  ergiebt  sich  für  den  Fall  ihres  Verschwin- 
dens,  d.  h.  wenn  der  Kegelschnitt  der  allgemeinen  Gleichung 
in  ein  Paar  von  geraden  Linien  degenerirt,  zwisc)ien  den  Coor- 
dinaten  des  Durchschnittspunktes  dieser  Geraden  die  sie  be- 
stimmende Relation  x^i  x^:  x^^^  An  :  Aa  :  Aa, 

324.  Die  Auf  losung  linearer  Gleichungen  wenden  wir  femer 
an  auf  die  Frage  nach  der  Bestimmung  der  Coordinaten 
des  Pols  einer  Geraden  a^x^  +  aj^Tj  +  a^x^  =  0  in  Be- 
zug auf  den  durch  die  allgemeine  Gleichung  dargestellten  Kegel- 
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schnitt  Sind  x(^  x^^  x^  die  gesuchten  Coordiuaten,  so  gelten 
die  drei  Gleichungen  (für  welche  Oij «»  o/i  ist) 

^\\^\  "1"  ^12^2      1     ^13^  ^*^n     ^21^1      1     «22^2   "T  ^23^3    "^  ^2> 

^31^1      I     ^32^3      I     ^33*^3    *™  ^' 

Indem  wir  sie  für  x(y  x^y  x^  auflösen ,  erhalten  wir  nach  der 
im  Torigen  Art  festgesetzten  Bezeichnung  der  Discriminante 

="  («22  «33  —  ^23^)  ^1  +  (^23  »1 3—  «33  «1 2)  «2  +  (^1 2  <*23  ~  ^22  ^^13)  «3  * 

^^2'  "=  -^12^1  +  ^22  0^2  +  -^23  «3 
=•  («23  « 1 3  —  ^3  «12)  «1  +  (<»33  »11—  «13*)  «2  +  («12  «13—  »1 1  «23)  «3  9 

-^^3  ™*  -4j3«I  l"-423«2  4"  -^33 «3 
=(ai2«23  —«22 «13)«! +  («13 «12  "  «11  «23) «2 +  («11  «22— «12*)  «3  • 

Die  Goordinaten  des  Pols  sind  also  respective  zu  den  Grossen 

-^11«!  +  -^12  «2  +  -^13  «3^      -^12  «1  +  «^22  «2  +  -^23  «3? 

-^13«1  +  -^3  «2  +  -^3  «3 

proportional;  sie  sind  stets  reell ,  so  lange  die  gerade  Linie 
es  ist,  und  umgekehrt.  Da  insbesondere  der  Pol  einer  Tan- 
geute des  E^elschnitts  ihr  Berührungspunkt,  also  ein  Punkt 
dieser  Tangente  selbst  ist,  so  erhalten  wir  durch  Einsetzen 
dieser  Coordinatenwerthe  an  Stelle  der  Veränderlichen  in  die 
Gleichung  der  Geraden  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Ge- 
rade (lO^i  +  ^2^2  +  ^3^3  *"  ^  ^^^  durch  die  allgemeine  Glei- 
chung dargestellten  Kegelschnitt  berührt,  in  der  Form  (Art. 316) 

^,|g,^  +  ^2£2'  +  A.363'  +  ^^23y3  +  2^1363£l+2^,25l62  =  0, 

die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  Tangentialcoordinaten  wie 
früher.  Diese  Entstehung  der  Tangentialgleichung  kann  auch 
dadurch  ausgedrückt  werden,  dass  man  sagt,  sie  sei  das  Resul- 
tat der  Elimination  von  x{^  x^^  x^  und  q  zwischen  den  vier 
Gleichungen,  denen  die  Coordinateh  des  Pols  genügen  müssen, 

«n^l+«r2^2'+«13^3'+P5l  ~0*     «12^l'+^22^2'+«23V+P62  — 0, 

«i5<+  «23^2'+  «33^3'+  P53  =  0,  lia?,'+  62^2'+  63^3'=  0- 
Dann  erhalt  man  sie  nach  Art.  72  in  der  Form  einer  sym- 
metrischen Determinante 

«ii>  «12;  «13?  5i 

«12*  «22  >  «23  >  »2    i..  0. 

«18;   «23»    «33?    63 

\x,   I2,   5»,  0 
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Sie  soll  überall  im  Folgeuden  durch  das  abkürzende  Symbol 
27=0  bezeichnet  werden,  so  dass  27  «»  0  die  Gleichung 
des  Kegelschnitts  in  Linieucoordinaten  ausdrückt, 
dessen  Gleichung  in  Punktcoordinaten  S  =  0  ist.  Man 
sieht  sofort,  dass  die  Coordinaten  des  Pols  der  Geraden 

in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  2J  =  0  bis  auf  einen  gemein- 
schaftlichen Factor  durch  die  in  Bezug  auf  ^^,  g*, ,  $3  respec- 
tive  gebildeten  Differentiale  von  2J  ausgedrückt  werden,  also 
entsprechend  der  Bezeichnungsweise  des  Art.  322  durch  £^f 
E^j  £).  Ebenso  wie  dann  dort  die  Gleichung  der  Polare  eines 
beliebigen  Punktes  dargestellt  ward  durch 

a^iS,'  +  X2S2  +  x^S^  =  0, 

so  erhält  man  jetzt  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Gerade 
6j:r,  +  . .  =  0  durch  den  Pol  von  i^'Xl  -}-..=  0  hindurch- 
geht, in  der  Form  g,  27/  +  12-^2'  +  ^3^3  =  0;  d.  h.  diese 
letztere  ist  die  Gleichung  des  Pols  in  Linieucoor- 
dinaten. 

Und  die  Bedingung,  unter  welcher  zwei  gerade 
Linien  ^^Xi  -}-..=  0,  S/:r,  +  ..  =  0  in  Bezug  auf 
den  durch  die  allgemeine  Gleichung  dargestellten 
Kegelschnitt  einander  conjugirt  sind,  kann  offenbar 
in  jeder  der  beiden  äquivalenten  Formen 

1,-2;,  +  5,'2;j  +  €3'^  =  0,   i, £,'  +  g,^;,'  + 1,2^'  =  0 

geschrieben  werden.  Das  Nämliche  ei^ebt  sich  als  Folge  des 
Princips  der  Dualität. 

Äufg,  1.  Man  soll  die  Coordinaten  des  Pols  der  Geraden  von 
der  Gleichimg  ^,a;,  +  ^2^2  +  ^3^3  =  ^  ^  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt (ßxX^y  -4"  («2^2)+* (^3^3)  =  ^  ('^^*''  162)  bestimmen. 
In  diesem  Falle  ist  nach  dem  a.  0.  die  Tangentialgleichung 

»il2§3  +  »253I1  +  03^1  S2  =  0; 
die  Coordinaten  des  Pols  sind  also 

X{  =  a.^S3  +  ajSj,      ^2    =  »3^1  +  «1^3»      ^3'  =  ö|52  +  (hii- 

Äufg.  2.    Den  Ort  des  Pols  der  Geraden 

ii^\  +  S2Ä^2+  S3«3  =  Ö 

in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  zu  bestimmen,  für  welchen  drei 
Tangenten  und  eine  andere  Bedingung  gegeben  sind.'^) 

Wenn  wir  die  vorhergehenden  Gleichungen  für  aj ,  Oj  1  0$  auf- 
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lösen,  80  finden  wir  a^^  a2,  a^  den  Grössen  Si  (§2^2 '+  Ss^'""  Si  ^1')? 
I2  (fe^a-f  It^i'  —  h^zly  ia  (61^1'  +  l2^2  —  ^3^3')  proportional. 

Die  Gleicbang  (a,  Zj)'  +  {a^  x^)  +  (03  0:3)'  =  0  bezeichnet 
aber  einen  Kegelschnitt,  der  die  drei  Fundamentallinien  x^  =  0, 
r^  =  0,  x^  =  0  berührt^  und  eine  yierte  Bedingung,  welcher  der 
Kegelschnitt  genügen  muss,  begründet  eine  weitere  Relation  zwi- 
schen aj,  a^t  »3,  aus  welcher  durch  Einsetzen  der  eben  angege- 
benen WerÜie  die  Gleichung  des  Ortes  hervorgeht,  den  der  Pol 
von  IjiT,  +  . .  =  0  beschreibt.  Schreiben  wir  für  Jj,  gj»  I3  ^^^ 
Seitenlängen  s^^  s^^  s^  des  Fundamentaldreiecks  respectivC;  so  er- 
halten wir  in  derselben  Gleichung  den  Ort  des  Centrums.  So 
schliessen  wir  au6  dem  Nachweis  des  Art  162,  dass  der  Kegel- 
schnitt die  Gerade  Sj'^j  +  ^2^2  +  53'^  =  ^  berührt,  wenn 

jetzt,  dass  der  Ort  des  Pols  der  Geraden  |,a:,  +  $2^2  "f"  ^3^3  =  0 
in  Bezug  auf  den  die  vier  Geraden  o;,  «»  0,  Xj  =  0,  ^3  =  0, 
|,'x,  +  ii^2  +  la'^a  =  Ö  berührenden  Kegelschnitt  die  durch 

«,'  "*"  ^V  -r  -     --     1^'-  —  w 

dargestellte  gerade  Linie  ist.  (Art.  292  speciell  für  den  Fall  des 
Centrums.) 

Oder  weil  der  Kegelschnitt  durch  den  Punkt  x   geht,   wenn 

die  Bedingung  (a, x^y  +  («2 ^2 )  +  (^3 ^3)  =  ^  erfüllt  ist,  so 
ist  der  Ort  des  Pols  der  Geraden  ^y^x^  +10^2  ~l"  ^3^3  =  ^  ^^  ß®- 
2ag  auf  die  Kegelschnitte,  welche  die  Geraden  rr,  «=  0,  0^2  =  0, 
X3  =s  0  berühren  und  den  Punkt  x   enthalten ,  durch 

{^\^\{ll^2  +  §3^3   —  i\^\)}^  +    {^2^2   (£3^3  +  Sl^l  —  ^2^2)}* 
+   {^3^3'  (Sl^I   +  ^2^2  —  ^3^3)}*  =  Ö 

ausgedrückt,  d.  h.  dieser  Ort  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  die 
Geraden  l^x^  +  130:3  —  J,a;,  =  0,  l^x^  +  |,a;,  —  i^x.^  =  0, 
liX,  +  §2^2  —  13^3  =  ö  berührt.  Wenn  man  den  Ort  des  Cen- 
trums sucht,  (d.  i.  bei  Ersetzung  der  £,-  durch  die  5,-),  so  sind  diese 
Geraden  die  geraden  Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  der  Sei- 
ten des  von  d^j  »:  Q,  X2^=^0^  0^3  »s  0  gebildeten  Dreiecks. 

Aufg.  3.  Man  soll  die  Coordinaten  des  Pols  der  geraden  Linie 
^1^1  H~  $2^2  H~  ^3^3  =  ^  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  yon  der 
Gleichung  »232:2 ^3  +  ^31^3^1  +  ^12^1^2  "^  ^  bestimmen. 

Nach  Art.  159  ist  in  diesem  Falle  die  Gleichung  in  Tangen- 
tialcoordinaten 

'»23'li  ^+  «31  V+«i  2%'^-  203 ,  a,  2I2S3-  2»!  2023^3^1  ~  "^f^n^yz^x  ^2=  0 ; 
die  Coordinaten  des  Pols  sind  daher 
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^l'=  0^23 (a23  li  —  «at  ^2  "-  «125s)»  V  =  «31  (»31  h—  «12  ^3  ~  «23I1)) 

^3'  =  «12  («12  5s  —  «23  5l   —  «3162)- 

Man  hat  also     ct^x^^  H~  «12^2  ^^  —  ^«23  «13  «12  ^i« 

«12^lH:«23^3'=^  20230,30,252»  «23% +«13^1  =  "^  2a2S«13«1253> 

und  findet  wie  im  letzten  Beisp.  023,  ^st »  «12  respective  proportional 
den  Grössen 

Da  nun  die  Bedingung,  unter  welcher  ein  dem  Fundamentaldreieck 
a:,= 0,0:2=0,  rr3  =  0  umgeschriebener  Kegelschnitt  durch  einen  vier- 
ten Punkt  x{yX2^x^  hindurchgeht,  durch  ^  +  —?  ^ — ?  =  0  dar- 

•«'i        ••'j        »cj 

gestellt  ist,  so  ist  der  Ort  des  Poles  von  Ija?,  +  ^2%  +  Is^  =  Ö 
in  Bezug  auf  einen  durch  solche  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitt 
von  der  Gleichung 

^(!i2^2+lzH-i\^i)+^{^Z^Z+li^\-il^2^^ 

Für  den  Ort  des  Centrums  ergiebt  sich  daraus  ein  durch  die  Seiten- 
mittelpunkte des  Fundamentaldreiecks  gehender  Kegelschnitt. 

Die  Bedingung,  unter  welcher  der  Kegelschnitt  die  Gerade 
a,  fl?,  +  a2a;2  +  »aiCa  =  0  berührt,  ist 

(«1  «23)    +  («2  «13)*  +  («3  «12)*  =  ö, 

und  der  Ort  des  Pols  der  Geraden  ä,a;,  -f-  l-^ajj  "f"  ^3%=  0  in  Bezog 
auf  einen  durch  die  drei  Fundamentalpunkte  gehenden  und  jene 
gerade  Linie  berührenden  Kegelschnitt  ist 

{a,;r,  (12^:2  +  Ss^  —  ^i^\))^  +  {«2%(l3%  +  ^1%  —  12^7))^ 

+  {«3%  ii\^\  +  ^2%  —  ^3%)}*  =  0, 
d.  h.  dieser  Ort  ist  im  Allgemeinen  eine  Curve  vierter  Ordnung. 

325.  Man  kann  aber  auch  rein  analytisch  den  Nachweis 
des  Ausnahmefalles  führen ;  in  welchem  eine  Curve  zweiter 
Ordnung  nicht  von  der  zweiten  Klasse  ist,  and  den  Charakter 
desselben  erkennen.  Er  entspringt  aas  den  Fragen:  Wenn  ist 
die  Polare  eines  Punktes  unbestimmt,  oder  wenn  hat 
ein  Pol  unendlich  viele  Polaren?  und  dualistisch  entsprechend. 
Die  Unbestimmtheit  des  Pols  ist  offenbar  an  die  Bedingung 
^  =  0  geknüpft,  und  diese  zieht  die  Bedingungsgleichungen 

0«*=  ^„a,  +-4j2«2  +  -^13«3>    0  =  ^21«!  +  ^22«2+^JS«3» 

0  =  A^^  ay  +  -432  «2  "1"  -^33  «3 

nach  sich,  die  von  der  Polare  erfüllt  werden  müssen, 
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« 

damit  ihr  unendlicli  viele  Punkte  als  Pole  entspre. 
chen.  Es  sind  aber,  wenn  z/  »»  0  als  das  Resultat  der  Elimi- 
nation von  drei  unbekannten  Grössen  Zx}  ^2}  ^3  zwischen  drei 
linearen  Gleichungen 

«11^1  +  »u^2  +  ^13^3  =  0,  etc. 
angesehen  wird,  die  Verhältnisse  der  Werthe  dieser  Grössen 
z^  :02-^i  durch  jede  der  Gruppen  aus  den  adjungirten  Elementen 

^11 1  ^^12  *  "^IS^       2t  *      22  *  ^'^237   "^^31  *       32  *  ^'^33  ^nSg6QrUC&Ly  Q*  U« 

man  hat  auch 

^1   •  ^l ^2  •  ^1  ^3  °°^  ''^l  I  *  -^12  •  -^13  »    ^1  ^2  •  ^2    •  ^2  ^3  ***  -^21  '  -^22  *  "^23? 

^1^3  •  ^2^3  •  ^3     ""^  -^31   •  -^32  •  -^33» 

und  es  sind  somit  für  z/  =»  0  die  ünterdetermiuanten  von  ^ 
den  Quadraten  und  Producten  von  drei  Grössen  proportional. 
Sabstituirt  man  diese  Werthe  in  die  obigen  Bedingungsglei- 
changen,  so  ist 

0  =  £r,  (a,^i  +  a^e^  +  «3^3)  =  g^  («1^1  +  «2^2  +  «3^3) 

«=  ^3  («1^1  +  «2^2  +  »3^3) 
oder  a^0x  +  a^jETj  +  03^3  =  0, 

d.  h.  nur  solche  gerade  Linien  sind  als  Polaren  möglich,  die 
durch  den  Punkt  js  gehen.  Wenn  aber  die  Werthe  der  js  in 
die  Gleichung  des  Kegelschnitts  substituirt  werden,  so  entsteht 
das  Polynom 

''n-'^tl  "t"  ^22-^'i2  "t"  ^33-^33  H"  ^^23 -^3  "t"  ^^3 1 -^31      I    ^^12-^12? 

und  sein  Werth  ist  Null,  weil  es  dem  Dreifachen  der  Deter- 
minante ^  äquivalent  ist.  Daher  ist  0  ein  Punkt  des  betrach- 
teten Kegelschnitts.  Verbinden  wir  ihn  aber  mit  einem  be- 
liebigen Punkte  X  desselben  durch  eine  gerade  LiniC;  so  er- 
weist sich  dieselbe  als  ein  Theil  des  Kegelschnitts,   weil  die 

Substitution  Ijs^  +  mx^,  Iz^  +  mx^,  Iz^  +  ^^3  ^^^  ^i»  ^2»  «^3 
in  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  die  Gleichung 

hervorbringt,  in  der  S'  =  0  und  /S"  =  0  sind,  weil  z  und  x  dem 
Kegelschnitt  angehören.  Somit  besteht  der  betrachtete  Kegel- 
schnitt aus  zwei  geraden  Linien,  die  sich  im  Punkte  z  schnei- 
den; die  Goordinaten  dieses  Punktes  sind  aus  den  ünterdeter- 
miuanten von  ^  bestimmt.  Jede  Polare  geht  in  diesem  Falle 
durch  z  und  hat  unendlich  viele  Pole,  die  eine  durch  z  gehende 
gerade  Linie  bilden. 


a^h 

«13 

+ 
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• 
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Die  Bestimmung  der  geraden  Linien  selbst,  die  den  K^el- 
schnitt  bilden,  ergiebt  sich  wie  folgt:  Ist 

«ll^l'+— +2ö|2^1^2'=0^(«l^l+«2^2+«3^3)(^l^l+M2+M3); 

so  ist  «11  =  a, 6,,  ajj  =  «2^2;  «33  "=  «3^3;  2^,3  =  «2^3  +  «3*2; 
2a3,  =  036^  +  «163;  2ai2  =*=  «1  ^2  +  «2^1!  nachdem  aber  vor- 
her die  Grössen  js  so  bestimmt  sind,  dass  0^02  "^  ^-^m  ^^^' 
ist  oder  dass  die  Gleichmigen 

«2^3""  a^h2=2m0^,  a^b^ —  a^i^=2mz2}  cL\^i — a^bi^'^^^mz^ 

bestehen;  so  ergiebt  sich  m^  =  1  und  also  das  System  der  Be- 
stimmungsgleichungen für  die  a;  & 

.    «161  =  a,i  ,      «2^1  =  «12  — -«^3; 

«1  &2  =  «12  +  ^3>        «2*2  =  «22  > 

«l  63  =  «13  "~  ^2>        «2^3  =  «23  +  ^1  * 

Ganz  derselbe  Gang  der  Untersuchung  beleuchtet  den  Aus- 
nahmefall der  Gurven  zweiter  Klasse  aus  zwei  Punkten;  ein 
Punkt  kann  nur  Pol  sein,  wenn  er  in  der  geraden  Verbindungs- 
linie der  beiden  Punkte  liegt,  die  den  Kegelschnitt  bilden ;  and 
seine  Polare  ist  unbestimmt ,  ihre  yerschiedenen  Lagen  um- 
hüllen einen  Punkt  in  derselben  geraden  Linie. 

326.  Wenn  x'  irgend  ein  Punkt  in  einer  der  von  einem 
festen  Punkte  x  an  eine  Gurve  zweiten  Grades  gezogenen  Tan- 
genten ist;  so  schneidet  die  gerade  Verbindungslinie  der  Punkte 
X  und  x"  diese  Gurve  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten, 
und  die  Gleichung  des  Art.  321  zur  Bestimmung  von  2 :  m  für 
die  Punkte,  in  denen  jene  Gerade  die  Curve  schneidet ,  hat 
nothwendig  gleiche  Wurzeln,  um  also  die  Gleichung  der  Tan- 
genten zu  finden ,  welche  durch  den  Punkt  x  gezogen  werden 
können;  substituiren  wir  Ix^  -|-  mx^^  Ix^  +  mx^'y  Ix^  +  ^^ 
in  die  Gleichung  der  Curve  und  bilden  die  Bedingung;  unter 
welcher  die  resultirende  Gleichung  in  lim  gleiche  Wurzeb 
hat.  So  erhält  man  (vgl.  Art.  109)  die  Gleichung  des  Tan- 
gentenpaars an  einen  Kegelschnitt  in  der  Form  S/S'  =  P^  wo 

SEEai,Ä;,'  +  .... +  2ai2^i^2;    ^'  ^  a,iX|'' +  ....+ 2a,2a:i'a:2'» 

P ^  aua^jiCj'  -|-  . . . .  +  ai2 {x^'x^  +  x^x^)  ist. 

Diese  Gleichung  kann  in  einer  andern  Form  geschrieben 

werden  in  Folge  der  Bemerkung;  dass  jeder  Punkt  in  einer 

durch  x'  gehenden  Tangente  offenbar  die  Eigenschaft  besitzt; 
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dass  die  ihn  mit  x  verbindende  Gerade  die  Curve  berührt; 
denn  wir  haben  nur  die  Bedingung  auszudrücken,  unter  wel- 
cher die  Verbindungslinie  von  zwei  Punkten  (Art.  65) 

die  Curve  berührt,  und  darnach  x(\  x^\  x^'  als  die  Veränder- 
lichen zu  betrachten,  um  die  Gleichung  der  Tangenten  zu  er- 
halten. In  andern  Worten,  wir  haben  x^x^—  x^x^ ,  x^x( —  x^x^ , 
x^x^  —  x(x^  für  S|,  %^y  ^3  in  die  Bedingungsgleichung  des 
Art.  316 

^.,5l'  +  ^22 62^  +  ^3^  +  2^23  ^3  +  2^13^1+2^126112  =  0 

ZU  substituiren.  Unter  Beachtung  der  an  demselben  Orte  ge- 
gebenen Werthe  von  ^,],  A^^^  etc.  bestätigt  man  leicht  die 
folgende  Relation 

(flu^iH- );a,ia:,''+ )-(flii^i^r+ )'=^ii(^2^3-^2'^3)'+ 

Avifg.  1.  Man  soll  durch  ümfoimung  und  Entwickelung  zeigen, 
dass  die  Discriminante  der  Gleichung  SS'  «=  P^  verschwindet. 

Aafg.  2.  Der  Ort  der  Durchschnittspunkte  der  zu  einander 
rechtwinkligen  Tangenten  eines  Kegelschnitts  ist  zu  bestimmen. 
(Vergl.  Art.  177,  4.)  Die  Gleichung  des  vom  Punkte  a:',  y  an  den 
durch  die  allgemeine  Gleichung  dargestellten  Kegelschnitt  gehenden 
Tangentenpaares  ist  nach  dem  Vorigen 

^\\{y  -  yy  +  ^2(^  —  ^y  +  A3  (^3/'  —  ^'yy 

-  2^23(0;  —  x)  {xy  —  xy)  +  2^,3(y  -  y)  {xy  —  xy) 

-2A,^{x-x')(y^y)  =  0. 

Sie  repr&sentirt  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Gerade,  wenn  die 
Summe  der  Coefficienten  von  o;^  und  y^  verschwindet,  d.  h.  die 
Gleichung  des  fraglichen  Ortes  ist 

^m(^'  +  »')  -  2^,3«  -  2^,y  +  4„  +  ^,  =  0. 

Man  hat  diesen  Kreis  den  Directorkreiis  des  Kegelschnitts  genannt. 
Ffir  Ä^^  s=  0,  d.  h.  für  die  Parabel,  wird  er  zur  geraden  Directriz 

-^13^  +  -^28^  ^^  3  (-^n  +  -^2?)* 

Aufg,  3.  Die  Directorkreise  der  Kegelschnitte  einer  Schaar 
mit  vier  gemeinsamen  Tangenten  haben  eine  gemeinschaftliche  Radi- 
calaxe. 

Denn  als  lineare  Function  der  Aa  wird  die  Gleichung  des 
Directorkreises  durch  die  Substitution  von  An  -|-  lAik  für  Aa 
(Art.  292)  auf  die  Form  S -{- 18'  =  0  gebracht.    Ebenso  für 

Äa  +  XAik'  +  ^Aa      auf    8  +  IS'  +  VS"  —  0.   etc. 
Die  Directorkreise  eines  Systems  £  ~\-  X£'  '\'  X'£'' «»  0  haben  also 
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ein  gemeinsames  Radicalcentrnm  und  einen  Oithogonalkreis.  Es 
ist  ein  Specialfall  hiervon,  dass  die  über  den  drei  Diagonalen  eines 
vollständigen  Vierseits  als  Durchmesser  beschriebenen.  Kreise  eine 
gemeinsame  Badicalaxe  haben.  Das  umschriebene  Vierseit  der  Scbaar 
liefert  sie  für  das  Büschel  der  Directorkreise.  *^) 

327.  Als  ein  specieller  Fall  des  Vorigen  ergiebt  sich^  dass 
die  von  den  Punkten  a:^  —  0,  X3  «=  0 ;  0:3  »«  0,  a?j  =«  0;  x^  ==  0, 
oTj  a»  0  respective  ausgehenden  Tangentenpaare  des  durch  die 
allgemeine  Gleichung  dargestellten  Kegelschnitts  respectire 
durch  die  Gleichungen 

dargestellt  werden ;  wie  dies  auch  daraus  erkannt  werden  konnte, 
dass  man  die  allgemeine  Gleichung  in  die  Form  (p.  435  Anm.) 

(«l,  ^1  +  «12^2  +  «13^3)'  +  (^33^2'  +  ^22  V—  2  A3^2^3)=  0 

bringen  kann.  Wenn  nun  das  durch  den  Punkt  x, »»  0,  x^^O 
gehende  Tangentenpaar  durch  die  Gleichungen  x^  —  ix^  s=  0; 
X2  —  Jcx^^=sO  ausgedrückt  wird,  so  zeigen  diese  Gleichungen, 
dass  die  Relation  kk'  «=  A22 :  ^33  besteht,  und  dass  die  ent- 
sprechenden Grossen  für  die  übrigen  beiden  Tangentenpaare 
durch  UI33 :  A^x,  A^^  ^^22  gegeben  sind;  das  Product  dieser 
drei  Grössen  ist  aber  gleich  Eins.  Indem  wir  an  die  Bedeu- 
tung von  X;(Art.  54)  erinnern,  lernen  wir  daher,  dass  für^p 
D^,  A2f  D^y  A^y  2)2  als  die  Ecken  eines  dem  Kegelschnitt  um- 
geschriebenen Sechssei ts  {A^ ,  A2,  A^  sind  die  Ecken  des  Fun- 
damentaldreiecks, 1)3,  D,,  D2  die  von  den  aus  A^,  ^21  ^' 
^3;  A^yA^  respective  ausgehenden  Tangenten  gebildeten  Ecken) 
die  charakteristische  Relation  besteht 

8inD|il|il,  BinD^AiA^sinD^ÄfÄ^  &\xiD^AfÄ^  BinDi^^^t  mnDfA^Äi | 

sinDi^iil,  BinD^ÄiÄ^  ^nD^Ä^i  sinDiAt^i  8in2>|^3^  sinDfA^Äf 

Und  drei  Paare  von  geraden  Linien  berühren  den  nämlichen 
Kegelschnitt,  wenn  ihre  Gleichungen  in  die  Form 

V  +  V  +  2a23'xf2Xf3  =  0,     z^^  +  5,^  +  2a,3'03iEf,  «  0, 

^i'  +  V  +  2ai2'^,^2  =  0 
gebracht  werden  können ,  wo  xr, ,  0^ ;  ^3  lineare  Functionen  der 
Goordinaten  vertreten;  denn  die  vorher  gefundenen  Gleichungen 
der  drei  Tangentenpaare  gehen  in  diese  Form  über,  wenn  man 

die  Substitution  A^^^e^  f&r  Xi^  etc.  vollzieht. 
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Wenn  dieselben  Entwickelungen  nach  dem  Goordinaten> 
System  der  £  statt  der  x  interpretirt  werden,  so  liefern  sie  ein 
Kennzeichen  fQr  die  Lage  von  sechs  Punkten  in  einem  Kegel- 
schnitt, das  Theorem  von  Carnot^^);  welches  die  Relation 

aasdrückt,  wenn  wieder  A^y  A^^  A^  die  Eckpunkte  des  Fun- 
damentaldreiecks und  £|y  £/;  B^,  £2]  -^s;  -^3'  respective  die 
Paare  von  Schnittpunkten  bezeichnen,  welche  die  Seiten  ^2^37 
A^A^j  A^AL^  desselben  mit  dem  Kegelschnitt  gemein  haben. 

Aufg.  1.  Diesen  Sätzen  entsprechen  bemerkenswerthe  specielle 
Fälle.  Wenn  von  den  £cken  des  Fandamentaldreiecks  im  ersten 
Satze  eine  (etwa  ^3)  dem  Kegelschnitt  angehört,  so  fallen  die  bei- 
den von  ihr  ausgehenden  Tangenten  ^3 -Di  und  A2D2  in  eine  zu- 
sammen, und  man  erhält 

miDfAtAf  mD^AfAf  BinD,^,il3  sin  D^A^A^  ein'  D^A^A^ 


ÄuD^AfA^  vmD^AiAi  vmD^AfAi  %m  D^A^A^  sin*  I>i^,^ 


=  1; 


eine  Gleichung,  welche  zu  vier  Tangenten  A^B^ ,  AyD^ ,  ^2  -^3  9  -^2  ^1 
imd  dem  Puidcte  ^3  durch  die  Werthe  des  Verhältnisses 

sin  D^A^A^  :  sin  D^^^ 

die  Achtung  der  Tangente  in  diesem  Punkte  bestimmt.  Wenn 
ebenso  von  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  im  zweiten  Satze 
eine  (etwa  A^  A^  den  Kegelschnitt  bertlhrt,  so  dass  ihre  Scbnitt- 
pankte  mit  ihm,  ^3,  ^3'  zusammenfallen,  so  erhält  man 

A^^i  Ag^i    A^^t  A^Bf  AfB^    ^ 

A^Bi  A^Bi    AfBf  AiBf    A^B^ 

imd  damit  durch  die  Bestimmung  des  Verhältnisses  A^B^:A2B^ 
die  Bestimmung  des  Berührungspunktes  einer  gegebenen  Geraden 
mit  einem  durch  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitt.  Jeder  dieser 
Fragen  entsprechen  zwei  Lösungen,  und  die  harmonische  Lage 
derselben  zu  gegebenen  Elementen  ist  offenbar.  Lässt  man  die 
Ecken  des  Fundamentaldreiecks  auf  dem  Kegelschnitt  liegen  oder 
seine  Seiten  ihn  berühren,  so  kommt  man  auf  bekannte  Sätze  zu- 
rflck.  Wenn  einer  der  Punkte  A^^  A^j  A^  unendlich  entfernt  ge- 
dacht wird,  z.  B.  A.^y  so  liefert  das  Theorem  von  Carnot  gleich- 
falls bekannte  Sätze,  nämlich  4#  ™  =  4'4'  4^S,  woraus 

die  Sätze  des  Art.  110  hervorgehen;  der  anderen  Belation  ent- 
springen dualistisch  entsprechende  Sätze. 

Aufg.  2.  Das  Theorem  von  Carnot  liefert  auch  eine  Lösung 
der  Aufgabe,  den  Krümmungskreis  in  einem  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts zu  bestimmen,  wenn  die  Tangente  in  diesem  Punkte  und 
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drei  andere  Punkte  desselben  bekannt  sind.  Wenn  ^^i  ^t  ^^^ 
B^  drei  unendlich  nahe  und  B^ ,  B(^  B^  drei  andere  Punkte  des 
Kegelschnitts  sind,  so  ist  fOr  den  Durchschnitt  K  des  durch  B^y 
B^ ,  B^  gehenden  Kreises  mit  der  Geraden  A^  A^  einerseits 

A^ B^ .A,K  =  A^ B;  .A^B^,     also    A^K=  4lJ^^J^\ 

und  nach  dem  Satze  von  Camot  also 

AfB^  .  Ä^B{    A^Bf ,  A^B^' 


A,K^A,B, 


a^b^.a^b;  a^b^.a^b^' 


d.  i.  nach  dem  Zusammenfallen  von  B^^  ^2',  -^s'»  wobei  A^  und 
^3'  auf  der  Curve  zusammenfallen  und  B^B^'  die  zugehörige  Tan- 
gente giebt,  „  ,         . 

Der  so  gefundene  Punkt  K  bestimmt  den  Krümmungskreis.  Ist 
üer  Punkt  A^  unendlich  entfernt,  so  reducirt  sich  dies  auf 

A   IT  ^^  A    Ti      AfBi .  AfBj 
A,K  =  A^B^'^-j-^j^-^, 

und  wenn  überdies  A2,  der  Durchschnitt  der  Sehnen  A^B^^B^B^\ 

AB* 

die  Mitte  von  beiden  ist,  so  wird  -4,  jr=  2  •  -/-^-.  Für  22  als 

den  Halbmesser  des  Kreises  und  A^D  als  seinen  zur  Tangente  in 
Ai  rechtwinkligen  Durchmesser  hat  man  AiK  ^=  2B  .  cos  KA^  D, 

d.  h.  pB  8=  '^2-^1  f  wenn  p  die  senkrechte  Entfernung  des 
Punktes  A2  von  der  Tangente  in  A^  ist. 

Aufg,  3.  Die  Vereinigung  beider  S&tze  dieses  Art.  giebt  ferner 
den  Satz :  Wenn  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  einen  Kegelschnitt 
schneiden,  so  sind  die  sechs  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte 
mit  den  respectiven  Gegenecken  verbinden,  Tangenten  eines  Ke- 
gelschnitts, und  als  speciellen  Fall:  Die  geraden  Linien,  welche 
von  zwei  festen  Punkten  nach  den  Ecken  eines  Dreiecks  gezogen 
werden  können,  schneiden  die  respectiven  Gegenseiten  desselben 
in  sechs  Punkten  eines  Kegelschnitts. 

Aufg,  4.  Drei  Paare  von  Punkten  auf  den  Diagonalen  und 
der  Verbindungslinie  der  Gegenseitenschnittpunkte  eines  Vierecks 
ABCD^  welche  zu  den  bezüglichen  Endpunkten  coi^'ugirt  har- 
monisch liegen,  sind  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts.  (Art.  236,9.) 

Wir  denken  das  Dreieck  A^A^A^  als  das  von  den  Diagonalen 
ACf  BD  und  der  Verbindungslinie  der  Gegenseitenschnittpunkte 
EF  gebildete  Dreieck  und  die  Punktepaare  B^y  B^\  B^^  J^^'ond 
^3,  JB3'  als  die  auf  den  Geraden  EF^  BD,  AC  respective  gewähl- 
ten conjugirt  harmonischen  Paare;  dann  sind  A^^  A^]  B^^  B^' 
Paare  einer  Involution  von  den  Doppelpunkten  AC-,  ebenso  Af, 
.^3;  ^1 ,  B^'  und  A^j  A^]  B2,  B^  respective  Paare  von  Involutionen 
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mit  den  Doppelpunkten  E^  F  und  B,  D;   daher  gelten  die  drei 
Relationen 


^,g,  ■  A^B^'  ^  A,  C    A^ Bj^  4, B;  ^  Ajt  E\    A^B^.A^B^ ^  A^_ 

A^B^ . AfB;      2^c*'  ia^i . ^-B/      ä^e"^'  Äfi^. a^b; *" ÄJi" 

und  ihre  MultipUcation  liefert 

A,  g, .  A^B;  A^Bj .  AtBl  A^B^    AtB^  ^  {A,C    A^E    A^D^  ^ 
A^B^.ÄtB^  Ä^B,.A^B^  A^B^.Ä^B^        KA^C'  A^E'  A^d\   ' 

und  da  hier  die  rechte  Seite  den  Werth  1  hat,  weil  CBE  Pankte 
in  einer  Geraden  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  A^A2A^  sind,  so 
liegen  die  Punkte  B^y  B(y  B^y  B^,  B^^  B^  nach  dem  Satze  von 
Carnot  auf  einem  Kegelschnitt. 

328.  Wenn  wir  die  Gleichungen  der  geraden  Linie  zu  bil- 
den wünschen,  welche  irgend  einen  gegebenen  Punkt  x  mit 
den  Durchschnittspunkten  von  zweiCurven  verbinden;  so  haben 
wir  för  a:j ,  iCj,  a;^  in  beide  Gleichungen  respective  ia:,  +  wa^i', 
Ix^  -|"  ^^2»  ^^3  "f"  ^^3'  ^^  substituiren  und  zwischen  den  re- 
sultirenden  Gleichungen  dass  Verhältniss  2 :  m  zu  eliminiren. 
Denn  jeder  Punkt  in  einer  der  fraglichen  geraden  Linien  be- 
sitzt die  Eigenschaft;  dass  die  ihn  mit  dem  Punkte  x  verbin- 
dende Gerade  beide  Curven  in  dem  nämlidien  Punkte  schneidet, 
so  dass  die  Gleichungen,  welche  die  Schnittpunkte  dieser  ge- 
raden Linie  mit  den  Curven  bestimmen,  eine  gemeinschaft- 
liche Wurzel  haben  müssen;  in  Folge  dessen  muss  die  Resul- 
tante der  Elimination  zwischen  beiden  gleich  Null  sein. 

So  wird  die  Gleichung  des  Paares  von  Geraden,  welche 
den  Punkt  x'  mit  den  Durchschnittspunkten  der  geraden  Linie 
If  =  0  und  des  Kegelschnitts  5  =  0  verbinden,  aus 

und  PS  +  2lmP  +  m^S'  =  0 

in  der  Form      L'^S  -  2LL'F  +  L'S'  =  0 

erhalten.  Liegt  der  Punkt  x'  in  der  Curve,  so  reducirt  sich 
diese  Gleichung  auf  die  Form  L8  —  2LF=0. 

Beispiel.  Eine  Sehne,  welche  an  einem  gegebenen  Punkte  der 
Cnrve  einen  rechten  Winkel  spannt,  geht  durch  einen  festen  Punkt. 
(Aufg.  2,  Art.  189.) 

Wir  gebrauchen  rechtwinklige  Coordinaten  und  bilden  wie 
oben  die  Gleichung  der  Verbindungslinien  des  gegebenen  Punktes 
mit  den  Durchschnittspunkten  des  Kegelschnitts  mit  der  Geraden 
öi^+fey  +  ia'^*^'  Diese  Geraden  sind  rechtwinklig  zu  einander, 
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wenn  (Art  87)  die  Summe  der  CoefGcienten  von  o?  und  y^yer- 
schwindet;  daraus  entspringt  die  Bedingung  (fUr  aa=»0) 

(li  ^  +  l^y  +  Ss)  («11  +  «22)  =  2  (a„  Si  X  +  02252^)- 

und  da  §| ,  l,  >  £3  ^°^  ersten  Grade  in  dieselbe  eingehen,  so  gebt 
die  Sehne  immer  durch  einen  festen  Punkt;  nämlich  durch  den 
Punkt  von  den  Coordinaten 

Oft  — «tt       '        Oll  —  0«     ' 

o«  +  Oll  «11  +  fl«  ^ 

Wenn  der  erstere  Punkt  die  Curye  durchläuft,  so  beschreibt  der 
zweite  Punkt  einen  neuen  Kegelschnitt. 

Wenn  der  an  dem  gegebenen  Punkt  gespannte  Winkel  kein 
rechter  ist,  oder  wenn  der  gegebene  Punkt  nicht  in  der  Carve 
liegt,  so  enthält  die  in  diesem  Art.  gefundene  Bedingung  die  Grössen 
$,,  I2)  I3  1°^  zweiten  Grade,  und  die  Sehne  wird  einen  Kegelschnitt 
umhüllen.    (Art.  308 ,  4.) 

329.  Da  die  Gleichung  der  Polare  eines  Punktes  die  Coef- 
ficienten  der  Gleichung  im  ersten  Grade  enthält^  so  geht  eine 
unbestimmte  Grösse,  welche  im  ersten  Grade  in  der  Gleichung 
eines  Kegelschnitts  enthalten  ist,  auch  im  ersten  Grade  in  die 
Gleichung  der  Polare  ^in.  Wenn  also  P  =  0  und  P'  =  0  die 
Gleichungen  der  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  zwei  Ke- 
gelschnitte S  =  0  und  S'  =  0  sind,  so  ist  die  Polare  dessel- 
ben Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  des  Systems 
fif  +  JS'  =  0  durch  P  +  *P'  «.  0  dargestellt.    Denn  es  ist 

(an  +  Ä;a,,')a:iXi'+etc.«=a,ia;ia;i'+®^^-  +  *  /a|i'ir,a:,'+etc.}. 

Man  hat  damit  auf  analjrtischem  Wege  den  Satz  ^^) :  Wenn 
vier  Punkte  eines  Kegelschnitts  gegeben  sind,  so 
geht  die  Polare  eines  gegebenen  Punktes  in  Bezug 
auf  ihn  durch  einen  festen  Punkt.   (Art.  303,  Aufg.  14.) 

Wenn  ^  -=  0  und  ^  =  0  die  Polaren  eines  andern  Puok- 
tes  iu  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  S  =  0  und  S'  «=  0  dar- 
stellen ,  so  ist  die  Polare  dieses  zweiten  Punktes  in  Bezug  auf 
fif  4.  ifif'  =  0  von  der  Gleichung  g  +  i^'  =  0.  Wir  erken- 
nen damit  auf  Grund  des  Art.  59,  dass  die  Polaren  ?on 
zwei  Punkten  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  eines 
durch  vier  Punkte  gehenden  Systems  zwei  BQschel 
von  gleichem  Doppelverhältniss,  d.  i.  zwei  projec- 
tivische  Büschel  bilden. 

Ebenso  liegen  die  Pole  einer  Geraden  in  Bezug  auf  die 
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Eegelschnitie  eines  von  vier  Geraden  berührten  Systems  in 
einer  geraden  Linie,  und  die  Pole  von  zwei  Geraden  in  Be- 
zug auf  ein  solches  System  bilden  zwei  gerade  projectivische 
Reihen  von  Punkten. 

Wir  erinnern  dabei  an  die  Erzeugung  der  Kegelschnitte 
vermittelst  projectivischer  Büschel  und  Reihen,  wie  sie  im 
Ari  293  entwickelt  worden  ist.  Da  der  Durchschnittspunkt 
der  Strahlen  P  +  JkP'  =  0,  Ö  +  *Ö'  =  0  der  in  Bezug  auf 
S-f-fciS'  =  0  genommene  Pol  der  Verbindungslinie  der  bei- 
den gegebenen  Punkte  ist,  so  erkennen  wir,  dass  der  Ort 
des  Pols  einer  gegebenen  Geraden  in  Bezug  auf  alle 
die  durch  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  ein 
Kegelschnitt  ist.    (Vergl.  Aufg.  1,  Art  309.) 

Wenn  eine  unbestimmte  Grosse  im  zweiten  Grade  in  der 
Gleichung  eines  Kegelschnitts  auftritt,  so  muss  siß  auch  in  dem- 
selben Grade  in  die  Gleichung  der  Polare  irgend  eines  Punk- 
tes in  Bezug  auf  denselben  eingehen-,  diese  wird  dann  einen 
Kegelschnitt  umhüllen ,  wenn  jene  veränderlich  gedacht  wird. 

Wenn  z.  B.  ein  Kegelschnitt  mit  zwei  festen  Kegelschnit- 
ten eine  doppelte  Berührung  hat,  so  umhüllt  die  Polare  eines 
festen  Punktes  einen  von  drei  festen  Kegelschnitten;  denn  die 
Gleichung  jedes  solchen  Systems  von  Kegelschnitten  enthält 
nach  Art.  317,  2  die  Grosse  (i  im  zweiten  Grade. 

Beiap.  1.  Ein  Punkt  bewegt  sieb  längs  einer  geraden  Linie; 
man  soll  den  Ort  des  Durchschnitts  seiner  Polaren  in  Bezug  auf 
zwei  feste  Kegelschnitte  finden. 

Wenn  die  Polaren  der  in  der  gegebenen  Geraden  willkürlich 
gewählten  Punkte  x\  x"  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  durch 
P'==  0,  P"—  0,  Q'=  0,  §"*=  0  dargesteUt  sind,  so  wird  durch 
Aa:,'-|-f*ir,",  Xx^ -\- {nx^'y  '^0:3'+ jiiajg"  ein  beliebiger  Punkt  dieser 
Geraden  und  durch  IP'  -f  ii.P"  =  0,  A^'  -^  ft  <?"  =  0  das  Paar 
seiner  Polaren  ausgedrückt;  sie  durchschneiden  sich  in  der  Kegel- 
schnittslinie  P'Q"  =  P"Q\ 

Beisp.  2.  Das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  in  einer 
geraden  Linie  ist  gleich  dem  Doppelverhältniss  ihrer  vier  Polaren 
in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt.  Das  Doppelverhältniss  der  Punkte 

Ixi  +  mX{  ,  Txi  -f-  mxi  y  l  Xi  -j-  m  xt  ,*«,+«»  Xi 

ist  identisch  mit  dem  der  vier  Geraden 

2P'  +  f»P"  =  0,    rP'  +  wP"  =  0,    rP'  +  m"P"  =  0, 

V"P'  +  m"P"  =  0. 

Daraus  ergiebt  sich  der  vorige  Satz  wieder. 

BAlmon-Fi edler,  »nftl.  Geoin.  d.  Kegelschn.    4.  Aufl.  29 
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Beisp,  3.  Man  soll  die  Gleichung  des  Paares  von  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  S  =  0  in  den  Punkten  finden ,  welche  er  mit 
der  geraden  Linie  0^3  =  0  gemein  hat. 

Die  Gleichung  der  Polare  irgend  eines  Punktes  von  x^=^Q 
ist  nach  Art.  322  x^S^  +  X2S2  =  0.  Die  Durchschnittspunkte 
von  0^3  =  0  mit  der  Curve  erhält  man  durch  die  Substitution  in 

die  allgemeine  Gleichung  in  »ti^i'^  "h  ^^\2^\^2  +  ^2%'  *^^ 
ausgedrückt.  Die  Elimination  von  2;/,  x^  zwischen  diesen  beiden 
Gleichungen  liefert  als  Gleichung  des  Tangentenpaares 

a^^S^  —  ^a^^S^S^  +  a22  V  =  0. 

Es  ist  die  Gleichung  der  Asymptoten  eines  durch  die  allgemeine 
Gleichung  in  Cartesischen  Coordinaten  gegebenen  Kegelschnitts; 
denn  die  Asymptoten  sind  die  Tangenten  der  Curve  in  den  Punk- 
ten ,  in  denen  sie  von  der  unendlich  entfernten  Geraden  geschnit- 
ten wird.  (Vergl.  Art.  79.) 

Bdsp,  4.  Wenn  ein  Kegelschnitt  drei  feste  Punkte  enthSit 
und  die  eine  seiner  Asymptoten  durch  einen  festen  Punkt  geht, 
so  umhüllt  die  andere  einen  Kegelschnitt,  der  dem  Dreieck  der 
festen  Punkte  eingeschrieben  ist 

Sind  ^1  =  0,  ^2  =  ^  ^^®  Asymptoten ,  und  ist 

SiX^  +  S^X^  +  S^X^^O 

die  unendlich  entfernte  Gerade,  so  ist  die  Gleichung  des  Kegel- 
schnitts f  1  f 2  =^  (^i  ^1  "I"  ^2  ^2  "f"  ^a  ^3)*-  ^*  derselbe  durch  die  Punkte 
a:,  =  iCj  =  0,  X2'=  x^  =  Oj  ajj  =  a;,  =  0  geht,  so  darf  seine  Glei- 
chung die  Glieder  x^^^  x^^  x^  nicht  enthalten;  ist  also  iy^  von  der 
Form  a,  ojj  +  «2^2    1    ^^3>  ^^  ^^  h  "^^^  ^^^  Form 

^«'i  +  j^  +  'i^a^, 

und  wenn  also  f 2  "^  ^  durch  den  Punkt  x'  hindurchgeht,  so  be- 
rührt hach  Art.  316,  1  die  andere  Linie  t^  ^^  0  den  Kegelschnitt 

«1(^1^/)*  +  hiP^2^f  +  hiP^z^^f  =  0. 
Dasselbe  Argument  .beweist,  dass,  wenn  ein  Kegelschnitt  durch  drei 
feste  Punkte  geht,  und  wenn  eine  seiner  Durchschnittssehnen  mit 
einem  durch  die  allgemeine  Gleichung  dargestellten  Kegelschnitt 
die  Gleichung  a^x^  ^  a^x^-^-  a^x^^Q  hat,  der  anderen  di5  Glei- 
chung 

—  a^i  +  — a^2  +  — a^3=0 
entspncht.  ^ 

Bdsp.  5.  Wenn  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  ein  sich  seihst 
co^jugirtes  Dreieck  gegeben  ist  und  eine  seiner  Durchschnittsseh- 
nen mit  dem  durch  die  allgemeine  Gleichung  gegebenen  Kegel- 
schnitt durch  einen  festen  Punkt  geht,  so  umhüllt  die  andere  einen 
Kegelschnitt.  ®') 
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Da  die  Glieder  XiX2y  ^2^3)  ^s^i  ^^  ^^^  Gleicbang  des  ge- 
gebenen Kegelschnitts  fehlen,  so  entspricht  der  Gleichung  der  einen 
Berfihmngssehne  a^x^  -{-  02X2  -{'  a^x^  «=  0  die  der  andern 

«1^1  (Ö2«i3  +  ^<»12  —  «1«23)  +  «2^2  («3«12  +  »1  «23  —  «2013) 
+  «3^3  («1«23  +  «2«13  — «3«I2)  =  ö- 

Beisp.  6.  Eine  gemeinschafbliche  Tangente  der  Kegelschnitte 
[Tss  0,  F=  0  berühre  sie  in  den  Punkten  Ä\  Ä'  von  den  Coor- 
dinaten  x\  jx' \  man  denke  P',  P"  als  veränderliche  Punkte  beider 
Kegelschnitte  (einer  in  einem)  und  bestimme  den  Ort  des  Punk- 
tes C,  in  welchem  sich  -4.'P'  und  -4'P"  durchschneiden,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  P' P"  durch  einen  festen  Punkt  0  in  der  ge- 
meinschaftlichen Tangente  geht.^^) 

Wenn  P  =  0 ,  ^  ==  0  die  Polaren  der  Punkte  x\  x'  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnitte  17  «=»  0 ,  F  ss  0  respective  bezeichnen ,  -  so 
ergeben  sich  nach  Art.  321  aus  den  Coordinaten  x^^  X2^  x^  des 
Punktes  C  die  des  Punktes  P',  in  welchem  AC  den  Kegelschnitt 
zum  zweitenmale  schneidet,  in  der  Form 

üx^'  —  2Px^,     Ux2  —  2Pa;2,     Ux^'  —  2Px^y 

und  die  Coordinaten  des  Punktes  P"  findet  man  ebenso  in  der  Form 
Fjj"  —  2  Qx^^  etc.  Wenn  die  gerade  Verbindungslinie  dieser  Punkte 
durch  den  festen  Punkt  0  geht,  welchen  wir  als  den  Durchschnitt 
der  Fundamentallinien  x^^^Oy  a?2=0  annehmen  können,  so  muss 

{üx^'  —  2P-x;):(Ux2—2Px2)=  iyx;'-2Qx^):{Vx2'—2Qx2) 

sein;  der  firagliche  Ort  ist  daher  eine  Curve  vierter  Ordnung,  so 
lange  die  Punkte^',  Ä'\  0  beliebig  gewählt  werden  können.  Müssen 
dieselben  jedoch  in  einer  geraden  Linie  liegen ,  so  können  wir  diese 
als  die  Linie  iCj  =  0  wählen,  und  für  o?,'  =  x^"  =0  wird  die  vorige 
Gleichung  durch  x^  theilbar  und  reducirt  sich  auf  die  Curve  drit- 
ter Ordnung  PVX2'  =  Q ÜX2' 

Wenn  aber  endlich  die  gegebenen  Punkte  die  Berührungspunkte 
einer  gemeinsamen  Tangente  sind ,  so  repräsentiren  P  =:  0  und 
Q  «s  0  dieselbe  Gerade,  und  es  lässt  sich  die  Gleichung  durch  einen 
weitem  Factor  dividiren,  sie  reducirt  sich  also  auf  die  Form  U==»kV 
und  bezeichnet  einen  Kegelschnitt ,  der  durch  die  Schnittpunkte  der 
gegebenen  Kegelschnitte  hindurchgeht. 

Beisp,  7.  Man  soll  in  einen  durch  die  allgemeine  Gleichung 
dargestellten  Kegelschnitt  ein  Dreieck  einbeschreiben,  dessen  Sei- 
ten durch  drei  feste  Punkte  —  die  drei  Fundamentalpunkte  — 
gehen. 

Wir  schreiben  wie  vorher  für  die  Grössen  »n  aJi  +  «12  ^2  H"  ^1 3  ^3» 
«ijaj,  -f-  a22a?2  +  «23^3»  «13^1  +  ^23 ^2  +  «33^3  ^^^  Symbole  S^, 
iS'2,  S^  und  benutzen  das  Ergebniss  des  Art.  321,  dass  die  Ver- 
bindungslinie des  Punktes  x  der  Curve  mit  dem  Punkte  x  ihrer 
Ebene  einen  Punkt  von  den  Coordinaten 

29* 


452        XIX.  Die  allgemeine  homogene  Gleichung  2.  Gr.  329. 

femer  mit  der  Carve  gemein  hat.  Wenn  dann  der  Punkt  x'  der 
Durchschnittspunkt  der  Linien  0^2  »=  0,  x^s=0  ist,  so  können  wir 
a:,'  «=  1,  X2  =B  iCj'  e=  0  setzen  und  erhalten  Ä'  =  a,j ,  P'  =  5,, 
so  dass  die  Coordinaten  des  zweiten  Schnittpunktes  der  Linie  von 
X  nach  dem  Fundamentalpunkt  0^2  »==^3  «=»  0  die  Werthe  a^^x^  —  2S^^ 
a,|X2,  c^u^s  haben.  Ebenso  schneidet  die  Linie  von  x  nach  dem 
Fundamentalpunkt  x^  ^^  x^  ^=  0  die  Curve  femer  in 

^2^1»       0^22^2  2O2,       022^3- 

Die  Verbindungslinie  dieser  zwei  Punkte  geht  aber  durch  den  Punkt 
rc,  =  0,  a?2  "*  ^9  wenn 

oder  2iS'|<S'2  =  aijX, /Sj  +  a22iC2i^i 

ist.  Dies  ist  die  von  den  Coordinaten  des  Scheitels  zu  erftülende 
Bedingung.    Wenn  man  in  ihr 

a,!«!  =  5^j  —  ai2a;2  —  «133:3,     022^^2  =  ^2   "  ^12^1  ""  ^23^1 
setzt,  so  wird  sie  in 

«12  (^iS^i  +  «2^2)  +  ^z  (»23^1  +  «13^2)  =  0, 
und  da  der  Punkt  x  in  der  Curve,  also 

x^S^+x^S^  +  x^S^^O 

übergeführt.  Der  Factor  x.^  hat  für  die  geometrisdie  Lösung  des 
Problems  keinen  Werth ;  denn  obwohl  jeder  der  Punkte,  in  denen 
Xj  SB  0  die  Curve  schneidet,  die  von  uns  analytisch  ausgedrückte 
Bedingung  erfüllt,  dass  seine  Verbindungslinien  mit  den  beiden  an- 
liegenden Fundamentalpunkten  die  Curve  femer  in  Punkten  schnei- 
den ,  die  mit  dem  gegenüberliegenden  rr,  =  ^2  '^  ^  üi  einer  ge- 
raden Linie  liegen ,  so  entsprechen  sie  doch  der  Aufgabe  insofern 
nicht ,  als  diese  Verbindungslinien  zusammenfallen  und  daher  nicht 
Seiten  eines  Dreiecks  sein  können.  Die  Spitze  des  gesuchten  Drei- 
ecks ist  daher  einer  von  den  Punkten,  in  welchen  die  Curve  dorch 
die  Gerade  023 6\  +  0^3/^2  —  ^\2f3^°^^  geschnitten  wird.  Da  man 
nun  direct  bestätigt,  dass  a2^S^  ss  0^3 /S2  "=^  ^12^3  ^^^  geraden  Ver- 
bindungslinien der  entsprechenden  Ecken  der  Dreiecke  ^i  «s  0, 
a;2  ■=  0,  ajj  =  0  und  /8^,  =  0,«  Äj  «=  0,  A3  ==  0  darstellen,  so  ist 
nach  Aufg.  2,  Art.  60  die  Gerade  a^^S^  +  aj3<^2  —  ^12  ^3  "*^ 
die  nach  der  Construction  des  Art.  307,  9  erhaltene. 

Beisp.  8.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  eine  doppelte  Berührung 
mit  einander  haben,  so  wird  jede  Tangente  des  einen  in  ihrem 
Berührungspunkte,  in  der  Berühmngssehne  beider  Kegelschnitte 
und  in  den  Schnittpunkten  mit  dem  zweiten  Kegelschnitt  faanno- 
nisch  getheilt.  (Art.  303,  Aufg.  7.) 
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Wenn  wir  in  die  Gleichong  6^  +  ü'  =  0  für  a?, ,  x^,  x^  die 
Werthe  Ix^'  +  f^x^'\  Ix^  +  mx^'^  Ix^ -^-mx^'  einsetzen,  wo  die 
Coordinaten  der  Punkte  x\  x  der  Gleichung  /S' »»  0  genügen ,  so 
erhalten  wir  (ZjR'  +  wÄ")'  +  2i»»P  =  0.  Wenn  nun  die  Ver- 
bindungslinie von  X  und  x  den  Kegelschnitt  5^  -|-  JR^  =  0  be- 
rührt, so  muss  diese  Gleichung  ein  vollständiges  Quadrat  sein,  d.  h. 
es  muss  P=  —  2J?'i2"  werden,  so  dass  die  Gleichung  selbst  in 
(/B'  —  wi?")^  =  0  übergeht.  Diese  beweist  aber  das  fragliche 
Theorem. 

Beisp.  9.  Welches  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  der 
fiinfgerade Linien  a;,»BO,  aj2=0,  a?3=0,  a^x^-\-a.iX^-\'a^X'^^=^% 
a,x,  +  O'^^i  +  ^'^3  =  0  berührt? 

Sie  ist  1  1  1 

(«11  ^i)    +  («22^2)    +  (033^3)    ^  0 
mit  den  Bedingungen 

für  a||,  a22f  033«     In  Folge  derselben  ist 

B^sp,  10.  Insbesondere  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnitts, 
der  zu  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  noch  die  Linien 

a^t  +  ^2  +  «3  =  ö»     2  a?!  +  Xj  —  flj,  =  0 

berührt,  wegen  a„  +  a^^  +  033  =  0,    ^a,,  +  a^^  —  «33  =  ^ 
and  also 

«II  :  0,2  :  a33  =  -  4  :  3  :  1,     2(-  o;,)*  +  (3a:.,)^  +  (^3)*  =  0. 

^eisp.  11.  Man  finde  die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  wel- 
cher die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  in  ihren  Mittelpunkten 
berührt 

-ätt/f.    Sie  ist  (5,0;,)*  +  («2^2)    +  fe^s)    =  0^ 

Beisp.  12.    Unter  welcher  Bedingung  stellt  die  Gleichung 

(«ii^i)*  +  (»22^2)*  +  («33^3)*  =  ö. 

eine  Parabel  dar? 

Aufl.  Wenn  sie  die  unendlich  entfernte  Gerade  berührt,  d.  h.  für 

g||        I      <%       I      ^    __   Q 

Beisp.  13.  Man  soll  den  Ort  des  Brennpunktes  einer  Parabel 
bestimmen,  welche  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  berührt. 

Wenn  der  Punkt  x  der  eine  Brennpunkt  eines  eingeschrie- 
benen Kegelschnitts  ist,  somit  die  geraden  Verbindungslinien  des- 
selben mit  den  Ecken  des  Fundamentaldreiecks 
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Xi            Xt 

Xf          x^ 

Xt           Xi 

■  '  ■■"   '  > 

^^  f           '  »   % 

'^  '  *~~  ^  ' 

Xi            Xf 

Xt           Xt 

Xt           Xi 

sind ,  so  erhält  man  die  geraden  Verbindungslinien  derselben  Ecken 
mit  dem  andern  Brennpunkte,  als  welche  mit  den  Seiten  des  Drei- 
ecks die  nSmlichen  Winkel  bilden  (Art.  197)  nach  Art.  55  in  den 

Gleichungen  x^'x^  «=  a^j'^j,  a:2'^2  "^  ^z^z^  ^^z  "^  ^i'^i  ^^^  ^^^ 
also  für  die  Coordinaten  des  andern  Brennpunktes  die  redproken 
Werthe  der  x^i  nehmen.  Wenn  also  die  Gleichung  des  Ortes  ge- 
geben ist,  den  der  eine  Brennpunkt  durchläuft,  so  kann  die  Glei- 
chung des  Ortes  daraus  sogleich  gebildet  werden ,  den  der  zweite 
beschreibt ;  wenn  speciell  der  eine  in  der  unendlich  entfernten  Ge- 
rade aJj  sin  A^  +  x^  sin  A^  +  x^  sin  -^.3  =  0  bleibt ,  so  durchläuft 
der  andere  den  Kreis 

sin  Äi  j^  sin  Ät    •    sin  J.j        ^ 
Xi     "^     Xt       '      ajg      "^     * 
Die  Coordinaten  des  unendlich  entfernten  Brennpunktes  der  Para- 
bel sind  nach  der  Relation  in  Beisp.  12  durch   .  "^  ,    .  , .  »  ^V 
dargestellt,  weil  diese  Werthe  den  beiden  Gleichungen 
a?£  sin  A^  +  X2  sin  -^.j  +  «3  sin  -^.3  =  0 , 

ifln^i)^  +  («22  ^^2)*  +  (033^^3)*  =  0 

genügen ;  daher  sind  die  Coordinaten  des  in  endlicher  Entfernung 
gelegenen  Brennpunktes 

sin'  Ai      sin*  At      sin*  At 

Beisp,  14.  Man  soll  die  Gleichung  der  Directnx  dieser  Para- 
bel bilden. 

Indem  wir  nach  Art.  322  die  Gleichung  der  Polare  für  den 
Punkt  bilden ,  dessen  Coordinaten  wir  eben  geschrieben  haben,  fin- 
den wir 

a,  1  a?!  (sin'-Äj  +  sin'jlj  —  sin^ilj)  +  «52^2  (sii^^-^s  +  sin^^j  —  sin'-i,) 

"f"  ^33  ^3  (sin'jlj  +  8in'jl2  —  sin^-^j)  =  0 

oder  0(1 07}  sin  J.^  ^^^  -^3  ^^^  -^x  "h  ^22  ^2  süi  ^3  sin  A^  co^A^ 

+  033X3  sin  A^  sin  A.^  cos  ^3  =  0. 

Wenn  man  für  033  den  aus  Beisp.  12  entspringenden  Werih 
substituirt,  so  wird  diese  Gleichung  in 

a,isinjl2sin43(a:,cosjl, — 3:3003-43)+  a22siiL43sin-4.,(a?2Cos-42--a!3CO8l3)=0 

übergeführt  und  zeigt,  dass  die  Directrix  stets  durch  den  Dorch- 
schnittspunkt  der  Höhen  des  Dreiecks  geht.  (Vergl.  Aufg.  3,  Art  54; 
Aufg.  3,  Art.  235.) 

Bei^.  15.  Welches  ist  der  Ort  der  Brennpunkte  der  Kegel- 
schnitte, die  demselben  Vierseit  eingeschrieben  sind?  (Art  310, 9.) 
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Wenn  wir  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  durch  x^^^O, 
X2»=0,  a;3  =  0,  x^  =  0  darstellen ;  so  besteht  zwischen  diesen 
Grössen  nothwendig  die  identische  Relation 

weil  die  Gleichung  jeder  Geraden  mittelst  der  Gleichungen  von  drei 
andern  linear  ausdrückbar  ist.  Diese  Relation  muss  nicht  nur  durch 
die  Coordinaten  des  einen  Brennpunktes  rr/jO^j',  x^\  x^\  sondern  auch  ^ 
durch  die  des  andern ,  d.  h.  ihre  reciproken  Werthe,  erfüllt  wer- 
den. Der  fragliche  Ort  ist  daher  eine  Curve  dritter  Ordnung  von 
der  Gleichung 

330.  Im  Art.  321  ist  das  Paar  der  Durchschnittspunkte 
eines  Kegelschnitts  mit  der  geraden  Verbindungslinie  von  zwei 
Punkten  x,  x  bestimmt  ^  und  in  den  folgenden  Art.  sind  die 
Ergebnisse  dieser  Untersuchung  entwickelt  worden.  Es  bleibt 
übrig,  dem  eine  Methode  hinzuzufügen ,  wie  man  die  Durch- 
schnittspunkte einer  durch  die  allgemeine  Gleichung  gegebe- 
nen geraden  Linie  mit  einem  ebenso  durch  die  allgemeine  Glei- 
chung bestimmten  Kegelschnitt  ermittele. 

Benutzen  wir  die  Bezeichnung  des  Art.  324 

80  ist  S^x^  +  SjXj  +  Sj^Tj  =  0  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades  identisch;  die  Combination  dieser  Gleichung 
mit  der  Gleichung  der  geraden  Linie  Si^i  +  62^2  +  63^3  =  0 
giebt  für  die  Unbekannten  die  Verhältnisse 

x,:x,:x,^  (S2I3  -  S,y  :  (S3S1  -  ^^163)  ••  (S1S2  -  «261), 
oder  durch  Einführung  eines  zunächst  unbestimmten  Factors  $ 

-  ^^i  +  «352  -  «2^3  =  0,      -  OX,  +  Sjgg  -  Sag,  =  0, 

-Ö^3+«25l-SJ2=0, 

d.  h.  in  entwickelter  Form  durch  Wiedereinführung  der  Werthe 
der  Si  und  nach  den  x,  geordnet 

•^1  («l362-«12S3-^)+^2(«23S2-«2?63  )  +  ^3(«3362-Ö32S3  )  =  ^^  > 
^l(fln63-öl3Sl  )+^.'(«Iil3-Ö23Sl-^)  +  ^3(ö|3S3-«33Sl  )=^f 
^1  («1261-0 J1S2        )+^i(a22Sl-«l262        )  +  ^3(a236l-  ^13^2-^)  ^=^0 ' 

Man  bestimmt  somit  bei  bekanntem  $  die  Werthe  der  Coor- 
dinaten der  Schnittpunkte  aus  drei  linearen  homogenen  Glei- 
chungen.    Die  Schreibart  der  allgemeinen  Gleichung  ersten 
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Grades  ^^x^  -j-  etc.  «=»  0  erlaubt  zugleich;  durch  die  einfache 
Vertauschung  der  x  mit  den  |  und  der  a  mit  den  a,  dieselben 
Gleichungen  als  Bestimmungsgleichungen  derCoordinaten  |  der 
Tangenten  zu  betrachten,  die  von  einem  Punkte  |,  x^-\'etc,=() 
an  den  durch  die  allgemeine  Gleichung  a^x^i^  4~  ^^-  ^=  ^  S^' 
gebenen  Kegelschnitt  gezogen  werden  können. 

Es  erübrigt  nur,  die  Grosse  0  direct  zu  bestimmen.  Wenn 
man  die  Gleichungen 

^SX'^l     l     ^32*^2     T     ^33*^3  ^'^  ^3 

nach  den  x  auflöst;  so  erhält  man 

^,2«!  +  ^22^2  +  ^3^3  +  J  (5,^3  -  63«,)  =  0, 
A,,S,   +  ^23^2  +  ^33^3  +  T  (S^'St    -  g,S2)  =  0, 

und  somit  durch  Elimination  der  S^,  82,  8^  die  Relation 


A^2  — 


aus  welcher  sich 


^1. 


-^12  4" 


^22 


-^13 


9    -^23  + 


^S. 


=  0, 


a 


a 


ij,  1*12,  1*13,  toi 


a, 


S. 


^21  >  ^22^  ^23;  «2 

^3U    ^32;    ^33;    «3 
S|    >    «2    J    »3    ;    ^ 


=  $2 


ergiebt,  oder 

ö2+(^,,|,2+A,,g2"^+^33g32+2^.,35,g3+2^3,g,$3+2^,,|j|3)«^^ 

Man  erhalt  denselben  Werth,  wenn  man  zwischen  den 
oben  gefundenen  Bestimmongsgleiohungen  fQr  x^y  x^,  x^  diese 
Grössen  eliminirt,  in  der  Form 

-  9  {«« +  (A,  %^ +  ....  +  2A,,i,  y }  =  0. 

Um  die  Schnittpunkte  einer  geraden  Linie  mit  einem  Kegel- 
schnitt zu  finden  j  bildet  man  also  die  Determinante ,  deren  Ver- 
schwinden die  Berührung  der  geraden  Linie  mit  dem  Kegel- 
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schnitt  bedingt,  und  die  Quadratwurzel  aus  ihrem  mit  umge- 
kehrtem Vorzeichen  genommenen  Werthe;  die  zwei  Werthe 
derselben  geben  die  Werthe  der  Coordinaten  der  Schnittpunkte 
mittelst  der  obigen  drei  linearen  Gleichungen.  ®^).  (Vergl.  Art. 
373, 6.)  Für  0  «=»  0  geben  sie  die  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes. 

Die  speciellen  Formen  der  allgemeinen  Gleichung  geben 
bequeme  Beispiele  zur  Anwendung  dieser  allgemeinen  Methode 
der  Auflosung  zweier  homogenen  Gleichungen  vom  ersten  und 
zweiten  Grade  zwischen  drei  Veränderlichen. 

331.  Das  System  der  Kegelschnitte,  die  mit  zwei  festen 
Kegelschnitten  S  ■=  0,  S'  =  0  die  nämlichen  Schnittpunkte 
haben,  welches  eine  Gleichung  von  der  Form  ftS  +  S' =r  0 
darstellt,  enthält  für  jeden  Punkt  seiner  Ebene  einen  durch 
ihn  gebenden  Kegelschnitt;  wenn  Sq  und  Sq  die  Resultate  der 
Substitution  seiner  Coordinaten  in  die  Polynome  S  und  S"  sind, 
80  dass  JcSq  -\-  Sq  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  dieses 
Kegelschnitts  SSq  —  S'Sq  =  0.  Ebenso  gehört  in  dem  System 
k£-\-  2J'  =  0,  welches  mit  den  festen  Kegelschnitten  Z=0, 
Z'=sO  dieselben  Tangenten  gemein  hat,  zu  jeder  geraden  Linie 
ein  sie  berührender  Kegelschnitt. 

Dagegen  wird  in  jenem  System  jede  gerade  Linie  |,rrj+ . .  =  0 
durch  zwei  Curven  des  Systems  berührt  (Art.  303, 8),  für  welche 
die  entsprechenden  Parameter  k  durch  die  Substitution  von 
'^a^  -f~  ^(/  f^  <^ii  üi  die  Determinante  des  Art.  324  gefunden 
werden,  so  dass  man  erhält 

Ja,,  +  a,i',  Tca^^  +  a^',  Ica^^  +  a^s',  gj 

^^21  "T  ^21  ;    «^^22  +  «22»    ^^23     I     ^23;    «2 

A^3I  T  ^Z\}   ka^2  "T  ^32?   *%3     I     ^33  7    Cs 

§17  62  >  63  >    0 

schreiben  wir  £1^=0]  und  dies  ist  eine  in  Bezug  auf  k  qua- 
dratische Gleichung. 

Ebenso  gehen  durch  jeden  Punkt  Xi^^  -j'  •  •  =»  0  zwei 
Kegelschnitte  des  Systems  A;27  4-  27'  «=  0. 

Den  Durchschnitt  einer  geraden  Linie  a,a;,  +  •  •  •=  0  mit 
den  Curven  des  Systems  kS  -{-  S'  =  0  findet  man  durch  Com- 
bination  der  drei  Gleichungen 

«1^1  +  02^2  +  03^3=0,  61X1+12^:2  +  13^3=0,  ÄS+fi"=0; 


0, 
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es  ist  also  das  Product  der  Gleichungen  eines  Paares 


Äa,,  +  a,i',  ka^^  +  a^^,  ka^^  +  0,3', 

«u  5i 

*^21   +  ^2X7   ka22  +  0^22';    ^^23  4"  ^23* 

«2;    S? 

^^31  +  ^31  y    "'^32  4"  ^32^    ^^33  +  ^33  7 

«3^    ^3 

«!            7                «2            1                 «3           } 

0,    0 

ii           f                 ^2           }                 iz           } 

0,    0 

=  0, 


eine  Gleichung,  die  in  k  vom  ersten  Grade  ist  und  die  wir 
in  der  Form  ä;  P  +  ^  =  0  schreiben  können.  Setzt  man  für 
k  die  aus  i2  «=  0  bestimmten  Werthe  kf^^  k^  ein,  so  erhalt  der 
Ausdruck  kP  -}-  Q  die  respecti^en  Werthe  Oq^,  a^\  und  die 
Gleichung  eines  Paares  ist  daher  allgemein 

^o'  (*i  —  Ä)  =  a,2  (k^  —  k) ; 

oder  die  Paare  der  Schnittpunkte  bilden  eine  Inv^oluüon,  welche 
die  Berührungspunkte  der  geraden  Linie  mit  den  Kegelschnit- 
ten des  Systems  zu  Doppelpunkten  bat.  (Art.  303.) 

Ebenso  bestimmt  ein  Punkt  mit  dem  System  kZ-^-  Z'=0 
ein  involutorisches  Büschel  von  Tangentenpaaren,  welches  die 
ihm  entsprechenden  Tangenten  der  beiden  durch  ihn  hindurch- 
gehenden Kegelschnitte  des  Systems  zu  Doppelstrahlen  hat 

Wenn  insbesondere  der  eine  der  beiden  festen  Kegelschnitte 
in  das  System  der  beiden  unendlich  entfernten  imaginären  Kreis- 
punkte (Art.  318, 2)  degenehrt,  so  sind  die  ihm  mit  dem  andern 
festen  Kegelschnitt  gemeinschaftlichen  Tangenten  die  vier  ge- 
raden Linien,  welche  jene  mit  den  Brennpunkten  des*  letz- 
teren verbinden,  und  nach  Art.  310  haben  dann  alle  Kegel- 
schnitte des  Systems  kU  -{-  2J'=0  diese  Brennpunkte  gemein; 
man  nennt  ein  solches  System  ein  System  von  confocalen 
Kegelschnitten.  Nach  dem  Vorigen  sieht  man,  dass  durch 
jeden  Punkt  zwei  Kegelschnitte  dieses  Systems  gehen,  wäh- 
rend jede  gerade  Linie  von  einem  derselben  berührt  wird;  von 
jedem  Punkte  aus  gehen  an  die  Kegelschnitte  des  Systems  Tan- 
gentenpaare, die  ein  involutorisches  Büschel  bilden;  dieDop- 
pelstrahleu  desselben,  die  mit  jedem  Paar  entsprechender  Strah- 
len^ also  auch  mit  den  nach  den  imaginären  Kreispunkten 
gehenden,  ein  harmonisches  System  bilden,  sind  nach  Art.  302, 8 
rechtwinklig  zu  einander.  Da  sie  die  Tangenten  der  beiden 
durch  den  Punkt  gehenden  Kegelschnitte  des  Systems  sind} 
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so  kann  man  sagen,  dass  diese  sich  rechtwinklig  schneiden. 
(Vergl.  Art  365.) 

Aufg,  1.  Man  soll  die  Coordinaten  der  Berfihnmgspankte 
einer  geraden  Linie  a^x^  +  ^^^2  +  ^'a^s  **  ^  ^^  ^®"^  System 
IS  -[-  5'  =  0  bestimmen. 

Ordnet  man  die  Determinante  Sl  nach  den  Elementen  der  Reihe 
der  $  und  bezeichnet  die  entsprechenden  ünterdeterminanten  durch 
^),  iljf  ^z^  ^0  l^^t  man  für  die  Coordinaten  orj,  x^,  x^  die  Re- 
lationen fiX|  SB  .Q|,  fiXj  =  •$^2'   f  ^3  =^  ^« 

Aufg.  2.  Die  Tangenten  der  Curyen  des  Systems  'kS-\'S'^=^0 
in  ihren  Schnittpunkten  mit  einer  geraden  Linie  nmhttllen  eine 
Cunre  dritter  Classe,  welche  die  gegebene  gerade  Linie  zur  Dop- 
peltangente hat 

Man  bildet  die  Gleichung  dieser  Curve  für  a^x^-^  ,  .  ^0 
als  die  Gleichung  der  Geraden  und  mit  den  Relationen 

far  |,X,  +  l2a^2  +  S3^3  — Ö 

als  die  Gleichung  der  Tangente,  indem  man  in  die  durch  Elimi- 
nation zwischen  den  vorigen  Relationen  erhaltene  Determinante  ftlr 
die  X  die  Werthe  substituirt,  welche  aus  der  Gleichung  der  Tan- 
gente und  der  Gleichung  der  gegebenen  Geraden  gewonnen  werden. 

332.  Die  Bestimmung  des  Pols  einer  Geraden  (Art.  324) 
führt  zur  Bestimmung  der  Bedingungen,  unter  welchen  eine 
gerade  Linie  ein  Durchmesser  und  unter  denen  zwei  gerade 
Linien  conjugirte  Durchmesser  sind^  durch  die  Betrachtung 
der  unendlich  entfernten  Punkte. 

Wenn  die  gerade  Linie  a^x^  +  «2^2  +  ^3 ^3  '^  ^  ^^^  Durch- 
messer des  Kegelschnitts  ist,  so  liegt  ihr  Pol  unendlich  ent- 
fernt, oder  sie  selbst  geht  durch  den  Pol  der  unendlich  ent- 
fernten geraden  Linie ^  und  man  bat  die  Relation 

(-^n^i  "i"  -^12^2  "H  -^13^3)  ^1  "T  (-^21^1  "h  -^22^2  "h  -^3^3)  ^2 
+  (-0^31  ^1  +  -^32^2  "h  -^33^3)  %  ^^  ^• 

Soli  dagegen  der  zur  geraden  Linie  a|  ^^  -f-  .  .  =  0  con- 
jugirte Durchmesser  gefunden  werden,  so  betrachtet  man  die 
Tangente  in  einem  Punkte  der  Cu  rve,  d.  h.  ar,  S,  -j-Xj/Sj  +  Xj/Sj^^O 
als  parallel  der  geraden  Linie,  so  dass  die  Bedingung  der  Lage 
ihres  Schnittpunktes  in  der  uneudlich  fernen  Geraden  besteht 
^^1(^2%  —  ^30^2)  +  •  •  =  0;  werden  dann  die  in  den  S,  enthal- 
tenen Veränderlichen  als  die  laufenden  Coordinaten  angesehen, 
80  ist  diese  Gleichung  die  Gleichung  der  durch  die  Berührungs- 
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punkte  der  parallelen  Tangenten  gehenden  geraden  Linie,  d.  i. 
die  des  zur  gegebenen  geraden  Linie  conjugirten  Durcfamesaers. 
Vergleicht  man  diese  Relation  mit  der  Gleichung  einer 
zweiten  geraden  Linie  a^'x^  +  «2'^2  4"  ^3^3  =  0,  so  ergiebt 
sich  die  Bedingung  dafür,  dass  diese  der  zur  vorhergehenden 
conjugirte  Durchmesser  sei,  in  Determinantenform,  oder  ent- 
wickelt 

^11  ^1  «/  +  ^220^2^2'  +  -^33  «3%'  +  -^23  (»2^3'  +  Ö2'«3) 

+  ^3i(«3»i'+a3«i)+^i2(öia2'  +  ai'«2)  =  <>• 

Wenn  man  die  allgemeine  Theorie  für  Cartesische  Coor- 
dinaten  specialisirt  (Art.  69, 79),  :c,  =  1 ,  so  ergiebt  sich  aus  der 
Untersuchung  der  Pole  und  Polaren  der  Fundamentallinien  und 
Punkte  die  Theorie  der  conjugirten  Durchmesser  und  die  Be- 
stimmung des  Mittelpunktes. 

Der  Mittelpunkt  ist  der  Pol  der  unendlich  fernen  Gera- 
den, und  da  dieser  die  Coordinaten  0,  0  entsprechen  (Art  68), 
so  sind  die  Coordinaten  x',  y'  des  Centrums  durch 

«11^'  +  «12^'  +  «13  -=  0,    a^^x  +  a^^y'  -f  ajj  =  0 
bestimmt,  aus  denen 

«31^'  +  «32y'  +  «33  =  -J^ 

heryoi^eht;  dieser  Bruch  ist  zugleich  der  Werth  der  linken  Seite 
der  Eegelschnittsgleichung  für  die  Substitution  von  Xy  y  statt  x,  y. 
Setzt  man  also  in  die  Gleichung  f(x,  y)  =  0  des  Kegel- 
schnitts (x  +  x)  und  (y  +  y)  f^r  x  und  y,  so  erhält  man 

f{^,  y)  =  «n  ^'  +  2a^2xy  +  a^^y^  +  -^ , 

so  dass,  so  lange  nur  nicht  A^^  =  0  ist,  die  Gleichung  immer 
in  die  Form  ,   ,   „  ,  ,   ,    ,       ^ 

gebracht  werden  kann. 

Die  Gleichungen  zwischen  Pol  und  Polare  werden  dann 
Jcl^  =  a^iX  +  0^,2^,  Jcfi  =  «21^  +  ^22yf  ^^^®  Auflösung  giebt 
?x  =  a22l—  a,2^,  ly  =  a^tn  —  «uS,  {l^  =  Ä^^^)  und  daher, 
so  lange  nicht  ^  =  0,  die  Gleichung  in  Liniencoordinaten 

«22  5^  —  2ai2|i?  +  auV^  +  l  =  0. 
Die  Gleichung,  welche  zwei  harmonische  Pole  yerbindet,  ist 
a^^xx'  +  aj2(a?y'  +  xy)  +  a22yy'  +  *  —  0, 
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and  wenn  insbesondere  beide  in  unendlicher  Ferne  liegen  und 
durch  die  Winkel  dy  a  bestimmt  sind,  die  Relation  zwischen 
den  Richtungen  conjugirter  gerader  Linien  (Art.  102) 

a,  i  cos  a  cos  a '+  a^^  (^^^  ^  ^^^  '^  H"  ^^^  «'sin  a)  +  «22  ®^^  "  ^^^  a'=0. 
Man  kann  dafür  setzen 

rt,^co8a4-flfi2  sinflf«=fi8ina',   a, 2 cos a 4-^22^^^"  =  —  ficosa'. 

Aufg,  1.    Für  die  Asymptoten  fallen  a  und  a  zusammen,  und 
man  erhSlt 

ttj,  cos  a  -f-  («12  —  ft)  sin  of  =  0,    (a^^  "1"  f*)  ^^^^  4"  ^2  ^^^^  ^  0, 

und  daher  011022  —  ^12*  +  ^*  =  0  oder  ^^  e=  -^  ^2^.  Pür  die 
Asymptoten  ist  somit 

V  cos  a  cos  a  =s  a.^^t     v  cos  a  sin  er'  =  —  (a,2  —  ft), 

V  cos  a  sin  a'  «=  —  (a^,  +  f*);     v  sin  a  sin  «'  «=  an ; 

v2  =  (a„  —  022)^  +  4ai2^ 

Äufg.  2.    Für  die  Hauptazen  sind  a  und  a'  um  90®  verschie- 
den, und  man  erhält 

(aj,  —  X)  cos  «  +  «12  sin  er  =  0,    Ojj  cos  «  +  (052  —  X)  sin  a  =  0, 

also  mit  der  wie  vorher  bestimmten  Hilfsgrösse  v 

(«„-l)(a,,-i)-«„'«=0;  i=?ü±|?±I;  i'_?!l±J.=^, 
and 

«/v«2  •    9    '  Oll  —  fhi'i'^  «9  9    »  — 0|l"l"Oti~f'* 

cos^a  =  sm'a  =  -^ — .      ^    ,     sm^cr  =  cos^cr  = "  '  ^^  '^    ; 

sm  a  cos  er  =  —  sm  a  cos  a  =  -^  • 

Für  0,1=0221  ^12  =  0  werden  die  Hauptaxen  also  unbestimmt; 
dies  ist  der  Fall  des  Kreises. 

Äufg.  3.    Wenn  (ju  —  a)  ein  gegebener  Winkel  ö  sein  soll 
(Art.  187),  so  gelten  die  Relationen 

ajj  cos  er  +  «12  sin  er  =        q  (cos  er  sin  d  +  sin  «  cos  d), 

021  cos  er  -f-  «22  s^  **  "^  —  9  (^^s  ''^  ^s  ^  —  sin  er  sin  ö) , 
oder     (ajj  —  ^  sin  d)  cos  er  -(-  (a,2  —  9  cos  d)  sin  er  =  0, 
(^12  +  ^  cos  d)  cos  er  +  (022  —  ^  sin  d)  sin  er  =  0, 
lind  ^2  _  (^^^  ^  ^^^)  (>  sin  d  +  J33  =  0. 

Man  findet 

.     -        OmCOb'^ — an  sin*  d— ff  sind 

P  cos  er  eaa  «22  ^  Sm  ^  =  ^^ ^ , 

p  sm  a  =  a,2  —  9  cos  0  =  —  0,2  —     '      ^ ^—  cos  0; 
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gcosa  =a  —  aj j  +  9  cos  ö  =  —  a,2  +  ^^=ii-'-— ^?^ ^  -  cos  o, 

.     »        aiiCOB*^— OMsin*^  —  «rBin^ 
g  sin  a  CSS  «j,  —  ^  sm  o  =»  -^^^ -^ ; 

wobei  9^  =  (^11  +  «22)^  s^^'  ^  —  ^-^3- 

So  lange  sin^  ö  >  7 — .  "  ^  ist,  ist  die  Aufgabe  möglieb;  sie  ist 

es  also  stets  bei  der  Hyperbel. 

Die  Vertauschung  von  ö  mit  —  6  giebt  die  Bestimmung  des 
zugehörigen  Winkels  a. 

Äufg.  4.   Aus  den  Relationen,  von  denen  in  der  vorigen  Auf- 
gabe ausgegangen  worden  ist,  folgt  auch 

aji  COS*  a  +  2aj2  cos  «  sin  a  +  022  sin*  er  =  ^  sin  d; 
daher  geht  durch  die  Substitution 

X  «=  X  cos  a  -{-  T  cos  cc\     y  *sss  X  sin  a  -{-  Y  sin  a 
die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in 

^  +  ^  =  1  über,   mit  d* *  '"'  * 


d«  ^  cT«  ~  "   "*"'''    '"'*'''  Quin  9'    ^  QBinS' 

Für  die  Hauptaxen  ist  speciell  d*  = 7- ,  cT*  =  —  ^  • 

Die  Transformation  zu  den  Asymptoten  vollzieht  man  dagegen 
durch 

a;  =  X  cos  a  +  Y  cos  a',  y  =  X  sin  a  +  F  sin  «', 

a|j  cos*  a  4"  2a,2  cos  er  sin  er  -|-  032  sin*  er  s=  0, 

a]|  cos*  a'+  2aj2  cos  er' sin  «  +  022  sin*  «'=  0, 

ttj! cos  a cos «'+«12  (cos asinof' -(-  cos a  sina)-f- «22 sin« sina'= — ^, 

kv 
und  die  Gleichung  der  Curve  wird  ZF= —  —j-  .  (Vergl.Art.207.) 


Zwanzigstes  Kapitel. 

Yon  den  Invarianten  und  Covarianten 
der  Gebilde  erster  Stufe  oder  binärer  Formen. 


333.  Jede  gerade  Linie  bestimmt  mit  einer  der  Funda- 
mentallinien einen  Schnittpunkt;  jeder  Punkt  mit  einem  der 
Fandamentalpunkte  einen  Strahl,  jede  Curve  zweiter  Ordnung 
mit  jener  ein  Punktepaar,  und  jede  Curve  zweiter  Classe  mit 
diesem  ein  Strahlenpaar;  ihre  Gleichungen  werden  durch  Sub- 
stitution von  Xi  =  0  respective  5<  =  0  in  die  Gleichung  der 
Geraden,  des  Punktes,  der  Curve  erhalten.  Und  da  jede  belie- 
bige Gerade  zur  Fundamentallinie  und  jeder  Punkt  zum  Fun- 
damentalpunkt  durch  Transformation  gemacht  werden  kann, 
so  erzeugen  die  algebraischen  Curven  aller  Ordnungen  und 
Classen  mit  beliebigen  geraden  Linien  und  Punkten  Punkt- 
reihen und  Strahlenbüschel,  deren  analytische  Ausdrucksformen 
allgemeine  Gleichungen  der  betreffenden  Grade  mit  einer  Un- 
bekannten, oder  homogene  Gleichungen  derselben  Grade  mit 
zwei  Veränderlichen  sind.  Die  Untersuchung  dieser  Formen 
muss  zur  Entdeckung  der  Eigenschaften  der  Pqnktreihen  und 
Strahlbüschel  auf  rein  analytischem  Wege  führen;  mit  homo- 
genen Gleichungen  erhalten  wir  nach  der  doppelten  Interpre- 
tation in  Punkt-  und  in  Liniencoordinaten  die  Eigenschaften 
der  Punktreihen  und  der  Strahlbüschel  gleichzeitig.  Nachdem 
im  vorigen  Kapitel  die  Untersuchung  der  homogenen  Glei- 
chung zweiten  Grades  mit  drei  Veränderlichen  begonnen  ist, 
wird  die  beabsichtigte  Untersuchung  der  Gleichungen  mit  zwei 
Veränderlichen  die  Grundlage  bilden  zu  neuen  und  wichtigen 
Ei^ebnissen  in  jener.  ^^) 
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Wir  wissen,  dass 
x^  —  kx^  =  0,  Xj  —  Ix^  =  0,  X,  —  mxj  =  0,  Xj  —  nxj  ;=  0 

yier  Elemente  sind,  deren  Doppelyerhältniss  (klmn)  durch 

i  —  m    k  —  fi 

— — — ^—  "  ^^-^— ^— 

I  —  m'  l  —  n 

ausgedrückt  wird,  and  dass  daher  x,  —  kx^  =  0,  y^  —  J;^,  =  ^ 
zwei  projectiyische  Gebilde  sind,  wenn  der  gleiche  Parameter 
k  entsprechende  Elemente  bezeichnet. 

334.  Das  darch  a„x,*  +  2a^^x^x^  +  «22^2^  =  0  darge- 
stellte Elementenpaar  ßllt  zusammen,  wenn  a^^a^^  —  ^13'  ^=  ^ 
ist;  denn  dann  hat  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  x^ix^. 
Wenn  in  der  Discriminante  der  homc^enen  Gleichung  mit  drei 
Variabein  (Art.  323)  die  Goefficienten  der  X3  enthaltenden  Glie- 
der gleich  Null  gesetzt  werden,  so  dass  sich  die  Gleichung 
selbst  auf  die  obige  reducirt,  so  geht  die  Discriminante  in  die 
einfache  Form  ^='{€iu^2  —  ^12^)  zurück,  die  man  daher 
auch  die  Discriminante  der  betrachteten  Gleichung  nennt. 
Sie  entspringt  auch  ebenso  wie  diese  aus  der  Elimination  der 
Veränderlichen  zwischen  den  partiellen  Differentialen  der  all- 
gemeinen Gleichnng  nach  X|  und  x,,  d.  i.  zwischen 

und  wenn  «i,  «2  die  Wurzel werthe  Xj  rXj  sind,  welche  der 
Gleichnng  entsprechen,  so  ist  wegen 

«ia2=«22'«in  i(«i+a2)  =  — «12-öni  4i^=  — a„2(a,— 02)', 
worin  die  Bedeutung  wiederholt  erscheint,  zugleich  aber  sich 
ergiebt,  dass  die  von  der  Form  ausgedrückten  Elemente  reell 
oder  imaginär  sind,  je  nachdem  die  Discriminante  derselben 
negativ  oder  positiv  ist.  Nach  der  Bedeutung  der  Discrimi- 
nante muss  dieselbe  durch  Coordinatentransformation  nur  durch 
Hinzutritt  ein^s  constanteu  Factors  verändert  werden;  denn 
sie  muss  nach  der  Transformation  Null  sein,  wenn  sie  es  vor- 
her war,  da  das  Zusammenfallen  der  dargestellten  Elemente 
vom  Coordinatensystem  unabhängig  ist.  In  der  That  hat  man 

für  die  Substitution  x,  =  Ajy^  +  y^xy^}  ^2  '='  ^2^1  +  f*2y2  ^® 
transformirte  Form 

{a,!  A,2  +  2a,2A,  Aj  +  ajjAj^}  y,* 

+  2  {«iiA,fA,  +  a,2  (Aifij  +  Ajf*,)  +  «22^2^*2}  ViVi 

+  {«iif^i^  +  2ai2f*,^2  +  «22/^2^}  Vt^  =  0; 
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und  es  ist^  wie  leicht  durch  das  Multiplicationsgesetz  der  De- 
terminanten gefunden  wird, 

{o„A,2  -f  2a,2A,A2  +  Ö22V}{^iif'i^+  2ai2ft,^2  +  «22^2^} 

-{öll^lf*l+ö|2(^1^2+^2^l)+«22^2/*2}M^lf*2-Vl)VuÖ227«12^); 

;d.  h.  die  Discriminante  der  transformirten  Form 
ist  das  Product  aus  der  Discriminante  der  ursprüng- 
lichen Form  in  das  Quadrat  der  Substitutionsdeter- 
minante. 

335.  Wenn  man  zwei  homogene  Gleichungen  zweiten  Grades 
mit  zwei  Veränderlichen  zugleich  betrachtet,  wie  etwa 

a^xXi^+2a^iXiX^+a^^X2^=0,  b^^x^^+2b^^x^x.^  +  h,J^x^'^^0, 

d.  h.  zwei  Punktepaare  in  derselben  geraden  Linie  oder  zwei 
Strahlenpaare  aus  demselben  Punkte  in  der  Ebene,  so  entspre- 
chen denselben  die  beiden  Discriminanten  (ai,a22 — ^12^)  und 
(6„622  — ^12^)*  Sind*«,,  «2;  ß\}  ß2  die  Wurzeln  der  Gleichungen, 
80  bildet  man  aus  dem  Doppelverhältniss  der  durch  dieselben 
dargestellten  vier  Elemente  (cc^cc^ßißz) 

und  nach  den  schon  bestimmten  Relationen  zwischen  den  Coef- 
ficienten  und  Wurzeln 


i^-i) 


Man  ersieht  daraus,  dass  d=  -{-  l  das  Verschwinden  einer 
der  beiden  Discriminanten  im  Nenner  der  rechten  Seite  be- 
dingt, d.  h.  dass  das  Doppelverhältniss  von  zwei  Punktepaaren 
nur  dann  den  Werth  der  positiven  Einheit  haben  kann,  wenn 
das  eine  derselben  aus  zwei  zusammenfallenden  Punkten  besteht. 

Man  erkennt  femer,  dass  iür  d  =0  die  Relation  bestehen 
moss 

{2ffl2*12— (»ll*22+«22ftn)}^  — 4(a|ia22— Ö^12^)(*11^22— *12^)=05 

d.  h.  dass  mit  dieser  die  beiden  Gleichungen  eine  gemeinsame 
Wmrzel  haben;  oder  dass  sie  die  Bedingung  ist,  unter  welcher 
beide  Gleichungen  durch  denselben  Werth  der  Veränderlichen 
zugleich  erfüllt  sind;  man  nennt  ihre  linke  Seite  die  Resul- 
tante der  Gleichungen.  Die  Relation  in  den  Wurzeln  zeigt 
in  Uebereinstimmung  damit,  dass  sie  bis  auf  einen  Factor  mit 

Balmon-Fiedler,  anal.  Geom.  d.  Kegelscbn.    4.  Aufl.  30 
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identisch,  oder  dass  sie  dem  Produete 

(«1  -  ßt)  («1  -  ß2)  («2  -  i^l)  («2  -  ß2) 

proportional  ist.  Endlich  findet  man  für  (2  =»  —  1,  d.  h.  für 
die  harmonische  Theilung  der  Elemente  des  einen 
Paares  durch  die  des  andern,  die  Bedingung 

wir  wollen  abkürzend  schreiben  6^  =  0;  und  in  Function  der 
Wurzeln  (a^  +  a^)  (ß^  +  ß^)  —  2{a^a^  +  ß^ß^)  oder 

2(«i  -  ßt)  («1  -  Ä)  =  («1  -  «2)  {2  a,  -  iS,  -  ß,), 
j    •  2  1,1 

und  ebenso  = 5-  H 5-;  etc. 

Nach  ihrer  analytischen  Bedeutung  ist  sowohl  diese  Bedingung 
der  harmonischen  Relation ,  wie  die  vorher  betrachtete  Resul- 
tante für  zwei  quadratische  Formen,  von  der  Coordinatenbe- 
ziehung  unabhängig;  in  der  That  findet  man  für  die  Substi- 
tution X,  =  Ajyj  +  lit^y.^,  X2  =  Ajy^  +  [i^y^  die  harmo- 
nische Relation  der  transformirten  Formen 

-^11^22  +  -^22-^11  —  2^,2^12 

als  das  Product  derselben  Relation  der  ursprüng- 
lichen Formen  in  das  Quadrat  der  Substitutionsde- 
terminante; und  dasselbe  ergieht  sich  direct  aus  ihrer  Be- 
ziehung zur  Resultante  durch  die  beiden  Discriminanten. 

In  Bezug  auf  die  Resultante  fügen  wir  ihre  Bestimmung 
in  Determinantenform  hinzu,  welche  in  doppelter  Weise  ge- 
wonnen wird.  Multiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen  resp.mit 
den  Binomen  a^x,  -1-^2^2^  ^1^1  4~  ^2^2;  ^^  müssen  sich  die 
eingeführten  Constanten  so  bestimmen  lassen,  dass  die  Pro- 
duete identisch  sind;  denn  dies  entspricht  dem  Falle,  wo  diese 
linearen  Factoren  diejenigen  sind,  welche  in  beiden  Gleichungen 
zu  dem  gemeinsamen  linearen  Factor  beider  hinzutreten.   Aus 

(«11^1*  +  2a,2X,X2  +  022^)  (a^Xj,  +  a^x^) 

=  (6,,a;,2  +  26,2^ia?2  +  622^2^)  (^i^i  +  ^2^2) 

entspringen  aber  die  vier  Bedingungsgleichungen 


Beispiele  zur  harmonischen  Theilnng.   336. 
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2ai2ai  +    a„a2  — 26i.^6i  —    6^^63  =  0, 

•^22^1  4"  2 012^2  —       ^^22^1  —  26^2^2  "^  ^f 
«22^2  622^2  """öj 

und  zwischen  ihnen  können  die  a^,  aj,  &i>  i&2  nach  der  Regel 
des  Art.  72  eliminirt  werden  ^  und  man  erhält  die  Resultante 
in  der  Form 

«ii>       0,    6,1,      0 
2a,2,    «11, 26,2,    ^11 


«227  2a,2,    6227  26 


12 


0. 


0, 


0,      «22,         0,      622 

Oder  man  multiplicirt  die  erste  Gleichung  mit  6||,  die  zweite 
mit  a^  und  bildet  durch  Subtraction  und  nachmalige  Division 
mit  X2  die  Gleichung 

^^d^n^n  —  «11*12)  +  ^2(^22^1  —  «11*22)  =  0; 
man  multiplicirt  dann  ebenso  mit 

*ii^i  +  26,2^:2;     «11^1  +  2a,2iK2; 
subtrahirt  und  dividirt  mit  0^2^,  um  zu  erhalten 

^1  («22*11  —  «11*22)  +  2a?2(«22*i2  —  «12*22)  =  0; 
eliminirt  man  zwischen  den  beiden  so  gebildeten  linearen  Glei- 
chungen ^i,  :z^2;  ^^  erhält  man  die  Resultante  in  der  Form 

2(«i2*ti  —  «11*12);     («22*11  —  «11*22) 

(«22*11  —  «11*22);  2(a22*i2  —  «12*22) 
in  welcher  sie  als  die  Discriminante  einer  homogenen  Glei- 
chung zweiten  Grades  von  der  Form 

(«12*11--«11*12)  ^t^+ («22*11  -  «ll*22)^1^2+(«22*12— «12*22)^2^=0 

erscheint  ^^O 

Äufg.  1.  Für  J  und  zf  als  die  Discriminanten  und  S  als 
die  harmonische  Invariante  zweier  Paare  von  Elementen  ist  ihr 
Doppelverhftltniss  . _^ 

Aufg.  2.  Man  soll  den  Ort  eines  Punktes  so  bestimmen,  dass 
die  von  ihm  an  zwei  feste  Kegelschnitte  gezogenen  Tangenten  ein 
harmonisches  Büschel  bilden. 

Wir  denken  zur  Vereinfachung  die  beiden  Kegelschnitte  auf 
ihr  gemeinsames,  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck  bezogen  und  ihre 
Gleichungen  somit  in  der  Form 

30» 
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»llÄ^l'  +  »22^2^  +  «33^3^^  =  0,         ftiiiCi'  +  &22^t*  +  ^33  V  ==  0 

geschrieben;  dann  wird  das  vom  Punkte  x  an  den  ersten  Kegel- 
schnitt gehende  Tangentenpaar  durch  • 

ausgedrückt,  und  für  2:3  «=  0  erhält  man  die  Schnittpunkte  des 
Tangentenpaares  in  der  betreffenden  Seite  des  Fondamentaldrei- 
ecks  durch  die  Gleichung 

«1  l(«22^2'*+«S3V^>l^-  2a,  ,a22«^l  V«^1^2+Ö22(a38«^3'^-H»ll«l'*>2'"-<^- 

Indem  man  die  Bedingung  bildet,  unter  welcher  das  so  bestimmte 
Punktepaar  mit  dem  ebenso  aus  der  Gleichung  des  zweiten  Kegel- 
schnitts abgeleiteten  Paare  eine  harmonische  Theilung  giebt,  er- 
hält man  die  Gleichung  des  fraglichen  Ortes  in  der  Form 

a„622(«22V  +  «3sV)(^83«3^+  ^iy.^x) 
+  Ö22^l(«33V+«ll«l^)(&22V  +  ^3sV)™2a,,aj56ij62ja:,V» 

und  durch  Entwicklung  und  Beduction 

«11  ^11  («22^33  +  «33^22)  ^1'  +  «22^22  (»33^11  +  «11  ^33)  ^\ 

+  »33^33  («11^22  +  «22  ^l)  V  =  Ö« 

Die  wichtigen  Beziehungen  dieses  Kegelschnitts  zu  den  gege- 
benen werden  wir  später  (Art.  354  und  356)  kennen  lernen. 

Aufg.  3.  Wenn  die  vier  von  dem  Punkte  des  Ortes  ausgehen- 
den Tangenten  ein  Büschel  von  bestimmtem  Doppelverhältniss  bil- 
den, so  ist  sein  Ort  eine  Curve  vierter  Ordnung  F^  «=  'kSS'j  wenn 
jP  =:  0  den  in  der  vorigen  Aufgabe  gefundenen  Ort  und  /S  =  0, 
S'  ^  0  die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  ausdrücken.  Wie  hfingt 
k  vom  gegebenen  Doppelverhältniss  ab? 

Äufg.  4.    Man  soll  die  Enveloppe  der  geraden  Linie 

Sl^l  +  £2^2  +  ^3^3  =  ^ 

bestimmen,  welche  mit  zwei  festen  Kegelschnitten  zwei  Paare  har- 
monischer Schnittpunkte  hervorbringt. 

Wenn  man  die  Gleichungen  beider  Kegelschnitte  in  der  vorigen 
Form  voraussetzt,  so  giebt  die  Elimination  von  x^  zwischen  der 
Gleichung  der  geraden  Linie  imd  der  des  ersten  Kegelschnitte  für 
die  Durchschnittspunkte  beider  die  Relation 

(«n  £3^  +  033^1^)^1'  —  2033^1  S2a?ia?2  +  («22  ^3^  +  ^zzh^)^^'^^'^ 
die  Bedingung,  unter  der  diese  Gleichung  mit  der  ftir  den  zweiten 
Kegelschnitt  gleichgebildeten  ein  harmonisches  System  bestimmt, 
ist  daher 

(aill3'+  «33  ll')  Q>2i  Is*  +  »33  Ij')  +  (^  ll3*+  »33  5l*)  («21 13*+  "»3  fe*) 
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and  die  Bednction  derselben  giebt  die  Gleichung  der  gesachten 
£iiTeloppe  in  der  Form 

die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  für  welchen  das  Dreieck  der 
Fnndamentalpunkte  gleichfalls  ein  System  harmonischer  Pole  ist. 

Aufg.  5.  Wenn  in  die  Gleichungen  von  zwei  Kegelschnitten 
5=0,  J7=0fÜra?j,  etc.  Xa?j  +  f*^i'>  ß*^*  substituirt  werden, 
sc  geht  aus  den  in  der  Form 

l^S  +  2XfAP  +  iL^S'  =  0,     X'^TJ  +  2X^Q  +  ^^  ^'  =  0 

(Art.  321)  geschriebenen  Substitutionsresultaten  ebenso  wie  oben 
hervor,  dass  SU'  -^  S'U — 2P§  =  0  das  Paar  von  geraden 
Linien  darstellt,  welches  durch  den  Punkt  x  so  gezogen  werden 
kann,  dass  es  von  den  beiden  Kegelschnitten  in  harmonischen  Punk- 
ten geschnitten  wird.  In  demselben  Falle  ist  die  Gleichung  des 
Systems  der  vier  geraden  Linien  vom  Punkte  x  nach  den  Schnitt- 
ponkten  der  Kegelschnitte 

(ßU'  +  8'U  —  2FQY  =  ^{SS'  -  P2)  (jju'  _  ^2)^ 

und  ÄÄ'  =  P^,  LTD''  =  C*  repräsentiren  die  Paare  ihrer  Tan- 
genten von  x'  aus. 

Aufg.  6.  Welches  ist  die  Enveloppe  der  Kegelschnitte,  die 
durch  drei  gegebene  Punkte  gehen  und  ein  festes  Segment  har- 
monisch theilen? 

Wir  denken  die  drei  Punkte  als  Ecken  des  Coordinatendrei- 
ecks,  so  dass  der  Kegelschnitt  die  Form  der  Gleichung 

hat  und  nehmen  x'  und  x"  für  die  Coordinaten  der  festen  Punkte ; 
dann  sind  die  dem  DoppelverhSltniss  d  entsprechenden  Theilpunkte 
von  den  Coordinaten  ex"  +  flc',  ex'  -^^  dx'  für  ein  veränderliches 

c,  und  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist 

0  = 

X^X^  ,  X^X^  j  '  ^1^2  I 

(cr/-f  jj')  {cx,^"+  x^) ,  (ca?3"+  x^)  (caj,"-f  x(),  {cx('+  x{)  {cx^'+  x./) 
{<+dx,Jcx^"+dxMcx,''+dx,'){cx,'^^^ 

d.  h.  durch  Entwicklung  und  mit  Einftlhrung  von 

c'(&i  V^iTjÄ-a  +  h^xpx^Xy  -f  h.^xpx^x.;) 

+  C(l  +  ^   {^X^^X^'X^X^  4"  ^2^2^2^%^\  "f"  ^3^3  ^i"^l^2} 
-|-  dlh^X^^X^X^  -|-  \X^^Xr^Xx  +  ^3^3'^^1^2}  "^  ^* 

Demnach  ist  die  Gleichung  der  Enveloppe 
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0=^d{h^Xi'^X2X^+  \X2^x^x^  +  &3^''^1^2)(^  V^2^d  +  -) 

—  (1  +  ^2  {h^x^x^x^x^  4-  h^x^x^'x^x^  +  &s%'«^3"*l^j)^ 
oder  4d&j&2^3^i^2^3  (^i^i  4"  ^2^2  H"  ^3%) 

=  (1  —  eO^  (2>ia^l'a;i"rC2«^3  +  &2^2'V^3^1  +  &3«3'^3"^t«2)'; 

dieselbe  ist  also  eine  Curve  vierter  Ordnung,  die  die  Ecken  des 
Fundamentaldreiecks  zu  Doppelpunkten  hat  und  von  der  geraden 
Linie  des  Segments  in  ihren  beiden  Endpunkten  berührt  wird. 
Für  die  harmonische  Theilung  insbesondere  reducirt  sich  die  Olei- 
chung  auf  das  Product  der  Kegelschnittsgleichungen 

l^x^^x^x^  +  •  •  •  =  0,     h^x("^x.2X^  -[-...  =  0, 

d.  h.  die  Enveloppe  ist  der  vierte  Punkt,  der  diesen  beiden  Ke- 
gelschnitten gemeinsam  ist,  oder  alle  einem  festen  Dreieck 
umgeschriebenen  Kegelschnitte,  die  ein  festes  Seg- 
ment harmonisch  theilen,  gehen  durch  einen  festen 
Punkt.     (Vergl.  Art.  3öl,  12  f.) 

336.   Wenn  man  zwei  homogene  Gleichungen  vom  zweiten 
Grade  in  der  Form 

verbindet^  V70  k  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,  so  ent- 
spricht jedem  bestimmten  Werthe  der  letzteren  ein  Paar  von 
Elementen,  und  die  Gleichung  stellt  also  ein  System  von  Paa- 
ren von  Elementen  vor;  sie  bilden  eine  Involution.  Denn 
sie  entsprechen  einander  yertauschbar;  in  der  Gleichung 

(*öii  +  611)  <^x^  +  2(Ä;ai2  +  ^2)  ^1^2  +  (*«22  +  622)  ^^  =  0 
kann  Tc  auf  doppelte  Weise  so  bestimmt  werden ,  dass  das  ihm 
entsprechende  Paar  von  Elementen  in  eines  zusammenfallt; 
es  sind  diese  Werthe  von  Ä  die  Wurzeln  von 

*«11  +  ^1»   *«12  +  ^2 

Äa,2  +  6,2,  ka^^  +  *22 

oder  von  ä;M+ä®  +  ^— 0  oder  2Jk=--@  +  ye^—idJ 

f ür  ®  =  «11622  +  «2261!  —  2a,26,2  wie  oben. 

Wählt  man  diese  beiden  Elemente  zu  den  fundamentalen 
und  bezeichnet  sie  durch  e^^=Qy  e^s=0^  so  kann  die  Reihe 
der  Elementenpaare  durch  jp^^  —  ^^je^2^  =  0  dargestellt  werden, 
d.  h.  durch  (js^  +  1^2)  (^1  —  ^^2)  "  ^5  ^^^  ™*^  erkennt,  dass 
jedes  Paar  entsprechender  Elemente  des  Systems  mit  dem  Paar 
der  Doppelelemente  conjugirt  harmonisch  ist.  Jene  vereinig- 
ten Elemente  stellen  also  (Art.  302)  die  Doppelelemente 


0, 
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der  Involution  dar,  welche  die  betrachteten  Elementenpaare 
bilden.  Nur  dem  Falle  S^  =^  ^J/f  entspricht  eine  Ausnahme; 

denn  fBr  (*a„  +  6ii)(Ä;a22+&22)  —  (*«i2+*i2)^=  — (*!>  +  ?)* 
ist  es  erjaubt  zu  setzen 

*a„  +  6jj  =  m  {(Ä;ai2  +  ^12)  +  (*P  +  «)}> 

*022  +  *22  =  ~  {(*»i2  +  ^12)  -  (*P  +  «)} , 

80  dass  die  Gleichung  der  Involution 

(i-d,,  +  \^x^  +  2(Ä;ai2  +  6,2)^1^2  +  (*«22  +  622)  V  =  0 
in  die  Form 

w{(Ä:a,2  +  6,2)  +  (*1>  +  2)}  ^x   +  2(iai2  +  6,2)a?ia;2 

+  i  {(*«i2  +  612)  -  (*1>  +  2)}  ^2'  =  0 
oder 

(ma;j+a?2){(*ai2  +  &i2)(»»^i+^2)  +  (*JP+2)(»»^i— ^2)}=='0 

übergeht,  welche  aussagt;  dass  die  Involution  sich  in 
einen  Punkt  (Strahl)  und  eine  einfache  Reihe  (Büschel) 
von  Punkten  (Strahlen)  auflöst. 

In  der  That;  wenn  das  Elementenpaar 

^11^1*  +  2 0(12^1^2  +  ^22  ^2^  •=■  0 
mit  jedem  der  beiden  Paare 

conjugirt  harmonisch  ist,  d.  h.  wenn  die  Bedingungen  erfüllt  sind 

<'h«22  +  ^22 «11  —  2d,2ai2  «=0,  dji622  +  ^22^1  —  2d,.^6,2=  0, 
80  ist  es  auch  mit  jedem  durch 

Ä(aj,a?,*  +  . .)  +  ^11^1^  -f-  . .  =  0 
dargestellten  Elementenpaar  conjugirt  harmonisch ,  weil  aus 
den  vorigen  beiden  Relationen  für  jedes  h  gültig  hervorgeht 

^ii(*«22  +  622)  +  ^22(*«ii  +  611)  —  2eZ,2(A:«i2  +  ^2)  =  ^• 

Darum  bestimmen  zwei  ihrer  Elementenpaare  eine 
Involution,  denn  man  kann  aus  denobigen,  die  harmonische 
Relation  ausdrückenden  Gleichungen  die  Coefficienten  der  Glei- 
chung des  Paares  der  Doppelelemente  bestimmen.  Diese  Be- 
stimmung liefert  die  Relation 

rf,f.rf,2:d22==(ßl2*ll— «11*12)- i(ö^22*ll— 0^,1622) ••^2^12--- «12*22) 

und  damit  als  die  Gleichung  der  Doppelelemente  die 


472     XX.    Invarianten  und  Covarianten  binSrer  Formen.    337. 

am  Schlüsse  des  vorigen  Art.  gefundene  Gleichung;  welche 
die  Resultante  zur  Discriminante  hat, 

In  der  That  besteht  zwischen  ihren  Coef&cienten  und  denen 
sowohl  von  «11^?!^  -(-...=  0,  als  von'  b^x^i^  +  . .  =  0  die 
harmonische  Relation,  denn  es  ist  gleichzeitig 

öll(«22^12— Öti2622)+Ö22(»12*ll— «ll'>12)  — «I2(«22^1  " «n*22)=0, 
i^n(»22*12--«12*22)+*22(öl2*ll— «11^2)--^2(ö22^ll--"«lAl)=0- 

337.  Man  kann  jene  Gleichung  offenbar  in  der  Determi- 
nantenform 

/Tf  2     ___  >*»    o^        /*•  2  I 


«22,  ö,2     ,    «11=0 

,^22^  ^2     y    &lll 

schreiben  und  sie  auch  als  die  Determinante  der  nach  rr,  und 
X2  genommenen  partiellen  Differentiale  der  beiden  g^ebenen 
Gleichungen  bilden;  denn  bis  auf  das  Zeichen  giebt 


«11^1+  «12^2,    «,2^1  +  «22^2' 


=  0 


dieselbe  Gleichung  wie  oben.    Man  nennt  diese  Function  die 
Jacobi'sche  Determinante  der  gegebenen  Functionen. 

Sind  aber   U=0,  V=0   die  beiden  Gleichungen  und 
J7, ,  Ü2,  Fj ,  V2  die  partiellen  Differentiale  ihrer  linken  Seiten,  so 

r„  V, 

Function  sich  bei  einer  Transformation  der  Coordinaten  verhält. 

Für  Xx  =  A,  2^^  -f  /ijj/j;  ^2=  ^2^1  +  f*2y2  ^nd  B  =  A,^2  —  ^2^1 
als  die  Determinante  der  Substitution  wird 

Vi  =  (f*2^i  -  /*i^2)  •  -B;     y2  =  (—  h^i  +  ^1^2)  '  ^ 
und  wegen 


ist  an  der  Form 


==  0  leicht  zu  zeigen,   wie  diese 


d 


dxx       djfi  dxi  ^  dyt  cx^ '    dx^       dyt  dXf  "^  dyt  dx^ 
auch 

dXi 


5-^.i+'"(-5;))^-«'-Ä-«+'"(-Ä)^* 

d.  h.  die  Differentiale  ^  und  ^  werden,  abgesehen  von  dem 
Constanten  Divisor  B,  nach  denselben  Regeln  transfonniri^ 
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wie  x^  und  x.^ .  Deshalb  ist  die  mit  den  transformirten  Diffe- 
rentialen gebildete  Determinante  dem  Producte  der  ursprüng- 
lichen in  eine  Potenz  der  Determinante  der  Substitution  gleich. 
Darin  ist  analytisch  ausgeprägt,  dass  die  Dopj^elelemente 
eine  vom  Goordinatensystem  unabhängige  und 
durch  lineare  Transformationen  überhaupt  unstör- 
bare  Beziehung  zu  den  gegebenen  Elementenpaaren 
besitzen. 

Man  kann  die  Gleichung  der  Doppelelemente  mittelst  der 
Wurzeln  statt  der  Goefficienten  der  gegebenen  Gleichungen 
darBtelleu;  sie  ist 


=  0, 


oder   :f ,^  {(«,  +  «,)  -  (/J,  ^ß^))+2x,  x^  (ß,  ß^  -  a, a,) 

+  ^2'  {«1  «2  (ßi  +  ßi)  -  ßi ß2  («1  +  «2)}  =  0. 

Hau  schliesst  daraus,  dass  für  den  in  der  Mitte  des  Segments 
der  Doppelpunkte  gewählten  Anfangspunkt  die  Relation 

a,  »2  =  ß\  ß'i 
besteht,  und  erkennt  die  Gharakteristik    des  Gentral- 
panktes  wieder  (Art.  301),  wonach  das  Bechteck  der  Ent- 
fernungen entsprechender  Punkte  vom  Gentrum  einen  con- 
sianten  Werth  hat.    (Art.  300.) 

Wenn  endlich  drei  Paare  von  Elementen  [7=0,  F=  0, 
Tr=0,  oder 


a„a:,2  +  ..  =  0. 


K^ 


1 


-f-  .  .  ««=  0,    c^iX{^  -j-  .  ,  =  0 


so  gelegen  sind,  dass  die  lineare  Relation 

besteht,  so  müssen  die  Grossen  x^^y  ^i^2>  ^2^  ^^^^  linear  zwi- 
schen den  drei  Gleichungen  eliminiren  lassen,  d.  h.  man  muss 
haben 


öii  ,    a,2;    «22 

^11  ;   ^12;    ^22 
^11  ;    ^12  7    ^22 


=  0; 


dies  ist  die  Bedingung  der  Involution  von  sechs  Ele- 
menten; denn  die  Ersetzung  der  Goefficienten  durch  die 
Wurzeln  a^a^-,  /J,/?,;  y^y^  giebt 
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1,   ttj  +  «2;   «1«2 

1»  /*!  +  ß2f  ß\ß2     =^y 

1;  yi  +n7  7x72 

und  man  kommt  für  ;;^  «=  ^j  "^  ^  ^^^  ^^  genau  der  Form 
der  Determinante  der  Doppelelemente  entsprechende  Relation 

1,       2a     ,       «2 

1,  «1  +  «2;    ^X^2     =0, 
1;  ß\  +  /Jj;   /^i/^a 

die  Involution  von  fünf  Elementen  zurück. 

Die  Elemente  a  sind  die  sich  selbst  eonjugirten  Elemente 
der  Involution,  und  man  sieht,  dass  die  beiden  Elemente  die- 
ser Art  mit  den  Doppelelementen  der  vorherigen  Betrachtungen 
identisch  sind.  Setzt  man  auch  ß^  =  ß^n^  ß^  so  erhalt  man 
durch  Einführung  beider  Paare  sich  selbst  conjugirter  Ele- 
mente 1^        2«     ,      a2 

1,        2ß     ,      /J^    -0, 

1,     «j  +  «2>    «1«2 

was  in  der  That  mit 

(«  -  ß)  {2(«.«2  +  «/»)  -  («  +  ^)  («,  +  «2)}  -  0 

identisch  ist,  und  somit,  wie  es  sein  muss,  auf  die  harmonische 
Belation  zurückführt. 

Äufg,  1.  Das  System  der  Kegelschnitte,  welche  durch  vier 
feste  Punkte  gehen,  wird  von  einer  jeden  geraden  Linie  in  Punk- 
ten einer  Involution  geschnitten.    (Art.  303.) 

Denn  denken  wir  diese  gerade  Linie  als  Seite  0^3  =  0  des 
Coordinatendreiecks ,  so  liefert  die  Gleichung  des  Systems  der  Ke- 
gelschnitte kS  -]-  S'  "=»  0  für  das  System  der  Schnittpunkte 

^(»lla?l^  +  2a,2a;,a;2+02^V)  +  (^t«l*+2^2^l«2+&22^')-=Ö; 

dasselbe  bildet  also  ein  involutorisches  System,  das  durch  die  beiden 
Paare  a^iX^^  -j-  . .  =  0,  h^iX{^  -|-  •  •  =  ^  bestimmt  ist. 

Äufg.  2.  Wenn  ein  System  von  Kegelschnitten  ein  Tripel 
harmonischer  Pole  gemein  hat,  so  wird  jede  durch  einen  dieser 
Pole  gezogene  gerade  Linie  von  demselben  in  Punkten  einer  In- 
volution geschnitten.    (Art.  312.) 

Denn  die  Substitution  x^  >»  kx2  in 

«lia^l*  +  «22^2^  +  «33«^3^  =  0 

giebt  (aji^^  -f-  »22) ^2'  "I"  ^ss^a^  =  0,  d.  h.  ein  Paar  von  Punk- 
ten, welches  mit  den  beiden  den  geraden  Linien  x^'^O,  x^^^O 
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',1 
1 

1 


angeMienden  Sclmittpankien  harmoniseh  coBJugiit  ist.    I»se  »d 
diter  die  Doppelpunkte  der  Inyolntioi],  welche  jene  tildem. 

itf/^.  3.    Die  Mnltiplication  der  LrrolatioiisbediiigcEg 

i,-(ffi  +  «2),  ffjaj  «j»,  «,,1      a^ 

^ -(n  +^2)1  yjy2 .  n'»  ri>  ^ 

/»/«ctiTe,  oder  mit  —  QJ,  —  y,)  (y,  —  «,)  (oj  —  /J,;, 

-  (a,  —  flfj)  («2  —  a)  (^  —  «i)  liefert  GleschimgeB,  welche  die 

PoppelTerhSltnissgleicbbeiten 

aD<f  die  durch  die  Yertaaschnng  Yon  Ä^A^^  ^1^21  ^iQ  unter  sich, 
respectJTe  von  Ä^  A2  mit  B^  B^  oder  Cj  C^  ^^QS  henrorgehenden 

jflssprechen. 

itf/^.  4.  Man  soll  in  zwei  uiTolatoriseheii  Beihen  auf  der- 
ielben  geraden  Linie  das  beiden  gemeinsame  Paar  entsprechender 
Ponkte  bestimmen.    Sind  jene  dorefa  die  Ponktepaare 

^«V+ .=0,  &„V+-— Ö|  ö„V+..«-0,  ft„X|'  +  --— 0 

gegeben,  so  sind  die  Paare  ihrer  sich  selbst  conjngirten  Punkte 
düTcti  die  Gleichungen 

(a,,6„—  a,4  h^t)x^^+(jhibu  —«11^22)^1^+ («22*1 2—^12^2 

«l2^l'-öll'&I20a?lH-(a22'^ll— flll'^22V|ir2+(ö22'^2'--^12'^22;j^2^ 

bestimmt,  und  das  gemeinsame  Paar  mnss  mit  beiden  zugleich  ein 
harmonisches  System  bestimmen,  d.  h.  seine  Gleichung  muss  aus 
den  beiden  letzten  Gleichungen  ebenso  gebildet  sein,  wie  diese  aus 
den  Paaren  der  gegebenen.   Wenn  ist  es  nicht  reell  ?   (Art  302, 10.) 

338.    Wenn  vier  Paare  von  Elementen,  die  wir  durch  die 

Wurzelpaare  t^i «  «2;  /}];  /Jj»  /u  >'2  9  'u  '2  ^^°  ^^^^  Gleichungen 
zweiten  Grades  dargestellt  denken,  die  beiden  Gruppen  «i ,  /3| , 

yif^i}^2fß2}y2>  ^2  ^^^  gleichem Doppelverhältniss  bestimmen, 
so  ist  t 

1,  C,,  «2»  «|«2 

^^YiiY2^  7x72 

1,  *,,    *2>  *1*2    \ 

es  ergiebt  sieb  durch  Elimination  der  Coefficienten  a,  ft,  c,  d 
zwischen  den  vier  nach  Art.  299  bestehenden  Gleichungen 

«yih  +  ^yi  +  cya  +  ^—O,     a*i*2  +  6*1  +  0*2  +  ^  —  0. 
Die  AbktSrzuBgen 


0; 
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Bj,  Bj 

C^ ,  C2 

Ä^y     Ä^ 

C, ,  Cj 

Ä^j  A.^ 

B,,B^ 

(ßi  -  yi)  («1  —  't)  =  A  7  {§2  —  Yi)  («2  -  *2)  —  A> 

(yi   -  «1)  {ßx  -  *i)  =  Bi  f       (72  -  «2)  (ß2  -  *2)  =  ^2, 

(«I  -  ßi)  (yi  -  *i)  =  c, ,    («,  -  ß^)  {Y2  ~  *2)  =  c,, 

für  welche  die  Summen  -4.j  +  5,  +  C'i  und  -^j  +  ^-2  +  ^2 
verschwinden;  geben 

1,  «j,  «2,  «,«2 

l^yi;  ^21   ^1^2 
1,  *p    tfj,   *,*j 

Eine  Umformung  der  vorigen  Determinante  liefert  den  Beweis; 
wenn  man  in  ihr  die  mit  ßiS^,  —  Ö^  und  —  ß^  respective 
multiplicirten  ersten  Reihen  zur  letzten  addirt,  so  erhält  man 

1,  «,,«2,  (a^-  ß^)  («2  —  *2) 

i>  ri,r29  (yi  —  ^i)(y2  — *2) 

d.  i.  durch  Entwickelung 

+  (yi-^i)(y2-*2) 


(«I  -  ßi)  («2  -  *2) 


y2>yi5 1 
*2?  *i>  1 


*2,»pi' 

Cj,  «,,  1; 


hier  ist  aber  die  erste  Determinante 


ß2  —  y2fßi  —  n 
Y2  —  *2>  yi  —  *i 


und  die  zweite  :=: 


*2  —  ^2»  '1  ~"  *^i 
«2  —  /'21  «1  —  ^i 


also  die  obige  Determinante 

=(«i-^i)(«2-*2){(/52-y2)(yi-*,)-(/'i-yi)(y2-*2)} 

+(yi-/5,)(y2-*2){(*2-«2)(«i-/5i)-(*i-«i)(«2-/'2)},^-i- 

=(«2-^2)(/»t-yi)(y2-*2)(<Ji-«i)~(«i-:/»i)(/52-y2)(yi-*i)(*2-«2); 

und  für  ihr  Verschwinden  unter  Anwendung  der  obigen  Ab- 
kürzungen C^Ä2  —  Cj-ä,  =  0. 

Dies  zeigt  aber  direct;  dass  das  Verschwinden  der  obigen 
Determinante  die  Doppelverh&ltnissgleichheit  entsprechender 
Elemente  ausdrückt;  denn  es  giebt  C^  :  Ä^  «^  C^  •'  Ä^.  Die 
Projectivität  von  zwei  Reihen  von  beliebig  vielen  Elemen- 
ten kann  auf  dieselbe  Weise  ausgedrückt  werden,  nlenn  die 
Relation 
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1  ,    1 ,    1  ,    1  ,    1 , 


a 


'1   } 
2    y 


i   > 


e. 


2  y 


=  0, 


/'l   >      yi    y     *i    ; 
P2  y     Y2    y     "2    » 
,  ffi«2»  ß\ß7>  Y\Y2J  *i*2?  ^1^2»   • 

welche  anzeigt^  dass  jede  der  aus  vier  Reihen  dieses  Systems 
gebildeten  Determinanten  verschwindet^  drückt  die  Doppelver- 
hältnissgleichheit  aller  jGrruppen  von  vier  entsprechenden  Ele- 
menten beider  Reihen  aus.  Die  Form  derselben  zeigt,  dass 
zwei  projeetivische  Systeme  durch  das  eine  und  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  aus  beiden  vollkommen  und  auf  lineare 
Weise  bestimmt  sind.    (Art.  59,  299.) 

Ebenso  sind  die  Paare  a,,  a,?  ß\y  ßi'y  ^^-  ^^  Involution, 
wenn  bei  gemeinschaftlichem  Träger  derselben  die  Relation 

[^1  +  ^27  ß\+ß2>  Yx  +  Yiy  .  1  =  0 
I;     «i«2   »     ß\ß2  j     y\Y2    1-i, 

erfüllt  ist;  denn  jede  der  aus  drei  Reihen  dieses  Systems  ge- 
bildeten Determinanten  giebt  durch  ihr  Verschwinden  die  in- 
volntorische  Relation  der  drei  in  sie  eintretenden  Paare^  weil 
die  Elimination  der  Coefficienten  a,  h,  d  zwischen  den  drei 
Bedingungsgleichungen  ihrer  Involution  (Art.  300) 

««i«2  +  K«i  +  «2)  +  d  =  0,  aß,ß,  +  6(/J,  +  /J,)  +  rf=  0, 

0'YxY2  +  HY\  +  ^2)  +  ^  =  0 
dieser  Determinante  den  Werth  Null  ertheilt. 

Wenn  man  die  Relation  der  Projectivität  zwischen  den 
beiden  durch  cL^yß^yy^^  CC2  und  0^29  /^2 ;  ^2'  ^i  bestimmten  Grup- 
pen betrachtet;  so  gelangt  man  durch  eine  einfache  Umfor- 
mung wiederum  zu  der  Involution;  man  hat 


1,1,1,1 

= 

[«i«2,ßtß2frtyi>''i"i 

a. 


ßi 
1 


cc. 


>     Yi 
1,1,1,1 

^i+^2fß\+ß2yY\+y2J  «l+«2 
«1«2    ;      ß\ß2    i    y\Y2    7      «1«2 

und  durch  Subtraction  der  Elemente  der  letzten  Reihe  von 
den  entsprechenden  der  ersten 

1,1,1 

«i«2  >   ßißi   >   Yi7% 


0  =  («1  —  «2) 
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d.  h.  die  Projectivitat  der  aus  vier  Elementen  des  Systems  eni- 
sprechender  Paare  a^,  «2)  ßi)  ß2y  Yu  72  gebildeten  Grappeu 
^\}  ßij  Y\}  ^2  9  ^2}  ß2}  y^f  ^1  ^^^  ^^^  Bedingung  der  Involu- 
tion dieser  Paare.    (Art.  300,  p.  373.) 

Äufg.  1.  Man  soll  die  zwischen  den  drei  verschiedenen  Dop- 
pelverhältnissen von  vier  Punkten  bestehenden  Relationen  aufstellen. 

Sie  sind  in  der  Gleichung  J.j  -|-  ^i  "1"  ^i  =  0  enthalten; 
denn  die  Division  derselben  mit  je  einem  ihrer  drei  Glieder  giebt, 
wenn  man  die  Doppelverhftltnisse  Ä^  :  B^^  B^  :  C^,  C,  :  ^j  mit 
—  ^1,  —  cJj,  —  Äj  respective  bezeichnet, 


i  =  ;^  +  ^3»    i-i  +  ^i»    1  =  1.  +  ^- 


Sind  diese  drei  Doppel  Verhältnisse  gleichgross^^^),  so  ist  jedes  ?on 
ihnen  vom  Werthe  ^(1  +  tf^3).  Mit  rfj  =  —  1  folgen  dj  =  i» 
d^^s  2  als  die  Doppelverhältnisse  der  h^umonischen  Gruppe. 

Äufg.  2.  Wenn  die  Elementenpaare  or ^ ,  or,  i  /^i  i  1^2  >  ^tc.  eine 
Inyolution  bilden,  so  erzeugen  die  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Paare 
conjugirt  harmonischen  Elemente  eines  beliebigen,  durch  denWerth 
09  bestimmten  Elements  ein  System  ^12»  <^i29  '^lai  •  •  •  ^^^  unver- 
änderlichem Doppelverhältniss.  Ist  also  für  ein  anderes  Element 
od'  das  System  der  conjugirten  Elemente  ^12')  <^i2'i  •  •  m  s<>  gilt  die 
Belation 


1     , 

?12^    » 
^12'    > 


'12 
^12' 


I 
1 


12 
'12 


r  r  r 

^12^12  »     "12*'12»    '^1S^12i 


=  0. 


Da  die  Belation  der  Projectivitat  durch  Coordinatentransformation 
nicht  gestört  wird,  so  kann  man  co  ss  0,  und  od'«»  00  setzen  und 
erhält 


V12  ~       2~ 


'12 


8 


^etc, 


0 


so  dass  die  vorausgesetzte  Gleichung  in  die  neue 

1   ,    1   ,    1   ,    1 

«1«»  PtPt  YiYt  ^1^1 

«!  +  «•'  ft  +  ft '  yt  +  yt '   *i  +  *• 
«i+a2>  ft+^2»  yi+y2»  *i  +  *2 

«1*2      >        /^l/^2     »         71^2     »         *1*2 

Übergeht,  welche  nach  den  Elementen  der  zweiten  Zeile  entwickelt 
sich  als  eine  Consequenz  der  involutorischen  Belation  der  Paare 
ergiebt.  Dies  giebt  analytisch  den  Begriff  einer  zur  Involution  pro- 
jectivischen  Beihe.  (Vergl.  Art  302.) 
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Aufg,  3.  Man  soll  die  Doppelelemente  von  zwei  projectiyi- 
scben  Gebilden  anf  derselben  geraden  Linie  oder  aus  demselben 
Scheitel  bestimmen. 

Sind  ttf ,  a.^ ;  ^^ ,  ß^\  y^ ,  y^  die  zur  Bestimmung  hinreichen- 
den Paare  entsprechender  Punkte ,  und  ist  durch  <^  einer  der  Dop- 
pelpunkte bestimmt,  so  hat  man  in 

1,1,1,1 
^  y    «2  ;     ß2  }     72 

*2,  flfjflf^^   Pip2}   7i72 

die  zur  Ermittelung  derselben  führende  Gleichung  zweiten  Grades. 
Die  Doppelelemente  einer  Involution  stellt  dar 


=  0 


1,1,1 

2(y,  ai  +  flfj;   ft  +  ft 
<^S     «i«2   ;     ß\P2 


=  0. 


Diese  Gleichnngen  führen  anf  die  des  Art.  337  zurück. 

Aufg,  4.  Wenn  irgend  sechs  Elemente  1 ,  2 ,  .  .  . ,  6  eines 
Gmndgebildes  erster  Stufe  gegeben  sind  und  man  construirt  die 
drei  Elementenpaare ,  welche  respective  zu  12  und  45 ,  23  und  56, 
34  und  61  gleichzeitig  harmonisch  coigugirt  sind ,  so  bilden  diese 
Paare  eine  Involution. 

339.  Wir  verfolgen  die  vorige  Betrachtungsweise  wenig- 
stens in  einigen  Hauptzügen  auf  das  Gebiet  der  homogenen 
Formen  mit  zwei  Veränderlichen  von  höheren  Graden.  ^^^)  Eine 
cnbische  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  x^y  x^ 
oder  S,,  I2  ^^  ^^^  algebraische  Ausdruck  einer  Gruppe  von 
drei  Punkten  in  gerader  Linie  oder  von  drei  Geraden  aus  einem 
Punkte,  welche  durch  ihre  Wurzeln  bestimmt  sind.  Stellt  die 
Gleichung 

Elemente  «i,  a,;  ^a  ^^^  ^^^  Goordinaten  x^,  Xj]  x^",  x^'*^ 


dar,  so  ist  nach  der  Theorie  der  Gleichungen 


=(a:j'x/'a?i'"  +  :c2"^i"'^i'+<"^i'^i") '  Sa^—  —XiX"x{":  a,. 
Wenn  die  Relationen 


1 


dU 


dxt 

dU 


a^x^  +  2a,  a5i  «2  +  «jV  =  0, 


^F^  "  "»*»"  +  ^"'^i  '^^  +  "»** 


0 
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gleichzeitig  erfüllt  sind,  so  sind  zwei  der  Wurzeln  ein- 
ander gleich;  es  findet  dies  also  statt,  wenn  die  Resultante 
dieser  Gleichungen  verschwindet,  d.  h.  für  die  Coef&cienten- 
relation 

(a^a^  —  flr, a^f  —  ^a^a^  —  a,')  (a^a^  —  Oj^)  =  0. 

Ihre  entwickelte  Form  ist  (vgl.  „Vorlesungen*'  2.  Aufl.,  Art  195j 
V%'  +  4aoa2^  +  ^a^a^^  —  ^a^'^a^  —  ^a^a^a^a^  =  0, 

und  wir  wollen  sie  in  diesem  und  dem  folgenden  Artikel  durch 
^  SS  0  repräsentiren  und  sie  wie  üblich  alsDiscriminante 
der  cubischen  Gleichung  benennen.    Für 

d(h  ""  '^^^  ^  2(aoa32  +  2a./  —  3a^a^aj^), 

^  =  2-^3  «=  2(aQ^a^  +  2a,3  —  3aoa,aj), 

und  aot  — aottj— a,S  2ao8— öoöf3"~«i«2»  öi3*"«i^3"~V 
ist  2^=^eao+3^5ai  +  3^4a2+Aö3=8(ao3'— ao2a,3), 
und  für  ^  =  0  bestehen  die  Relationen 

-Aj      =   —   4af,aQ3   ,      ^4     aaa  ^a^jÄoS  9      -^3     *^  ^^02    5 

für  das  Doppelelement  X),  n;.^  ergeben  sich  aber  die  Bestim- 
mungen 

flj|  :  rTj^^-^e  •-^6'^™ -^6  •  -^4*™^ -^4  '-^3^™ — ^13  '^03™^ — ^03 •''•i* 

In  den  Coordinaten  der  durch  die  cubische  Gleichung  darge- 
stellten Elemente ;  als  für  welche 

ist,  wird  die  Discriminante 

(a?!  gji  —  gj  gt  )*  (g?i  ^   —  ^t   agt  )  (gj   gf  —  Xf  at  r 

Dies  zeigt  an,  dass  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  reell 
und  verschieden ;  reell  und  paarweis  gleich  oder  paarweis  ima- 
ginär sind,  je  nachdem  die  Discriminante  negativ,  gleich  Null 
oder  positiv  ist. 
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Die  Gleichheit  aller  Wurzeln  fordert  die  gleichzei- 
tige  £rf311img  der  Relationen 

i,V = «.^1  +  «1  »I  =  ^>»    \  äx7aT,  =  "»*!  +  «**»  =  ^' 

oder  der  durch  Elimination  der  x  entstehenden  Bedingungen 

FOD  denen  jede  zwei  die  dritte  nach  sich  ziehen. 

Sabstituirt  man  in  CT  =  0  für  rPj  und  x^  die  Werthe 

so  erhält  man  die  Gleichung 

T  3P«  {^,  (ao!/i^+  2a,y,y,+  «2^2*) +^2(«iyi''+2a2y,y2+«3y3')} 
f  3?m'' {y,(ao^i2+ 2fl,  ^,;^2  +  aj^a') + y-X«  I  ^,^+2«2^j^2+ «3^2*) ) 

die  maa  schreiben  kann 

oder  auch 

wenn  man  durch  den  dem  Buchstaben  JJ  angehängten  Index 
y  oder  e  die  Ersetzung  der  Variabeln  x  in  der  Form  U  durch 

yi  ",z  "^  ^2  "^  )  ^*  ^^  Resultat  der  Aus- 
führung der  angegebenen  Differentiationen  an  U^j  aber  durch 

(o  /)  \  2 

y,  -  -  +  y^  .;-  |    17,  das  Resultat  von 

ausdrückt.  Wenn  die  durch  die  Goordinaten  y  und  z  darge- 
stellten Elemente  §  und  y  heissen,  so  sind  die  Wurzeln  unse- 
rer letztgeschriebenen  cubischen  Gleichung  die  drei  Theilungs- 
Verhältnisse  der  Elemente  a  in  Bezug  auf  das  Paar  /S.  y,  also 

Salmon-Fiedle  r,  aiuiL  Oeom.  d.  Kegelaohn.    4.  Aufl.  31 
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y«i     y.«?    T^    Q^jgj.     siny«!     »^'P  Y  «t     äny«, 
ßai'  ^cr,'  ^a«  Binßa,'  Bin^ai'  sin^a,^ 

je  nachdem  das  durch  I7<=0  dargestellte  Gebilde  als  eine  Reihe 
von  drei  Punkten  oder  als  ein  Büschel  von  drei  Strahlen  an- 
gesehen wird. 
Für 

sind  die  Elemente  ß^yso  auf  die  a  bezogen,  dass 

ist  und  für  die  analoge  Gruppe  von  Relationen 

Die  erste  Relation  bestimmt  zu  dem  Elemente  von  den 
Coordinaten  y  ein  einziges  Element  e*  die  zweite  aber  zu  jedem 
y  zwei  Elemente  e,  die  den  angegebenen  Relationen  der  Theil- 
Verhältnisse  entsprechen.  Wenn  das  Element  ß  also  insbeson- 
dere mit  einem  der  Elemente  a  zusammenfallt ,  so  föllt  mit 
demselben  auch  das  Element  y  der  ersten  Relation  und  eines 
der  Elemente  y  der  zweiten  Relation  zusammen,  während  das 
andere  dem  Element  ß  als  conjugirt  harmonisches  Element  in 
Bezug  auf  die  beiden  andern  Elemente  a  entspricht.  Da  die 
harmonische  Relation  der  Elemente  ß,  y  zu  den  durch  eine 
quadratische  Gleichung  bestimmten  Elementen  a^,  a^  durch 

p+tfL.„0   oder  «^.+!^.  =  o 
und  analjrtisch  durch 

ausgedrückt  wird,  so  hat  man  in  den  vorher  erhaltenen  Be- 
ziehuugen  die  Erweiterungen  der  harmonischen  Relation  oder 
der  Bestimmung  von  Systemen  harmonischer  Pole  und  Pola- 
ren in  Gebilden  erster  Stufe.  In  Bezug  auf  die  drei  Elemente 
17  ^  0  bestimmen  die  Gleichungen 
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oder 

zu  dem  Element  y  das  harmonische  Element  e  oder  das  har- 
monische System  (Polarsystem)  erster  Ordnung; 
und  ebenso  die  Gleichungen 

oder 

Kyi  +  «iy2)^i^  +  2{a^y^  +  «2^2)  ^1^2 +  («2^1 +  «3^2)^=0 
zu  dem  Element  y  die  beiden  Elemente  g,  welche  das  har- 
monische oder  Polarsystem  zweiter  Ordnung  bilden. 

340.     Die  biquadratische  Gleichung 
Cr=  QqX^*  +  4a,a?,^a;2  +  ^o^^x^'^x^  +  ^a^x^x^^ -{- a^x^^  =  0 
bestimmt  vier  Elemente  einer  Reihe  oder  eines  Büschels  a^j 
«2,  «3  7  «4  von  den  Coordinaten  a?/,  x^^  x(\  x{\  x('\  x^' \ 
•^1  ';  ^2"";  '^^  n'ss^  der  Theorie  der  Gleichungen  ist 

■^2  *•!    .«/o     *^2      *      0  ' '    '  ^"~   \    1      2       2        2        "l        1       2        2      X*^ 

•Cj     X«      •*'2  •C2     "1     X\      *Z'2  i</2    *^2    /  •      ^1   ^^  \^1  *^1    "^2     *^2 

+      ^/    ^  /^r       f'tr       f    I         /fr      f      ff      ""_i       ,  '      ""      "      "*    I  "      ""      '  ,  *'f 

X*    jL*      Xn       X^  "1    *'^J     Xt  Xn   Xa      ~r"  jLm  X*       Xn   Xn      ~T~  X*    X*      Xn  Xn 

Xj      Xj        3/2  X2    y  I  O  ^2    **^    ^"~    \     1   X^     Xi      Xn         "l"  Xt     X*      X*        Xn 

Xj  ^1  X^  X2     "^  3/j   ^t  X^    X2    )  •   *^3  — -  Xt  X*    Xt     Xt       l  H»  . 

i<ur  {x^  X2    —x^    ^2  )(^i  ^2  — ^1  ^2)'=-^i; 

Xy      X2   "^  X^  X2     )\Xt     X2       "~~  "^1  X2    /^^•*^2> 
V.^1  ^2  """^1  ^2/\^l  ^2     ^1  ^2    z^^^-^S 

ist  2),  +  2)2  H-  2)3 = 0 ,  und  die  Quotienten  —  Dj :  2>i ,  — D3 :  D2 , 
—  D,  :  2)3  drücken  die  drei  fundamentalen  Doppelverhältnisse 
der  Gruppe  a^a2Ct^a^  aus,  nämlich   {c[\^2^^^i)'>  (^2**3^i**4)> 
(Cj«,  «2^4))  ^ö  <Jrei  Wurzeln  öj,  Ö2,  Ö3  der  Gleichung 
6'-f3(2)22)3+2)32)j+2),2)2)ö-(2)2~2)3)(2)3-2),)(A-A)=0 

sind  die  Grössen  2),  — 2)o,  2)2  —  2)3,  2)3-2),,  ihre  Coeffi- 
cienten  aber  symmetrische  Functionen  der  Coefficienten  von  Z7, 
so  dass  dieselbe  für  die  abkürzenden  Bezeichnungen 
''4,2=^0^4— 4aja3-f-3a2^e74,3=aoa2a4—aoa3^—a,2a4+2a,a2a3-a2^ 

die  Form  ^3  _  30^^.^^  -  432e2,,3  =  0 

erhält.    Die  Grössen  J4.2  und  e74,3  sind,  da  die  Doppelverhält- 

31* 
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nisse  durch  lineare  TransformatioDen  ihre  Werihe  nicht  ändern, 
Invarianten  der  biquadratischen  Form  und  zwar  die 
quadratische  und  cubische  Invariante  derselben^  wie  es  durch 
ihre  zweiten  Indices  angedeutet  ist.  Ihre  Bedeutung  erhellt 
daraus ,  dass  für  J^^j  =  0  nothwendig  zwei  der  Grossen  D  ein- 
ander gleich  werden,  so  dass  eines  der  drei  fundamentalen  Dop- 
pelverhältnisse den  Werth  —  1  hat;  und  dass  für  J^^^^O 
nothwendig  D.^:  D^^  D^:  D^  =  D^i  D^  ist,  so  dass  alle 
drei  fundamentalen  Doppelverhältnisse  den  nämlichen  Werth 
haben.  (Art.  338,  1.)  Der  Gleichheit  zweier  Werthe  von  ö  end- 
lich entspricht  nach  dem  vorigen  Artikel  die  Relation 

«^4.2"'  -  27  J^^^  =  0,  d.  i.  ^D,»2),»D3»  =  0 
und  das  Zusammenfallen  zweier  Wurzeln  a  der  biquadratischen 
Gleichung;  es  ist  also  die  zusammengesetzte  Invariante 

die  Discriminaute  der  biquadratischen  Form.  Ihren 
entwickelten  Ausdruck  in  Function  der  Goef&cienten  erhält  man 
durch  Elimination  der  Veränderlichen  aus  den  für  den  Fall 
gleicher  Wurzeln  zugleich  geltenden  Bedingungen 

-\-54aQa^^a2a^^  —  6  aQÜ^^a^^a^—  180aQa^a2^a^a^-^-  108aQa^a2ai^ 
+  81  ÜQÜ^^a^  —  54  aQa2^a^'^— 27  a  ^*a^'^+l08a^^a2a^a^ — 6iai\^ 

oder  in  der  Determinantenform 

ayöf4  —  Uitt^,  a^a^  —  a^a^,  a^a^  —  a^ 
Man  erhält  auch 

J"     3  .  J"     2 

und  für  s  als  die  Summe  eines  Paares  d,  +  dr^  der  recipro- 
ken  fundamentalen  Doppelverhältnisse  der  Gruppe  der  a 

108  J,.3^(«  -  1)'  -  J,,,\s  +  2)  (2s  -  öy  =.  0, 
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so  dass  die  Dopelverhältnisse  der  Gruppe  nur  von 
dem  Verhältniss  des  üubus  und  des  Quadrats  der 
beiden  Invarianten,  d.  i.  der  absoluten  Invariante 
der  biquadratischen  Form,  abhängen,  welche  durch 
lineare  Transformation  gar  nicht  geändert  wird. 
Das  Auftreten  von  Gruppen  gleicher  Wurzeln  in  der  biqua- 
dratischen Gleichung  charakterisirt  sich  gleichfalls  durch  diese 
Invarianten  und  ihre  partiellen  Differentiale. 

Wenn  man  in  17  =  0  für  x^  und  Xj  die  Werthe  ?yi  +  wt^er, , 
^7  -f~  mjETj  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

Wenn  dann  wieder  die  durch  die  Coordinaten  y  und  z  dar- 
gestellten Elemente  ß  und  y  heissen,  so  sind  die  Wurzeln  der 
letztgeschriebenen  biquadratischen  Gleichung  die  Theilungsver- 
hältnisse  der  Elemente  a  in  Bezug  auf  das  Paar  ß^  y,  also 

yot     yof,    ya.     ytu       i        ßinjya,        . 
ßar  ßa^'  ßtfj'  ^«4  Binßi;'   ^^^• 

Den  Relationen 

entspricht  die  Beziehung 
den  andern 

ebenso 

y«i .  y«i  ,  y«i .  y«?  ,   ^tc.  =  ()• 

ßa^     (Ja,    *    (Ja,     P^j  ' 

und  den  letzten 
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endlich  ,  +  etc.  =  0. 

P«!  pa«  ffa, 

Diese  Relationen  sind  in  entwickelter  Form  respective 

+  («i^i^  +  3«2yt^y2  +  303^1^2^  +  ^4y2')^2  =  ^y 

Kyi^  +  2a,yiy,  +  a2y2%'  +  2(a,yi2_^2a2y,yj  +  ff3y22);&,^2 

+  («2yi'  +  2a3yiy2  +  Ö4y2^)V  =0. 

+(«3^1 +«4^2)^  =  0, 

und  bestimmen  je  ein,  zwei  oder  drei  Elemente  Yon  den  Co- 
ordinaten  e ,  welche  dem  Element  von  den  Coordinaten  y  als 
harmonische  Polarsysteme  erster,  zweiter  und  drit- 
ter Ordnung  in  Bezug  auf  die  Elemente  der  biquadratischen 
Gleichung  entsprechen.  Aus  der  Natur  und  Form  dieser  Re- 
lationen erhellt,  dass  für  y  als  harmonisches  Element  erster, 
zweiter  oder  dritter  Ordnung  von  ß  auch  ß  als  harmonisches 
Element  dritter,  zweiter,  erster  Ordnung  von  y  folgt,  und 
dass  das  Zusammenfallen  von  ß  mit  einen}  der  Elemente  a 
auch  das  Zusammenfallen  je  eines  der  harmonischen  Elemente 
der  verschiedenen  Stufen  mit  demselben  Elemente  a  nach  sich 
zieht;  während  das  zweite  harmonische  Element  der  zweiten 
und  die  beiden  andern  harmonischen  Elemente  der  dritten  Ord- 
nung respective  das  harmonische  Element  erster  Ordnung  und 
die  harmonischen  Elemente  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf 
das  System  der  drei  übrigen  Elemente  a  bilden. 

341.  Wenn  man  analog  in  die  allgemeine  homogene  Glei- 
chung n**°  Grades  mit  zwei  Veränderlichen  die  Substitutionen 
der  vorigen  Artikel  macht,  so  lässt  sich  das  Ergebniss  auf  Grund 
des  Taylor'schen  Theorems  ganz  ebenso  wie  vorher  angeben: 
Es  ist  in  den  äquivalenten  Formen 


+--:-'^i-'n.^[{>,^,,+.,;^'v.\ 


+  ...  +  m«ü,  =  <S 
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darzustellen  und  liefert  in 

etcdie Gleichungen  der  yerschiedenenPolarsysteme; 
wenn  eine  derselben  in  Bezug  auf  die  0  Yom  Grade  r  ist,  so 
ist  sie  in  Bezug  auf  die  y  vom  Grade  (n  —  r) ,  sie  stellt  im 
ersten  Falle  das  Polarsystem  r**'  Ordnung  für  den  Pol  y  in 
Bezug  auf  das  System  der  x,  im  zweiten  Falle  das  Polarsystem 
(n  —  rY"  Ordnung  für  den  Pol  z  in  Bezug  auf  das  System 
der  X  dar.  Dieser  allgemeinen  Ausdrucksweise  entspricht  die 
geometrische  Charakteristik ,  wonach  das  Polarsystem  (w — r)^*' 
Ordnung  eines  gegebenen  Systems  von  n  Elementen  x  in  Bezug 
auf  ein  Element  y  aus  (w  —  r)  Elementen  y  besteht,  für  wel- 
che die  Summe  der  Gombinationen  ihrer  Theilverhältnisse  zu 
(n  -  r)  den  Werth  Null  hat 

Die  entwickelte  Form  jener  Gleichungen  der  verschiede- 
nen Polarsysteme  lässt  sich  durch  ein  Symbol  von  der  Form 
(«y"~''a/)  =  0  ausdrücken ;  wenn  in  demselben  die  Klammer 
den  Inbegriff  der  Producte  bedeutet,  die  aus  den  verschiede- 
nen Factoren  r*«"»  Grades  in  z  mit  den  Polynomen  (w  —  r)*«° 
Grades  in  y  gebildet  werden,  oder  auch  derer,  die  aus  den 
Terschiedenen  Factoren  (n  —  r)****  Grades  in  e  mit  den  Poly- 
nomen r*«"  Grades  in  y  gebildet  werden.  Diese  Symbolik  be- 
gründet die  folgenden  Sätze :  Gehort  j^  zum  Polarsystem 
(n — r)*"  Ordnung  von  z^  so  gehörte?  zum  Polarsystem 
r*"  Ordnung  von  y.  Das  Polarsystem  (w—l)*®*  Ordnung 
wird  als  das  erste,  das  Polarsystem  (w  — r)*«'  Ordnung  als  das 
r**,  das  Polarsystem  erster  Ordnung  als  das  (n — l)^  bezeich- 
net,  so  dass  das  Originalsystem  den  Ursprung  einer  Reihe  von 
Polarsystemen  in  der  natürlichen  Zählfolge  bildet.  Bildet  man 
das  p*«  Polarsystem  des  Systems  x  für  das  Element  u,  das  g*® 
des  neuen  Systems  für  das  Element  e,  etc.  und  gelangt  so  end- 
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lieh  zu  einer  Gleichung  vom  Grade  t,  der  ein  Element  y  ent- 
spricht,  so  bleibt  derselbe  Zusammenhang  noch  bestehen^  wenn 
man  in  irgend  einer  Weise  gleichzeitig  die  Elemente  i/,  g,  w,... 
und  die  Ordnungszahlen  t,q,p,,,»  der  Poiarsysteme  vertauscht. 
Denn  in  einem  Product  ay^Ot^au* ...  ist  die  Ordnung  der  Fac- 
tören  gleichgültig.  Weil  femer  ay^at^^at*  =  aj^a,^-^*  ist,  so 
hat  man  den  Satz:  Wenn  man  für  das  gegebene  Sy- 
stem das  t^^  Polarsystem  in  Bezug  auf  den  Pol  z  und 
für  das  neue  System  das  g*®  Polarsystem  in  Bezug 
auf  denselben  Pol  bildet,  so  ist  das  letztere  auch 
das  {t  +  g)*®  Polarsystem  des  ersten  für  jenen  Pol. 
und  weil  (ay*»~'"'a,'a„')  sich  nicht  ändert,  wenn  man  je?  mit 
u  und  ^  mit  g  vertauscht,  so  ist  das  q^^  Polarsystem  des 
Pols  u  für  das  t^^  Polarsystem  des  Pols  z  auch  das 
i^  Polarsystem  des  Pols  0  für  das  c^  Polarsystem 
des  Pols  u. 

Das  (n  —  l)*®  Polarsystem  ist  von  der  ersten  Ordnung; 
denkt  man  das  gegebene  System  aus  einem  Elemente  &x"=^ 
und  einem  System  von  (n — 1)  Elementen  ((;a»""^)=0  gebil- 
det, so  ist  n(aya,*~^)  =  fey(c,"~^)  +  (w —  l)fta(Cy<^**~*);  ^ 
ty  =3  0  und  (Cj,o,*~^)  =  0  ist  also  auch  (aya,*~*)  =0,  d.  h, 
die  (w  —  2)*®  Polare  eines  Syiems  von  (w  —  1)  Elementen 
ist  auch  die  (n  —  1)*®  Polare  des  Systems,  welches  aus  jenen 
(w  —  1)  Elementen  und  ihm  selbst  gebildet  wird. 

Fallen  p  Elemente  des  gegebenen  Systems  zusammen,  so 
enthält  das  r^^  Polarsystem  eines  beliebigen  Elementes 

das  betreffende  Element  {p  —  r)  mal.  Ist  das  vielfache  Ele- 
ment c,  zugleich  der  Pol,  so  folgt  aus  (a,*)  =  cj^ihx^"'^)  durch 
Bildungdesr*«"  Polarsystems (ay*'~'*a,'")  =  Const.  c/(6y*"^~'"ft,''), 
d.  h.  das  r^®  Polarsystem  des  vielfachen  Elements 
selbst  besteht  aus  diesemElement  als  einempfachen 
und  aus  der  r*«^  Polare  desselben  in  Bezug  auf  die 
übrigen  (n—p)  Elemente  des  Systems.  Für|?4-''>« 
wird  {üy^'^'a»'')  =  0  zur  Identität  und  das  Polarsystem  wird 
unbestimmt. 

Wenn  man  unter  («y")  die  Form  Uy  versteht  und  durch 
Uiy  IJij  ihre  ersten  und  zweiten  Differentiale  nach  den  Ver- 
änderlichen y«;  yi  und  yj  ausdrückt,  wie  folgt, 
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SO  erhält  das  erste  Polarsystem  oder  das  Polarsystem  (n — 1)*®' 
Ordnung  von  e  den  Ausdruck  ü^j^er,  +  fTjjefj  =  0,  und  man 
kann  in  einer  analogen  Weise  auch  die  übrigen  Polarsysteme 
darstellen.  Diese  Darstellung  führt  zur  bequemen  Erläuterung 
weiterer  wichtiger  Functionen  ^^*).  Wir  verfolgen  sie  zunächst 
an  dem  Beispiel  der  cubischen  und  biquadratischen  Formen. 

342.  Das  Polarsystem  zweiter  Ordnung  oder  das  erste 
Polarsystem  einer  cubischen  Form,  welches  die  Gleichung. 

(öoyi+öi»2)^i^+2(a,!/,  +  a2y2)^i^2+(a2yi  +  «3y2)V  =  ^ 

ausdrückt  (Art.  339) ,  reducirt  sich  für  gewisse  Pole  y  auf  ein 
Paar  zusammenfallender  Elemente  oder  auf  ein  Doppelelement 
e]  diese  Pole  sind  bestimmt  durch  die  Bedingung  der  Gleich- 
heit der  Wurzeln  der  vorigen  Gleichung,  d.  h.  durch 

(»0^1  +  Öiy2)(«2yi  +  «3^2)  —  («1^1  +  «2^2)^  =  ^ 

oder 

(«002  —  ai*)yi*  +  K03  —  «i  Ö2)  ViVz  +  («1Ö3  '-0'^)y2  =  0. 

Da  die  obige  Gleichung  des  ersten  Polarsystems  nach  dem 
Schluss  des  vorigen  Art.  auch  durch  CT,  jer^  -f-  CTj^erj  «f  0  dar- 
gestellt ist,  so  erhält  man  die  Bedingung  der  Gleichheit  der 
Wurzeln  z  durch  Elimination  der  z  zwischen  den  Differen- 
tialen    Uxx^\  +   ^^12^2  =  0,     fTji^i  +   E/22^2  =  O9    ^^^   i^   ^^^ 

Form  TJ^x  ^22 —  ^12^*=  ^5  ^^  wollen  schreiben  £"=0.  Wenn 
man  zwischen  denselben  Gleichungen  die  y  eliminirt,  so  er- 
hält man  eine  andere  Gleichung  H  «=.0  vom  zweiten  Grade 
in  den  z^  wie  die  vorige  in  y.  Es  giebt  also  für  jedes 
System  von  drei  Elementen  eine  Gruppe  von  zwei 
Polen,  deren  Polarsysteme  zweiter  Ordnung  je  ein 
Doppelelement  bilden,  und  diese  Doppelelemente 
sind  durch  die  Gleichung  bestimmt 

Da  die  Gleichung  TJ^  ^1  +  TJ^z^^^^  auch  das  erste  Polar- 
system für  ein  allgemeines  System,  von  n  Elementen  darstellt, 
so  führt  die  Elimination  der  Veränderlichen  zwischen  ihren 
Differentialen  für  jedes  System  zur  Bestimmung  der  (2w — 4) 
Pole  (H  =  0),  deren  Polarsysteme  Doppelelemente  besitzen 
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und  zur  Bestimmung  dieser  Doppelelemente  selbst;  ihr  Aus- 
druck ist  allgemein 

^11  ^22  —  ^n  =  0  oder  J  —  0. 
Da  die  Lage  dieser  Doppelelemente  nur  von  dem  gegebenen 
System;  aber  nicht  von  der  besonderen  Art  seiner  Beziehung 
auf  gegebene  feste  Elemente  abhängig  sein  kann,  so  ist  die 
analytische  Verbindung  von  H  und  U  von  der  Art,  dass  sie 
durch  eine  lineare  Transformation  der  Veränderlichen  nicht 
gestört  wird,  d.  h.  das  ursprüngliche  H  geht  aus  dem  ursprüng- 
lichen U  als  dieselbe  Function  seiner  Coefficieuten  und  der 
Veränderlichen  hervor,  wie  das  transformirte  H  aus  dem  trans- 
formirten  U.  Solche  Functionen  heissen  Covarianten  der 
Function  U,  und  die  in  Rede  stehende  bezeichnen  wir  nach 
ihrem  Entdecker  als  die  Hesse'sche  Covariaute  des  Sy- 
stems. Als  allgemeines  Symbol  einer  Co  Variante  konnten  wir 
Cn,r  benutzen ,  wo  n  den  Grad  der  gegebenen  Form  und  v  den 
der  Co  Variante  in  den  Veränderlichen  bezeichnet;  H  ist  dann 
identisch  mit  C«,2«_4 .  Die  Hesso'sche  Covariante  für  eine  binäre 
quadratische  Form  ist  die  Discriminante  derselben. 

Es  giebt  ferner  Pole,  deren  erste  Polaren  für 
das  gegebene  System  ihre  Polare  für  das  System  der 
beiden  Doppelelemente  als  Element  enthalten;  sie 
bestimmen  sich  durch  das  Zusammenbestehen  der  Gleichungen 

C^^i"f"  ^2^2  =  ^  ^^^  -ffi^i  +  ^2^2*^^»  ^°^  ^^®  Elimination 
der  0  zwischen  diesen  Gleichungen  liefert  eine  Gleichung 

T^  U^H^—  CTjir,  =0 

vom  dritten  Grade,  während  die  Elimination  der  y  zwischen 
ihnen  auf  eine  andere  Gleichung  vom  dritten  Grade  (T  =  0) 
führt.     Man  hat  für  die  cubische  Gleichung 

2(aoa2-ai2)yi+(aoa3-a,a2)y2,(aoa3-aia2)y,+2(a,03-aj*)y2' 
'oder 

r=(ao'a3+2ai-'—3aoaia2)yi5—3(ai2a2+aoaia3— 20002^)^1^2 
-f-3(a,2a3— aoa2a3— aia22)yjyj2+ (aj  0203— 2  02^  —  aoOy2'*=0 

als  Gleichung  dieser  gemeinschaftlichen  Elemente. 

Und  wieder  gelten  dieselben  Betrachtungen  allgemein;  fOr 
das  System  von  n  Elementen  giebt  es  Elemente,  deren  erste 


r= 
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Polaren  ([n  —  1)*"  Ord.)  für  das  gegebene  System  mit  ihren 
ersten  Polaren  ((2w  --  5)*®'  Ord.)  für  das  System  der  durch 
die  Hesse'sche  Covariante  ausgedrückten  Doppelelemente  ein 
gemeinschaftliches  Element  haben.  Die  Elimination  zwischen 
den  Gleichungen  von  jenen^  d.  i.  allgemein  zwischen 

U\^i  +  ^2^2  =  0  und  H^0^  +  flj^j  =  0 
liefert   die   sie   und    diese    gemeinschaftlichen   Elemente    be- 
stimmenden Gleichungen  T  =  0  und 

welche  beide  vom  Grade  (3« — 6)  sind.  Diesen  gemeinsamen 
Elementen  entspricht  eine  Covariante  vom  (3n  —  6)*«° 
Grade,  die  man  als  die  Jacobi'sche  Covariante  von  U 
und  H  bezeichnet.     Ihr  allgemeines  Symbol  wäre  C«,  sn-e  • 

Wenn  man  die  Elemente  der  Hesseschen'  Covariante 
^j,  y^  zu  den  fundamentalen  wählt,  so  dass  diese  selbst  sich 
auf  das  Product  yj  y^  reducirt,  so  muss  a,  ==«2=0  sein  und 
man  erhält  die  gleichzeitigen  einfachen  Ausdrücke  der  cubi- 
schen  Form,  ihrer  Discriminante  und  ihrer  Covarianten 

^=Ooyl^+«3y2^    ^  =  *^3M  =  »0^«3S    ^=Q;2  =  «0«3yty27 

aas  ihnen  aber  die  allgemeingültige  Relation 

J3,^D'=  (73,3^4- 4(73,23   oder   JU=T'  +  AE}. 

Zugleich  liefert  jene  reducirte  Form  eine  geometrische  Be- 
ziehung der  beiden  Elemente  der  Hesse'schen  Covariante  zu  denen 
der  Originalform.  Denn  für  ^ —  a^ :  «o  =  «  und  ö,  ö^  als  die 
beiden  imaginären  Cubikwurzeln  der  Einheit  sind  y^  — «^2=0, 
y^  -r-  aiiy2=^0y  y,  —  a^'^y^^=i)  die  drei  Elemente  a„  «jj  «n 
der  gegebenen  cu bischen  Form^  und  die  drei  fundamentalen 
Doppelverhältnisse  der  Gruppen  i/^,  a^^  a^y  «3  und  1^29  ^v  ^2«  ^3 
sind  respective  sämmtlich  gleich  — ö  im  einen  und  gleich  — ö^ 
im  andern  Falle.     Beispielsweise  ist 

(^i  «i  «2  «3)  =  -^  •  ^rzTi  =  —  ö- 

Die  Elemente  der  Hesse'schen  Covariante  sind  da- 
her diejenigen  Elemente,  welche  mit  denen  der 
cubischen  Form  selbst  Systeme  von  gleichen  fun- 
damentalen Doppelverhältnissen  bestimmen.    Da  die 
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Zeichenänderung  von  a  im  Vorigen  die  Elemente  der  cnbi< 
sehen  Govariante  liefert^  so  bilden  die  Elemente  der  cu- 
bischen  Form  und  die  ihrer  cubischen  Govariante 
drei  Paare  von  Elementen,  welche  in  Bezug  auf  das 
Paar  der  quadratischen  Covariante  einander  har- 
monisch conjugirt  sind;  oder  jene  sechs  Elemente 
bilden  eine  Involution,  welche  diese  letzteren  zu 
Doppel elemeüten  hat.  Und  überdies  erkennt  man^  dass 
die  cubische  Govariante  der  cubischen  Form  die 
drei  Elemente  repräsentirt,  von  denen  jedes  zu 
einem  Elemente  der  Form  in  Bezug  auf  ihre  beiden 
andern  Elemente  conjugirt  harmonisch  ist.  Denn 
das  Element^  welches  mit  y^  —  ay2  =  0  zu  y^  —  «öy^  =  0 
und  yj  —  «0^^2=0  conjugirt  harmonisch  ist,  ist  y^'{-ay2=0. 

Äufg.  Wenn  ein  Kegelschnitt  einem  Dreieck  so  umgeschrieben 
ist,  dass  die  drei  Oeraden,  welche  den  Tangenten  desselben  in 
den  Ecken  des  Dreiecks  in  Bezug  auf  die  anstossenden  Seiten 
harmonisch  conjugirt  sind,  in  einem  Punkte  zusammentreffen,  so 
bestimmen  die  von  diesem  Punkte  ausgehenden  Tangenten  des 
Kegelschnitts  mit  jenen  zwei  Systeme  von  gleichen  fundamentalen 
Doppelverhftltnissen.  *®^) 

Für  den  Kegelschnitt  X2X^'{'X^x^  +^1^2  =  ^  ™^  ^^®  '^^" 
genten  in  den  Ecken  durch  ajj-t'^a*"^»  ^3  +  ^i=0,  x^-^-x^^O 
und  ihre  harmonisch  conjugirten  durch  X2  —  x^  ^=*0y  etc.  dar- 
gestellt; dieselben  gehen  durch  den  Vxmki  x^  ^=  x^'^  x^,  und 
ihre  Schnitte  mit  rr^o^O  sind  durch  x^X2{x^  —  X2)=yi  dargestellt. 
Das  Tangentenpaar  von  jenem  Punkte  an  den  Kegelschnitt  Lit 
(Art.  326)  durch 

(a?!  +  ^2  +  ^3)^  —  3  {X2X^  +  x^x^  +  «1 X2)  =  0, 

und  seine  Schnitte  mit  a^«=0  sind  also  durch  x^^ — a;,X2+a?2^=0 
ausgedrückt.  Dies  ist  aber  die  Hesse'sche  Govariante  einer  *cn- 
bisdien  Form  für  af^  '«'^  a^  =  0,  3a,  =  1,  Soj  =  —  1,  also  der 
Form  Xy^X2  —  x^X2^^=0.  Det  dualistisch  entsprechende  Satz 
kann  ebenso  bewiesen  werden. 

343.  Die  Hesse'sche  und  die  Jacobi'sche  Govariante  sind 
schon  im  Vorigen  als  Govarianten  nachgewiesen  worden, 
welche  jede  binäre  Form  von  einer  die  zweite  übersteigenden 
Ordnungszahl  besitzt;  wir  entwickeln  sie  nun  auch  f&r  die 
biquadratische  Form  und  unterwerfen  sie  einer  kurzen  Be- 
trachtung. Wenn  das  erste  Polarsystem  der  biquadratischen 
Form,  welches  die  Gleichung 
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(«•»1  +  «1  yj)^!^  +  3  (a,  Vx  +  «2  y2W^2  +  3  ia^Vx  +  a^Vi)  ^i  V 

+  (ö3yi  +  «4y2)V  =  <^ 

darstellt,  ein  Doppelelement  baty  so  dass  gleichzeitig  die  durch 
DiÖerentiation  entspringenden  Relationen 

Kyi  +  «iy2)V  +  2(aiy,  +  ö2y2)^i^2+(ö2yi+«3y2)V=o, 

(«1^1  +  «2^2)^1^+  2  («2^1  +«3^2)^1  ^2  +  («3*1  +  «4y2)  V  =  0 

erfüllt  sind^  so  ist  die  Resultante  dieser  Gleichungen  oder  die 
Discriminante  der  Torigen  Gleichung  oder  die  Hesse'sche  Co- 
variante der  Form  selbst  gleich  Null,  d.  h. 

{(ao«3  —  «1  Ö2)yi^  +  K«4  -  «1  «3)yi  y-i  +  iP\  «4  —  «2«3)y2'}  ^ 

==  {(öo«2  —  «i')yi^  +  («o«3  —  <^\<^2)y\y2  +  («i  «3  —  Oy2^} 

{(0,03  —  a2«)yi^  +  (»,«4  -  a2«3)y.y2  +  («2«4  —  Oy2'} 

und  in  entwickelter  Form 

'\'2{a^a^'- a^a^y^y^^+{a^a^--- a^^)y^^ =0  oder  H A.  i.  (74,4  =  0. 

Sie  ist  zugleich  die  Hesse'sche  Covariante  des  ersten  Po- 
iarsystems  der  biquadratischen  Form  undhezeichnet  daher 
nicht  nur  die  Doppelelemente  des  ersten  Polar- 
sjstems  der  Form,  sondern  auch  diejenigen  Ele- 
mente, die  mit  den  drei  Elementen  dieses  Polar- 
Systems  je  ein  System  von  gleichen  fundamentalen 
DoppeWerhältnissen  bilden. 

Die  Jacobi'sche  Covariante  von  U  und  H  oder 

T—  UxH2—  U^S^^O 
ist  in  entwickelter  Form 

+(5aoa,a4— 15aoa2«3+10aiVOyiW+(10a,'a4--10aoa32)yiV2' 
+(15«ia2Ö4—^ö^o«3«4—10aia3^)y,'y2*+(9«2^öt4—ao«4^— 2010304 

und  bestimmt  durch  Gleichsetzung  mit  Null  jene 
sechs  Elemente,  in  welchen  ein  Element  des  ersten 
Polarsystems  in  Bezug  auf  das  System  der  biqua- 
dratischen Form  selbst  mit  einem  Elemente  des 
ersten  Polarsystems  in  Bezug  auf  das  System  der 
Hesse'schen  Covariante  derselben  zusammenfällt; 
nach  dem  Vorigen  bildet  jedes  von  ihnen  mit  den 
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Elementen   des   ersten   Polarsystems    eine    harmo- 
nische Gruppe. 

Für  a|  <=  ^3  <=s  0  reduciren  sich  die  Invarianten  und  Co- 
varianten der  biquadratischen  Form  und  diese  selbst  auf  die 
Formen 

T  =  c^B  =  (V«4  —  9«oO  yi'y2  +  (9  <«4  —  «o«4*)  yi  Vs* 
=  (ao«4  -  9a2^)(öoyi^  —  Ö4y2*)yiy2- 

Man  findet  aus  diesen  reducirten  Formen  die  allgemein  gül- 
tige Relation 

Aber  für  die  durch  diese  Beduction  gegebene  Beziehung  auf 
die  fundamentalen  Elemente  ergiebt  sich  nach  der  Form  von 
UxxndH,  dass  sie  in  Factoren  von  der  Form  yj^  —  ^y^^^sO, 
yj*  — vy2^  =  0  zerlegbar  sind,  während  zugleich  die  Covariante 
T  drei  Paare  y,  y2=Qt  yi^  —  ^y2^=0,  yi^4"^y2^=^  reprSsen- 
tirt,  und  dies  giebt  den  Satz:  Die  vier  Elemente  einer 
biquadratischen  Form  und  ebenso  die  ihrer  Hesse- 
schen Covariante  bestimmen  drei  Involutionen,  und 
die  drei  Paare  ihrer  Doppelelemente  —  welche  für 
beidedieselbensind,  und  die  durch  dieVergleichung 
der  Covariante  C^,q  mit  Null  bestimmt  werden  — 
sind  in  solcher  gegenseitiger  Beziehung,  dassjedes 
von  ihnen  für  die  Involution  der  beiden  andern  das 
Paar  der  Doppelelemente  ist. 

344.  Denken  wir  durch  Z7=0,  F=0  oder  durch  (ax*)=0 
und  (6a,'»)=0  zwei  binäre  Formen  n*®^  Grades  repräsentirt  und 
durch  sie  zwei  Systeme  von  n  Elementen  in  Gebilden  erster 
Stufe  ausgedrückt,  so  giebt  die  Gleichung  (a,")  +  >L(6,«)=  0 
für  X  als  einen  veränderlichen  Parameter  eine  Reihe  von 
Elementargruppen,  welche  je  aus  n  Elementen  bestehen,  und 
deren  jede  durch  eines  ihrer  Elemente  bestimmt  ist,  während 
offenbar  das  ganze  System  durch  jede  zwei  seiner  Gruppen 
von  n  Elementen  bestimmt  wird.  Man  nennt  es  ein  invo- 
lutorisches  System  vom  n**°  Grade.  Die  ersten  Polar- 
systeme eines  gegebenen  Systems  n*®°  Grades  bilden  eine  In- 
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Yolation  vom  (n — 1)**°  Grade.  Unter  seinen  Gruppen  giebt 
es  solche^  welche  Doppelelemente  enthalten;  mit  der  Bezeich- 
uung 

„       1  a(0     ^       1  HK') 

Ui  ^=* ö •      Vi  ■=* ö 

•        n    dXi    '  n    dx^ 

(Art.  341)  entsprechen  diese  der  gleichzeitigen  Erfüllung  der 
beiden  Gleichungen  CTj  +  ^  l^i  =  0,  CTj  +  A  Fj  =  0,  oder  sind 
bestimmt  durch  die  Gleichung  (2n —  2)*«°  Grades 

die  Elimination  der  x  giebt  eine  Gleichung  von  demselben 
tirade  zur  Bestimmung  der  entsprechenden  Werthe  von  A. 
Die  Gleichung  dieser  Doppelelemente  ist  die  Jacobi'sche 
Determinante  der  Functionen  ü  und  Fund  natürlich 
eine  Co  Variante  derselben;  die  Bestimmung  der  Doppel- 
elemente in  der  quadratischen  Involution,  die  in  Art.  336 
gegeben  wurde,  ist  der  einfachste  specielle  Fall  davon.  Die 
Zahl  der  Doppelelemente  der  oben  erwähnten  Involution  der 
ersten  Polarsysteme  ist  2n — 4,  wie  im  Art.  342  gefunden  ist. 
Man  nennt  zwei  Involutionen  projectivisch,  wenn 
der  veränderliche  Parameter  A  in  beiden  derselbe  ist,  der  ihre 
entsprechenden  Gruppen  bestimmt.     Die  Gleichungen 

(a,-)  +  A(M)  =  0,  (c,-)  +  A(4-)  =  0 

repräsentiren  zwei  projectivische  Involutionen.  Damach  gilt 
der  Satz:  Wenn  man  von  einem  involutorischen  System  aus- 
gehend und  eine  beliebige  Zahl  fester  Pole  benutzend  die 
Polarsysteme  derselben  Stufe  nach  einander  für  alle  Gruppen 
des  Systems  bildet,  so  sind  alle  Reihen  dieser  Systeme  invo- 
lutorisch  und'  diese  Involutionen  zu  einander  projectivisch.. 
Die  ersten  Polarsysteme  irgend  zweier  Systeme  bilden  projec- 
tivische Involutionen,  in  denen  je  zwei  entsprechende  Gruppen 
demselben  Pol  entsprechen.  Da  die  (n  —  1)*®°  Polarsysteme 
insbesondere  Gebilde  erster  Stufe,  nämlich  einfache  Punkt- 
reihen oder  Strahlbüschel  sind,  so  soll  das  Doppelverhältniss 
von  irgend  vier  Elementen  dieser  Reihe  auch  das  der  ent- 
sprechenden Gruppen  der  gegebenen  Involution  oder  der  für 
ein  beliebiges  Element  gebildeten  Polarsysteme  heissen.  Da 
da£»elbe  nur  von  den  Werthen  der  X  abhängig  ist,  so  erhält 
man  den  Satz:   Das  Doppelverhältniss  einer  Involu- 
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tion  von  vier  Gruppen,  welche  durch  Polarisirung 
aus  vier  Gruppen  einer  gegebenen  Involution  ent- 
standen sind,  ist  gleich  dem  Doppelverhältniss  der 
letzteren  und  von  dem  als  Pol  benutzten  Elemeut 
unabhängig. 

In  projectivischen  Involutionen  giebt  es  entsprechende 
Gruppen,  welche  ein  Element  gemein  haben,  und  da  sie  durch 
die  Gleichung  (a,*)  {d^^)  —  (6,*)  (c»*")  =  0  bestimmt  werden, 
die  aus  der  Elimination  des  Parameters  zwischen  den  Glei- 
chungen der  Involutionen  entspringt ,  so  ist  ihre  Anzahl  für 
zwei  Involutionen  von  den  respectiven  Graden  m  und  n  gleich 
(m  -f-  w)- 

Man  darf  dies  auch  so  aussprechen  und  kann  es  ganz 
ebenso  beweisen,  wie  den  Satz  des  Art.  299,  302:  Wenn 
in  einem  Gebilde  erster  Stufe  zwei  Reihen  von 
Elementen  sich  gegenseitig  so  entsprechen,  dass 
jedem  Element  der  ersten  n  Elemente  der  zweiten 
und  jedem  Element  der  zweiten  m  Elemente  der 
ersten  entsprechen,  so  existiren  (m -{- n)  Elemente, 
welche  mit  ihren  jedesmaligen  entsprechenden  zu- 
sammenfallen. Denn  für  A,  A'  als  die  Theilverhältnisse 
entsprechender  Elemente  in  Bezug  auf  zwei  feste  Elemente 
des  Systems  ist  der  algebraische  Ausdruck  der  ausgespro- 
chenen Beziehung  von  der  Form 

(tto  A''"  +  fli  A'"»-  ^  -f  etc.)  A»  +  etc.  =  0 

und  liefert  für  A  =  A'  eine  Gleichung  vom  Grade  (m-f-w)  zur 
Bestimmung  von  A. 

Wenn  die  Formen  (a,*)  und  (&»*•)  einen  Factor  vom 
Grade  p  gemeinsam  haben,  so  gehören  die  entsprechenden 
Elemente  jeder  Gruppe  der  Involution  an,  und  dieselbe  be- 
steht aus  p  festen  Elementen  und  einer  Involution  vom 
(n  —  p)**"  Grade;  wenn  das  Nämliche  mit  den  Formen  (Cx*) 
und  (dar"*)  für  einen  Factor  vom  Grade  p  der  Fall  ist,  so  zer- 
fällt die  Gleichung  der  beiden  Involutionen  der  gemeinschaft- 
lichen Elemente  (a^*)  (cix"*)  —  (6,")  {Cz"')  =  0  in  die  Pactoren 
von   den   Graden  p   und  p    und   einen  Factor   vom  Grade 

w  +  w  —  (p  +  P)' 

Enthält  eine  bestimmte  Gruppe  der  einen  involutorischen 
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Reihe  einen  Factor  |>facb,  die  entsprechende  Gruppe  der  an- 
dern denselben  Factor  qid^ch^  so  tritt  das  betreffende  Ele- 
ment mit  der  Yielfachheit  der  klein  ern  von  diesen  beiden 
Zahlen  in  die  Gruppe  der  gemeinsamen  Elemente  der  Iuto- 
lutionen  ein.  ^^•) 

Aufg.  1.  Man  zeige  die  harmonische  Theilung  der  Doppel- 
elemente durch  die  Paare  der  quadratischen  Involution. 

Die  Gleichung  der  quadratischen  Involution  (aj^)  -|-  l  (hj^)  «=»  0 
oder  (a„+i6i,)a;,«  +  2(a,2+i6i2)«i«2  +  K2+^2>22)  V=0  lie- 
fert für  die  beiden  aus  (aj,  +  ^^n)  (^2 +'^^22)'*=(^i2  +  ^^12)^ 
entspringenden  Werthe  A ,  l"  von  l  zusammenfallende  Elemente. 
Ftlr  sie  gelten  die  IdentilAten  nach  x 

und  man  erhält  ans  ihnen  und  der  Gleichung  der  Involution  durch 
Elimination  der  (a^«^),  (h^'^) 

«*'  (1  -  O  —  ßj  (A  —  il')  —  0   oder    «^^  _  ^2|j^2  „  0, 

d.  h.  (jug  +  (jtßg)  (««  —  (ißg)  sss  0,  welche  projectivische  Reihen 
von  der  angegebenen  Eigenschaft  darstellen,  so  lange  nicht  l'  =  k'' 
ist,  in  welchem  Falle  die  Involution  sich  in  ein  Element  und  ein 
einfaches  Gebilde  auflöst.    (Art.  336.) 

Aufg.  2.  Zu  zwei  Punktepaaren  CA«)«=0,  tn*)=0,  in  der- 
selben Geraden  dasjenige  dritte  Paar  IM  «=  0  zu  bestimmen,  in 
Bezug  auf  welches  die  Punkte  des  ersten  cox\jugirt  harmonisch  sind 
zu  den  Punkten  des  zweiten,  oder  in  Bezug  auf  welches  sie  zu 
einander  polar  sind. 

Wir  denken  die  Doppelelemente  der  aus  den  gegebenen  Paaren 
gebildeten  Involution  als  die  Fundamental-Elemente ,    setzen  also 

Cn«)  =  a„ir,2  +  a^^x^^,     m  =  h,  ,x,^  +  h^^x^^ 
mit  den  Discriminanten   ^^*^^a,|a22,   ^^*^  ^^  &i|2>22i  ^^^  dazu 

Z7<*'>  =  Cijfl;,*  +  2ci2a;,a?2  +  ^2^- 

Wenn  dann  die  unteren  Indices  beiden  CT  Differentiale  nach  den  ent- 
sprechenden Veränderlichen  bezeichnen,  so  erhalten  wir  das  zu  Z7^^) 
in  Bezug  auf  Iß^^  polare  Paar  durch  Einsetzen  von  —  ITj^^^)  und 
ir,<«)  an  Stelle  von  rr,  und  x^  in  Z7^*^  in  der  Form 

Oii(ci2«^i  +'^22  ^2)^  +  «22(^11^1  +  ^12^2)'  =  0, 
und  das  so  bestimmte  Paar  fällt  mit  Zß^^  zusammen,  wenn 

«11^12^  +  «22^11*  =  ^^n       «11^22*  +  «22^12^  =  9^22» 

^11^12^22     1     ^22^11^12  *"  ^ 

sind;  daraus  aber  folgen 

C,2=0,       «22^11^  =  ^^1»       011^22^  =  ^^22» 
Salmon- Fiedler,  an»l.  Oeom.  d.  Kegelschn.  4.  Aufl.  32 
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oder  mit  q  =  Anfl22'  ^ii' ^^  ^ii^ii*  ^2'  ^^^^22^22  ^^^  ^^^ 
Oleichong  des  gesuchten  Paares 

Es  giebt  also  2wei  solche  Paare  in  einem  Elementargebilde  erster 
Stufe.    Zwischen  den  Discriminanten  besteht  die  invariante  Relation 

Aufg,  3.  Zwei  quadratische  Involutionen  besitzen  eine  ge- 
meinsame Gruppe  von  Elementen.     (Art.  302,  10;  337,  4.) 

Wenn  x^  y  die  Elemente  derselben  sind,  und  beide  Gruppen 
auf  ihre  Doppelelemente  a«,  ßx]  7y^  ^y  bezogen  sind;  so  gelten 
für  dies  gemeinsame  Paar  die  Gleichungen 

«»   +    ^ßx   =   0,     yx+    f»^*    =0,     «y  —   A|Sy  =0,     yy   —   ^^y    =  0, 

und  die  Elimination  der  X  und  fi  zwischen  diesen  Paaren  giebt 
die  Gleichungen 

0  =  «x/^y+tty/?, = 2aj/Jiir,yi+(ai/J2+a2/5i)(a^iy2+«2yi)+2a2/^2^2y2' 
0—  y«^y +yA=2y^d,a;,yi  +  (71^2+72^1  X^iy2+^yi)+2M2^j, 
aus  denen  zur  Bestimmung  der  gemeinsamen  Gruppe  folgt 

mit  leicht  erkennbarer  Bedeutung  der  ^;  und  damit 

«iS^i  =  »»^ip  ÄJjyj  =  mil22.  a?iy2  =  »»(A2  +  K^^ii ^22  —  Ai^\ 

^u/^.  4.  Wenn  zwei  projectivische  Gruppen  von  Elementen 
desselben  Grundgebildes  erster  Stufe,  von  denen  die  eine  aus  ein- 
fachen Elementen,  die  andere  aus  Paaren  in  Involution  besteht, 
so  gelegen  sind^  dass  die  Doppelelemente  des  involutorischen  Sy- 
stems mit  den  drei  gemeinschaftlichen  Elementen  beider  Gruppen 
Systeme  von  gleichen  fundamentalen  Doppelverhältnissen  bilden, 
so  entspricht  jedes  der  Doppelelemente  als  Element  der  zweiten 
Gruppe  dem  andern  als  Element  der  ersten  Gruppe. 

Die  Gruppen  sind  durch 

«1  +  i«j  =  0,  K  +  io,)y,»  +  (6,  +  i6,)y2'  =  0 

darstellbar  und  die  gemeinschaftlichen  Elemente  also  durch 

02 0?!^  —  a,a:j*a?2  +  h^x^x^  —  h^x^^^  0. 

Damit  ihre  Hesse^sche  Covariante 

(3a2&2  —  ^\^)^i  +  (^1^2  ■"■  9a26i)i»i«2  +  (30^64 —  h^)x^*^0 

sich  auf  x^x^^^sO  reducirO;  müssen  die  Bedingungen  ^a^h^^^^a^^ 
3a(&|Bs&2^  erfüllt  sein,  was  nur  durch  a|=0»  ^j'^^O  geschehen 
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kann,  wenn  nicht  gleichzeitig  ai&j  =  ^^^i  worden  darf.    Dann 
wird  aber  die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Elemente 

^2^1'  —  ^1*2'  ■*■  ^» 
und  diese  beweist  den  Satz. 

Aufg,  5.  unter  welcher  Bedingung  sind  die  Elemente  einer 
cabischen  Form  U  conjugirt  harmonisch  zu  denen  einer  andern  F? 

Wenn  die  Coefficienten  der  einen  Form  durch  a,  die  der  an- 
dern durch  h  bezeichnet  werden,  so  ist  die  Bedingung 

Wenn  man  die  Coefficienten  der  cubischen  Covarianten  beider 
Formen  abkürzend  durch  A^^  A^y  A^^  A^\  B^,  B^,  etc.  bezeichnet 
(Art  339;  nur  zwei  Zeichenwechsel  unterscheiden  sie  von  den 
Differentialen  der  Discriminante)  und  ebenso  die  der  quadratischen 
Covarianten  durch  üq^»  ^03)  ^131  ^02»  ^^m  ^^  ^^^  ^^^^ 
^363—^60+3^46^—3^4  62=0,  03^3— ae^o+3ö6^i— 3a4J5j— 0 
A^B^—A^B.,  +  ^A^B^—^A^B^^O\  a^ji>,^+a^^\^—2a^jb^~0 

Invarianten,  und  ihre  geometrische  Bedeutung  ist  die  folgende :  Die 
beiden  ersten  drücken  durch  ihr  Verschwinden  aus,  dass  die  drei 
den  Elementen  der  einen  Form  in  Bezug  auf  die  jedesmaligen 
beiden  andern-  conjugirten  Elemente  eine  Gruppe  bilden,  welche 
in  Bezug  auf  die  drei  Elemente  der  andern  Form  cox\jugirt  har- 
monisch ist,  vne  oben  verlangt  wurde;  die  dritte  giebt  durch  ihr 
Verschwinden  die  Bedingung,  unter  welcher  die  beiden  Systeme 
harmonisch  conjugirter  Elemente  zu  den  Elementen  jedes  Systems 
in  Bezug  auf  die  jedesmaligen  beiden  andern  zu  einander  harmo- 
nisch sind ;  und  die  letzte  giebt  die  Bedingung,  unter  welcher  die 
beiden  Paare  der  Elemente  der  Hesse'schen  Covarianten  beider 
Formen  mit  einander  ein 'harmonisches  System  bilden. 

Aufg.  6.  Die  Jacobi'sche  Determinante  der  beiden  Hesse'schen 
Covarianten  der  cubischen  Formen  ist  eine  Covariante  derselben, 
durch  deren  Verschwinden  das  Elementenpaar  bestimmt  ist,  wel- 
ches zu  beiden  Paaren  der  Hesse^schen  Covarianten  harmonisch 
conjugirt  ist,  oder  deren  jedes  mit  den  Elementen  der  cubischen 
Formen  selbst  Systeme  von  gleichen  fundamentalen  Doppelver- 
hftltnissen  bildet. 

Aufg,  7.  Wenn  Z7=0,  7—0,  TT— 0  drei  cubische  Formen 
in  Involution  sind,  und  die  Coefficienten  derselben  durch  a,  h,  e 
respective  bezeichnet  werden,  so  verschwinden  die  vier  Deter- 
minanten des  Systems 
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Einundzwanzigstes  Kapitel. 

Yon  den  Invarianten  und  Covarianten  der 

Systeme  von  Kegelschnitten  oder 

ternären  Formen. 


345.  Im  Vorigen  ist  erwiesen^  dass  die  wichtigsten  Eigen- 
schaften der  geometrischen  Elementarformen  oder  der  Büschel 
und  Reihen  aus  Functionen  hervorgehen^  die  durch  Coordi- 
natentransformation  und  allgemeiner  durch  Uneare  Transfor- 
mationen nur  durch  Hinzutreten  eines  dem  Quadrat  oder  einer 
andern  Potenz  der  Substitutionsdeterminante  gleichen  Factors 
geändert  werden.  So  war  die  Discriminante  des  Art.  334  und 
die  Bedingung  der  harmonischen  Relation  im  Art.  335  und  die 

Functionen  J  und  Jx^i^^K^-i  ^^^  ^^'  ^3^;  3^?  ^^  ^^^^  ^^  ^^^ 
Doppelelemente  der  Involution  darstellende  Jacobi'sche  Deter- 
minante im  Art.  336, 337  und  allgemeiner  des  Art.  344,  oder  die 
Functionen  H  und  T  der  Art.  342,  343;  sie  hatten  den  gemein- 
samen Charakter,  dass  die  auf  die  transformirte  Form  bezüglichen, 
ganz  in  gleicher  Weise  aus  ihren  Coefficienten  wie  aus  denen 
der  ursprünglichen  gebildeten  Functionen  von  jenen,  die  sich 
auf  die  Originalform  beziehen,  nur  um  einen  constanten  Factor 
unterschieden  sind.  Wir  nannten  jene  Functionen,  welche  nur 
die  Coefficienten  der  betrachteten  algebraischen  Formen  ent- 
hielten, Invarianten  und  diejenigen,  welche  selbst  Functionen 
der  Veränderlichen  sind,  Covarianten  derselben.  Wir  über- 
tragen dieselben  Begriffe  und  Benennungen  nun  auf  das  Ge- 
biet der  homogenen  Formen  mit  drei  Veränderlichen. 

Invarianten  sind  gleich  Null  gesetzt  analytische  Ausdrucks- 
formen  von  Eigenschaften  der  durch  die  Gleichungen  darge- 
stellten geometrischen  Gebilde  für  sich  allein  betrachtet;  Co- 
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Varianten  repräsentiren  ebenso  geometrische  Gebilde ,  welche 
mit  den  gegebenen  eine  Relation  besitzen,  die  ebenso  wie  jene 
Eigenschaft  durch  lineare  Transformationen  unzerstörbar  ist. 
Die  Auffindung  dieser  Functionen  ist  von  entscheidender  Wich- 
tigkeit für  die  Losung  der  allgemeinsten  Probleme  der  ana- 
lytischen Geometrie.  *Wir  haben  sie  im  Folgenden  für  die 
allgenieinen  homogenen  Gleichungen  zweiten  Grades  mit  drei 
Veränderlichen  zu  entwickeln  und  ihre  Benutzung  zu  zeigen. 
Die  Discriminante  der  allgemeinen  Gleichung  ist  als  eine  Func- 
tion solcher  Art  schon  mehrfach  charakterisirt,  und  so  wie 
im  Art.  336  aus  der  Discriminante  ^  der  binären 
Form  die  Invariante  &  der  harmonischen  Theilung 
hervorging,  so  werden  wir  im  Folgenden  aus  der 
Dis crim in ante^  die  übr ige nin Varianten  der  Systeme 
von  Curven  zweiten  Grades  entspringen  sehen.  Wir 
beweisen  aber  vorher  rein  analytisch  den  Invariantencharakter 
dieser  Discriminante  z/,  wie  folgt:    Wenn  die  Function 

mit  a^/  B»  aji  durch  die  linearen  Substitutionen 

^3  =  ßnVx  +  ßi^Vi  +  ß-izV^ 
in  die  Form 

^iyi'+2ft,2y,y2+&22y2*+26,3yiy3+ 2633^2^3+ 63.sy8^=o 

übergeführt  wird,  so  geht  die  Discriminante  J  derselben 


-^±«11022^33  = 


a^ 


a 


a< 


lU  "'I2;  ""IS 
^2\f  ^22  >  ^23 


%1>  ^32;  ^ 


33 


_  I  ^ll>  ^I2>  ^13 

in  ^  oder    &21;  ^227  ^23 

^317  ^327  ^33 


über,  und  man  hat  zi  «=  z/  .  r^  für  r  als  die  Determinante  der 


Substitution,  oder 


Man  hat  nämlich  zuerst 


^  ,r  = 


«11;  ÄJ2I  «13 

^21;  ^22  >  ^23 
^31  >  ^32}  ^33 


ßuf  P12?  Pl3 

P21 }  ßn »  P23 
ßz\y  P32>  P33 

PlU  P2I>  P3I 
Pi2J  P22?  r32 
Pl3>  P23>  P33 


Vit;  V|2,  ö|3 
*^21;  *^22;  ^i\\ 
*^3I»  ^32  >  ^33 


für 

und  sodann 


6«  =  außik  +  aaß^  +  aaßsk] 
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^13>  ^23;  Ö33 


|rii;  P2l>  P31 

^    ß\2  9  P22>  P32 

Pi3 ;  P23 ;  Pss 


^17^2;^3 

^21  f  *22  >  ^23 
^31^  ^32»  ^38 


wenn  in  der  letzten  Determinante  das  Element  von  den  Indices 
Je  und  h  durch  die  Summe  bkk  *=»  "bußi^  +  ^u/'s*  +  ^skßu  ge- 
geben ist,  oder  durch  Einsetzung  der  Werthe  der  ba 

'^ßih  {du ßik'\'(^ußik'{'€iisß3k}  +  ßu  {a2ißik-\'(h2ßik'{-(h&ßik} 

+  ßih{(Hißik  +  »32/5afc  +  ass^sifc}- 

Man  erkennt  aber  durch  folgende  Betrachtung,  dass  dies 
genau  mit  dem  Coefficienten  hkh  der  transformirten  Function 
identisch  ist,  und  beweist  damit  vollends  den  Satz.   DasProduct 

(aißu  +  02/82*  +  0^3/83«)  (aißik  +  a^ßik  +  ^sßu) 

wird  mit  dem  gewonnenen  Ausdrucke  identisch,  sobald  man 
darin  nach  vollzogener  Entwickelung die Producte  aiO, ,  a^a^ ,  etc. 
durch  die  an,  ajj,  etc.  ersetzt.  In  ganz  derselben  Weise  ist 
aber  die  homogene  Gleichung  zweiten  Grades  mit  drei  Ver- 
änderlichen gleich  (a^x^  -h  CI2X2  -\-  a^x^y,  wenn  man  in  der 
Entwickelung  die  Coefficientenproducte  aiUiy  a, aj,  0,03,  etc. 
durch  a^i,  a|2y  ^^3,  etc.  ersetzt;  danach  ist  die  transformirte 
Form  gleich 

{yt(<^lßn  +  «2^1  +  «3^Sl)  +  y2(«1^12  +  a2/'22  +  «3A2) 

+  yaC^i/^is  +  «2/^23  +  «3  A3)}'; 

und  man  erhalt  für  die  Coefficienten  von  y^'^,  etc.  Ausdrucke, 
die  mit  den  entsprechenden  Elementen  der  vorigen  Determi- 
nante identisch  sind.  Es  ist  offenbar,  dass  der  nämliche 
Beweisgang  für  homogene  Functionen  zweiten  Gra- 
des von  beliebig  vielenVariabeln  die  Existenz  einer 
invarianten  Function  von  der  Bildungsweise  der 
Discriminante  begründet. 

346.  Wir  gelangen  zur  Bildung  der  Invarianten  der  homoge- 
nen Gleichungen  zweiten  Grades  mit  dreiV eränderlichen  durch  die 
Betrachtung  der  Discriminante  des  einfachen  Systems 
TcS  -{-  S'  ^^0  für  k  als  einen  veränderlichen  Parameter  und 

8  =  a^^X(^  +  022  V  +  •  •  •  +  ^a^^x^x^  =  0, 


Ö      m:  flf||  Xy      "^   •    .    •    .   "Y"  ^^12  XtXt^ 


0. 


Wir  wissen  nach  Art.  270,  dass  es  drei  Werthe  Ton  k 


Die  Invarianten  des  EegelschnittbÜBchels.    846. 


503 


giebt;  fQr  welche  die  Curve  des  Systems  in  ein  Paar  von  ge- 
raden Linien  (oder^  der  Interpretation  nach  Liniencoordinaten 
entsprechend,  in  ein  Paar  von  Punkten)  degenerirt,  and  es 
ist  klar,  dass  diese  drei  Werthe  von  k  ans  der  durch  das  Ver- 
schwinden der  Discriminante  von  A;5  -|-  5'  =  0  entstehenden 
Gleichung  hervorgehen  müssen.  Man  bildet  sie  durch  die  Sub- 
stitution von  ka^f  -{-  a^j  für  aij  m  /l  =  0  und  erhalt  also 

ia,,  +  aj/,  ka^2  +  <^ni  ^<^\7i  +  «13' 

kQ>2\  "r  ^21  i  ^^22    I    ^22  >  ^^23    1    ^23     ™™  ^; 


*Ö31  +  «31';    *«32  +  0^32^    *Ö33  +  <^ 


oder  durch  Entwickelung 


P^+A^ 


+  k 


^2!>^22^  «23 
•^31;  ^32?  ^33 

,Ö21>  ^22;  ^23 

I  '  ' 

1^33»  ^32  7  ^33 


+ 


a 


11  >   ^127  ^13 


021  }  ^227  ^23 
^31  i  ^32  >  ^33 


+ 


+ 


a„,a,2,a 


13 


^21  7  ^227  ^23 
^31  7  ^327  ^33 


+ 


33 


^\V  ^1^»^I3 
^217  ^221  ^23 
^31  >  ^32  7  ^33 

^\\  7^12  7^13 


«01  .a 


a. 


21  7  **22  7  «^23 
^31  7  ^32  7  ^33 


+z/'-=0, 


wenn  man  mit  A  und  z/'  die  Discriminanten  von  S»  b=  0  und 
jS'  =  0  bezeichnet.   Wir  schreiben  sie  in  der  Form  *®') 

Ä^z/  -f  t^Ö  +  Ä;0'  +  zf  =  0, 

und  finden  durch  Entwickelung  der  vorigen  Determinanten- 
summen 

%  =  (ajj  »33  —  «23^)  ^\  \  +  (öf  33  »I  l  -  «31*)  ^12+  («I  t«22  —  »1 2^)  «33' 

+2(a,sOi2—aHa23)«23'+2(a230,2~a22Öfi3)^i3'+2(a,3a23— 0330,2)^1,0' 

«a-4,,  a,,'-(-  -^22  022'  4"-^33  Ö33  "l"2-423^23  "f"  ^^Z\  ^3t"f-  2-4,2  ^12' 

wie  auch  aus  dem  Taylor'schen  Satze  direct  hervorgehen  würde, 
weil  die  Aij  die  Differentiale  von  J  sind.    Ebenso  ist 

&  =  («22' »33'  —  ^23'')  ^11  +  ®*C-  =  -^ll'^ll   +  ^22*0^22    +    ®*<^* 

Man  nennt  &,  ^  die  simultanen  Invarianten  des  Systems. 
Wenn  man  zwischen  der  Gleichungdes  Systems  kS-\-  S's=0 
und  der  cubischen  Gleichung 

j]c^  4-  0Jk2  +  ®'Ä  -f  z/'  =  0 

die  Grosse  k  eliminirt,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  drei 
Paare  von  geraden  Linien  oder  von  Punkten  (Art.  246),  welche 
dem  System  angehören,  in  der  Form  sechsten  Grades 
^S'8  _  0S'2ß  ^  0's^S'  —  z/S»  =  0. 
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Aufg.  Man  soll  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  deijenigen 
Normalen  eines  Kegelschnitts  finden,  welche  in  den  Enden  einer 
durch  den  Funkt  (or,  §)  gehenden  Sehne  errichtet  werden. 

Sei  S^  ~^-\-^  —  1  =  0  die  Gleichung  der  Curve,  so  sind 

nach  Art.  189  die  Fusspunkte  der  durch  einen  gegebenen  Punkt 
(xy)  gehenden  Normalen  in  den  Durchschnittspunkten  von  S  ^^0 
mit  der  Hyperbel  S'  ^  2{c^xy  +  ^^y'^  —  oi^xy)  *=  0.  Man 
bildet  dann  nach  dem  gegenwärtigen  Art.  die  Gleichung  der  sechs 
geraden  Linien,  welche  die  Fusspunkte  der  durch  {xy)  gehenden 
Normalen  verbinden,  und  indem  man  ausdrückt,  dass  diese  Glei- 
chung durch  die  Coordinaten  or,  ß  erfüllt  werde,  erhält  man  die 
Gleichung  des  fraglichen  Ortes.     Im  gegenwärtigen  Falle  ist 

^  =  -54-«'    ®'=<^'   ®' (a V«  +  6 V^  -  c^) , 

z/-=  —  2a^h^c^x'y\ 
die  Gleichung  des  Ortes  also  wird 

und  er  ist  daher  im  Allgemeinen  eine  Curve  dritter  Ordnung. 

Für  a  a=  0  oder  jS  =  0,  d.  h.  wenn  der  Punkt  in  einer  der 
Axen  liegt,  reducirt  sich  der  Ort  auf  einen  Kegelschnitt;  die 
bezügliche  Axe  ist  dann  selbst  ein  Theil  des  Ortes.  Der  Ort  reducirt 
sich  auch  auf  einen  Kegelschnitt,  wenn  der  gegebene  Punkt  un- 
endlich entfernt  ist,  d.  h.  wenn  der  Schnittpunkt  der  Normalen 
zu  bestinmien  ist,  die  in  den  Enden  paralleler  Sehnen  liegen. 

347.  Dass  die  Grössen  9  und  &  ebenso  wie  die  Discri- 
minanten  ^d  und  ,d'  Invarianten  sind,  erhellt  aus  ihrem  Auf- 
treten  in  Gemeinschaft  mit  diesen  als  Goefficienten  der  Glei- 
chung ^J(^  -{-  0k^  -{'  0'k  -\-  jif  =  0]  denn  diese  Gleichung 
bestimmt  die  Werthe  von  h,  für  welche  die  Gleichung 

kS  +  S'^0 

Paare  von  geraden  Linien  darstellt-,  wenn  aber  die  Polynome 
S  und  5'  durch  lineare  Transformation  in  S  and  S'  übergehen, 
so  bleibt  der  Parameter  h  ungeändert,  die  Gleichung  des  Sy- 
stems hS  +  8'  =0  geht  in  ÄS  +  S'  =  0  über,  und  die 
Werthe  von  Je,  für  welche  dieselbe  Paare  von  Geraden  oder 
die  entsprechende  Gleichung  1 2?  -4-  27'  =  0  Paare  von  Punk- 
ten darstellt,  müssen  f&r  alle  Coordinatensysteme  und  bei  allen 
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linearen  Transformationen  überhaupt  dieselben  sein.  Wenn 
also  unter  den  Coefficienten  der  Gleichung,  durch  welche  diese 
Werthe  bestimmt  sind,  zwei  nur  durch  das  Hinzutreten  des 
Factors  r^  (Art.  345)  geändert  werden,  so  müssen  auch  die 
beiden  andern  dieselbe  Veränderung  erfahren,  so  dass  @  «:  0r\ 
ff  =  öV  ist.  Die  Invarianten  0,  0'  sind  die  Invarianten 
des  Systems,  während  die  Discriminante  die  Invariante  eines 
Kegelschnitts  für  sich  betrachtet  ist:  es  sind  die  analogen  For- 
men zu  denen,  welche  bei  den  Functionen  mit  zwei  Veränder- 
lichen als  die  Invariante  der  harmonischen  Relation  9  und 
als  Discriminante  gefunden  worden  sind;  das  wird  die  Unter- 
suchung der  geometrischen  Bedeutung  der  Relation  0  <=  0 
eben  so  anschaulich  machen,  wie  die  bekannte  von  ^  =  0.  Und 
wie  die  beiden  Invarianten  der  binären  Formen  zweiten  Gra- 
de» die  Grundlage  der  Beziehungen  der  Reihen  und  Büschel 
bildeten,  so  werden  wir  zeigen  können,  dass  die  von  Trans- 
formationen der  Coordinaten  unabhängigenBezieh- 
ungen  von  Kegelschnitten  zu  einander  vermittelst 
ihrer  Invarianten  ausgedrückt  werden  können.  Vor- 
her stellen  wir  in  Uebungen  in  der  Berechnung  der  Invari- 
anten diejenigen  Formen  zusammen,  welche  bei  Untersuchungen 
über  die  Kegelschnitte  am  häufigsten  begegnen.  Die  einfach- 
sten unter  ihnen  bieten  zugleich  noch  den  Vortheil  dar,  dass 
sie  es  erleichtern,  homogene  Relationen  zu  erkennen,  welche 
zwischen  den  Invarianten  bestehen,  die  dem  nämlichen  Falle 
entsprechen;  jede  solche  Relation  bleibt  aber  nach  der  analy- 
tischen Natur  der  Invarianten  unter  jeder  linearen  Substitution 
bestehen,  und  ihre  geometrische  Bedeutung  ist  ein  allgemeiner' 
Satz  über  das  bezügliche  System. 

Äufg.  1.  Berechne  die  Invarianten  für  die  auf  ihr  gemein- 
schaftliches sich  selbst  coi^jugirtes  Dreieck  bezogenen  Kegelschnitte. 
Wir  können  setzen 

und  weiter  durch  Einführung  von  x^ ,  X2,  x^  für  x^  "/(^u  y  ^2  V^22  9 
a?3  j/ttjj'  respective  Ä'  auf  die  Form  x{^  +  a^j'  +  ^^3^  «»  0  zurück- 
führen. Dann  ist  -^  =  01,^122033,  0  =  022033 +  0330,,  +  Ou 0,2, 
^  =»  a,,  +  O22  +  O33»  ^'  •=  !•  Die  Bedingung,  unter  welcher 
die  Qleichung  k8'  -{-  iS  ^^  0  ein  Paar  von  geraden  Linien  dar- 
stellt, ist 
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Aufg.    Man  soll  den  Ort  d  .      7^«ii«22)  +  «ii«22<*s3"'^» 

Normalen  eines  KegelschnittF  '''j^ich  ergiebt,    dass  die  drei 

durch  den  Punkt  (a,  ß)  ge^  r^^ge  Paare  von  geraden  Linien 

8eiÄ^S+g- 

a*    '    ö«  ^jg  vorher  in  der  Form 

nach  Art.  189  die  Fuf  • . -' / x  0^.2  ,__.  q 

(xy)  gehenden  Norm'  ^ ti  j.      n         •      m  •  1.  ^ 

mit  der  Hyperbel    •  ./^^  ^®  allgememe  Gleichung  reprä- 

bildet  dann  nach  c*  ,  *'■ 

geraden  Linien,  -       ,".      ,„'^3i*)"f'(^ii^22~^i2')=-^ii~l"-^2"f'-^ss» 

äT"" dSrcw'       *    '^    '''" «n  +  ^  +  «33 . 

Gleichunff'^^df        *      ^>^^®^«®'  ^®^^*^®  dargestellt  sind  durch 

die  Gle 


•    ^r-  jf^r  I>  die  Entfernung  der  Centra  beider  Kreise 
.  ;^A'' j'^^prÄsentirt  S  +  kS'  =  0  gerade  Linien  für  die 

/  ^.^.Jfff '  jiü  wir  aus 


9(f 


_?     ;>  "^Lp-^^)  *  +  (»-^  +  2/2  —  2)2)  fc*  +  /*** = 0 

/i''i'     jan  wie  bekannt  S  —  5=0  zwei  gerade  Linien 

_|_r  ■^^  ^  denen  die  eine  die  unendlich  entfernte  ist,  so  ist 

f^ß-  tfgitel  dieser  Gleichung,  und  dieselbe  ist  durch  (k  •{■  1) 

u  !-'  'f*r  Quotient  ist  r'  +  {r^  +  r'»  —  D»)  Ä  +  r'»jfc»  =  0. 

'^M'-   WennS  =  5+g-l-30, 

^e</^^.  5.    Für  die  Parabel  /S'  =  /  —  4ma;  —  0  und  5' «  0 
1^  allgemeine  Gleichung  des  Kreises  wie  vorher  ist 

f  ^im^  e  =  — 4m(a+m),  ©'=/32  — 4inof  — r^,  ^«-f*, 

^1»/^.  6.     Berechne  die  Invarianten  für  zwei  Kegelschniti^i 
(]einselben  Dreieck  respectiye  ein-  und  umgeschrieben  sind. 

Für     S  ^  öi^a^i^  +  ete.  —  2a2^3^2^3  —  ®^'  *=  ^ 

ist  ^-»  — ^ö|^Ö2^ÖS^    ö  =  4öia2ÖS  (»t «23'+ «2 «st' +  «3 flu')» 

/  =  2023' Oj/ajj',     ^  =  —  («23' aj  +  03/^2  +  »12' öj)*- 
348.    Mau  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher 
awei  Kegelschnitte  S"=»0  und  S'=  0  einander  be- 
rühren. 
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vier  Schnittpunkten  A,  B,  C,  D  der  Ke- 
A  und  B,  sich  decken ,  so  ist  offenbar  das 
■   .  n  Linien  AC,  BD  mit  dem  Paar  BC,  AD 

'"'  j  die  cubische  Gleichung 

^h^  +  0Ä2  +  @'i  +  z/  =-  0 

ji  Paar  gleiche  Wurzeln  besitzen.    Man  findet  die  Be- 
.ng  dafür  durch  die  Elimination  der  Veränderlichen  aus 
a  partiellen  Differentialen  der  homogen  gemachten  Gleichung 
m  der  Form 

oder 
S^S'^  +  18ziz/  0®'  —  21^^'^  —  4^&^  —  4-^'®'  =  0. 

Man  beweist  in  der  Theorie  der  Gleichungen  (vgl.  Art.  339), 
dass  die  linke  Seite  der  zuletzt  geschriebenen  Gleichung  zu  dem 
Product  der  Quadrate  der  Differenzen  der  Wurzeln  proportional 
ist,  welche  die  Gleichung  in  k  besitzt,  und  dass,  wenn  sie  positiv 
ist,  diese  Wurzeln  sämmtlich  reell,  so  wie  dass,  wenn  sie 
n^ativ  ist,  zwei  von  ihnen  imaginär  sind.  Im  letztem  Falle 
schneiden  sich  (vergl.  Art.  311)  die  beiden  Kegelschnitte  in 
zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Punkten,  im  ersten  Falle 
durchschneiden  sie  einander  entweder  in  vier  reellen  oder  in 
vier  imaginären  Punkten.  Diese  beiden  letztem  Fälle  unter- 
scheiden sich  nicht  durch  ein  einfaches  Kennzeichen. 

Äufg.  1 .  Man  soll  nach  dieser  Methode  die  Bedingung  finden, 
unter  der  zwei  Kreise  sich  berühren. 

Indem  man  die  Bedingung  bildet,  unter  welcher  die  reducirte 
Gleichung  der  Aufg.  3  im  Art.  347 

r2  +  (r«  +  r'2  _  2>2)  ä  +  r'H^  =  0 

gleiche  Wurzeln  hat,  erhält  man  r^  -{-  r'^  — ^^  D'  =  +  2rr'  oder 
2>  s=  r  +  f ',  wie  es  geometrisch  offenbar  ist. 

Aufg.  2.  Man  bestinmie  den  Ort  des  Centrums  für  einen 
Kreis  von  constantem  Badius,  welcher  stets  einen  ge- 
gebenen Kegelschnitt  berührt. 

Dazu  setzen  wir  in  die  Gleichung  dieses  Art.  die  Werthe  von 
J,  ^ ^  Sy  B'  ein,  welche  in  den  Aufg.  4  und  5  des  Art.  347  ge- 
geben wurden ,  und  betrachten  sodann  er  und  ß  als  die  laufenden 
Coordinaten.  Der  Ort  ist  im  allgemeinen  Falle  eine  Curve  von 
der  achten  Ordnung  und  reducirt  sich  im  Falle  der  Parabel 
zu  einer  Curve  der  sechsten;  sie  ist  dieselbe  Curve,  die  man 
als  den  Ort  der  Endpunkte  erhält,  wenn  man  auf  allen  Normalen 
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der  Curve  von  dieser  aus  eine  constante  Lftnge  gleich  r  abtiilgi 
Man  nennt  sie  auch  die  Parallelcnrye  des  Kegelschnitts. 
Sie  hat  mit  dem  Kegelschnitt  selbst  die  nämliche  ETolute.  Ihre 
Gleichung  liefert  auch  die  Bestimmung  der  normalen  Entfernungen, 
welche  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  zur  Corvo  gemessen  wer- 
den.   In  voller  Entwickelung  ist  sie  füx  y^  =  4  mx 

r^—(ßy^  +  x^+Smx—Sm^)r*+{3y^+y^(2x^—2mx+20m^) 

+Smx^+Sm^x^^32mh+ 1 6m^ }  r'-  (y'^^AmxY  {y^+(^-»»)'  }  '=^ ; 

x^       t/' 
und  füf  die  Ellipse  -^  -j-  ^^  =  1,  wenn  man  wie  im  Art.  171  setzt 

a^  —  b^  =  c^ 
cV»  -  2c^r^  {c^  («2  +  52)  +  («2  _  26*0  ^^  +  (2o^  -  h^)y^} 
+r*{  c\a*+4.a'l>^+h*)'-  2c\a*-'a^h^+3b^)xH'2c^  {Sa*-  a^h^+h*)y^ 
+{a*-6a^h^+6b^)x*^6a*-6a^b^+h*)yH-{Qa*--10d^b^+6h*)xy} 
4-r2{-2a262c4(a2+62)4-2c2(3a*-a26'+60a;2-2c'(a*-a26'+350y^ 
—  b^  (6a*  —  lOa^b^  +  66*)  x*  —  a^  (6a*  —  lOa^b^  +  66*)  y» 
+  (4a«  —  6a* 6»  ^  ßa^ft*  +  46«)  x^y^  +  2fe«  (a*  —  2b^)j^ 

— 2(a*-  a«6'^+35*)a7*y«— 2(3a*— a'ft'^+6*)ajV+2a2(6*— 2a«>*} 
+  (b^x^  +  a'i/'  -  aH^y  {{x  -  c)«  +  y^}  {(x  +  c)^  +  y^}  =  0. 

Damach  ist  der  Ort  eines  Punktes,  fdr  welchen  die  Summe  der 
Quadrate  seiner  normalen  Abstände  von  der  Ellipse  respective  Para- 
bel gegeben  ist,  ein  Kegelschnitt,  dargestellt  durch 

c2 («2  +  62)  -j-  (a2  —  26«)  x^  +  (2a2  —  b^)  y^  =  0 

oder  x«  +  3y^  +  Smo;  =  8in« 

respective.  Wenn  wir  die  Bedingung  bilden,  unter  welcher  die 
Gleichung  in  r«  gleiche  Wurzeln  hat,  so  erhalten  wir  das  Product 
aus  dem  Quadrate  der  Azen  in  den  Cubus  der  Evolute.  Für  r  »  0 
finden  wir  die  Curve  selbst  doppelt  gezählt  und  ihre  Brennpunkte, 
nämlich 

{i^  —  cy  +  tf^}{{^+cy  +  y^}  =  0    und    y2^(a._^)2«o 

respective,  d.  h.  im  ersten  Falle  vier  gerade  Linien,  welche  die 
Gleichung    .  (^  +  c)' +  y2  „  o 

*  

darstellt,  und  deren  jede  einen  reellen  und  einen  imaginären  Breno- 
punkt  der  Ellipse  mit  einander  verbindet  und  eine  Tangente  der- 
selben ist.  Der  Voraussetzung  a  «s  &  entspricht  als  Parallelcune 
des  Kreises  ein  Paar  von  concentrischen  Kreisen 

^'  +  y'  -  («  +  ry  =  0 

und  die  vier  Geraden  (x^  -j-  y^y  <»  0,  welche  die  Tuigenten  des 
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Kreises  ans  seinem  Centmm  oder  die  nach  den  imaginären  Kreis- 
punkten  im  unendlichen  gehenden  Oeraden  doppelt  gezählt  sind. 
Endlich  lehrt  die  allgemeine  Form  der  Gleichung  ^^^) 

4(0*  —  3^«')  (»^  —  3^' 6)  —  (oe'  —  9J^y, 

dass  die  Parallelcurve  von  den  Curven  vierter  Ordnung 

e*  =  3^e',   e'2  =  3^e 

in  den  Punkten  berührt  wird^  in  welchen  sie  die  Curve  vierter 
Ordnung  6  6'>=  9dJ''  schneidet,  d.  h.  in  den  Punkten,  welche 
zu  den  Punkten  der  Ellipse  vom  Krümmungshalbmesser  r  gehören; 

denn  ftlr  sie  ist  6  —  S(J^J')^,  ff  =  3(^^^'2)i 
oder  x^-^-y^  —  a^—h^  -r'^  ^  -  3 (abr)^ 

h^x^  +  a2y2  _  «2^2  _  ^  (^2  ^  52)  =  _  3(abr)K 

Aufg,  3.  Die  Gleichung  der  Evolute  der  Ellipse  zu  fin  - 
den. 

Man  hat  dazu  nur  die  Bedingung  auszudrücken,  unter  der  die 
Curven  Ä  ««  0,  S'  «=  0  in  der  Aufg.  des  Art.  346  sich  berühren. 
Für  8  BS  0  reducirt  sich  aber  die  Bedingung  der  Existenz  gleicher 
Wurzeln  in  JTc^  +  ÖÄ*  +  &k  +  /f=  0  auf  27  ^/f^  +  40'»  «=  0, 
d.  h.  die  Gleichung  der  Evolute  ist  (vergl.  Art.  256) 

Aufg.  4.    Nach  Art.  339  besitzt  die  cubische  Gleichung 

^Äj3  +  Slc^  +  O'*  +  ^'  =  0 

« 

drei  gleiche  Wurzeln,  wenn  die  Bedingungen 

3^&  =  e\   9Jj'  =  se',   3^'e  =  e'* 

erfüllt  sind,  von  denen  zwei  die  dritte  nach  sich  ziehen.  Für  den 
Fall  des  Kreises  führt  dies  auf  die  Bestimmung  des  Krümmungs- 
kreises.   (Vergl.  Aufg.  2.) 

Aufg.  5.  Welches' ist  die  Gleichung  der  Evolute  der 
Parabel? 

Weil  für  diese 

S  =  y^  —  4:mx,     Ä'=2a;y  +  2(2m  —  x)y  —  4fny\ 

J^^Atn^^     e  =  0,     e'  =  —  4m(2in  — a?),     J' =  Amy 

ist,  so  ist  die  Gleichung  der  Evolute  27 my^  »a  4(a;  —  2in)'.  Es 
ist  zu  bemerken ,  dass  die  Durchschnittspunkte  von  S  =  0  und 
S'  BS  0  nicht  nur  die  Fusspunkte  der  drei  Normalen  Uefem^  welche 
von  einem  beliebigen  Punkte  ausgehen,  sondern  auch  den  unend- 
lich fernen  Punkt  der  Aze  y.  Die  sechs  Sehnen  zwischen  diesen 
Dorchschnittspunkten  sind  also  die  Sehnen,  welche  die  Fusspunkte 
der  Normalen  verbinden,  und  dazu  die  drei  Parallelen  zur  Axe 
durch  diese  Punkte.    Darum  ist  die  in  der  Aufgabe  des  Art.  346 
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angewendete  Methode  für  die  Lösnng  des  entsprechenden  Problems 
bei  der  Parabel  nicht  die  einfachste;  man  erhält  zwar  die  Glei- 
chung der  Aufg.  12  im  Art.  235,  aber  mit  dem  Factor 

Ain{2fny  +  y'x  —  2my')  —  y'^ 
multiplicirt. 

Aufg,  6.  Man  zeige,  dass  die  Bedingung  der  Berührung  ftlr 
einen  dem  Fundamentaldreieck  eingeschriebenen  und  einen  ihm  um- 
geschriebenen Kegelschnitt  (Aufg.  6  des  Art.  347)  die  Belation  ist 

(«,«23')*  +  (a2«3i')*  +  (as«i20*  =  0, 
oder  4 (a^ a^'  +  .  .f  =  27 a^a^a^ a^^ «3/ a, ,'. 

349.  Wenn  der  eine  der  betrachteten  Kegelschnitte  5r=0 
in  zwei  gerade  Linien  degenerirt,  so  ist  ^=0,  und  wir  unter- 
suchen die  Bedeutung  von  0  und  &  zuerst  in  diesem  Falle.  Wir 
dürfen  dazu  die  beiden  Geraden  des  Kegelschnitts  ST  =  0  als 
die  Goordinatenaxen  und  das  System  der  Kegelschnitte  daher  durch 
S  +  2kxy  =  0  dargestellt  ansehen;  aus  der  bekannten  Bedeu- 
tung der  Invarianten  0^  &  wesentlich  in  diesem  Falle  folgt  ihre 
Bedeutung  im  allgemeinen  Falle;  sie  ist  wesentlich  dieselbe. 
Um  die  Discriminante  von  S  '\-2kxy  =  0  zu  finden,  hat  man 
nur  in  /i  für  a|  2  die  Summe  {a^^  "4"  ^)  ^^  substituiren  und  erhält  sie 
also  in  der  Form  J  +  2A;(ai3a23 — «120^33) — ^33*^-  ^  ^^t  also 
0'  =  —  «33  und  &  =  2(aj3a23  —  »i 2 0^33)7  ^-  ^'  ^'  verschwin- 
det zugleich  mit  a^^  und  @  für  a^^a^^  <=  ^12^339  jenes  bedingt-^ 
dass  der  Anfangspunkt  rc  =  y  c=  0  in  der  Curve  5  =  0  liegt, 
dieses,  dass  die  beiden  Geraden  a;  =  0,  j/  >»  0  in  Bezug  auf 
)S  =  0  conjugirt  sind.  (Art.  236,  3.)  Also  allgemein:  Wenn 
ßT  =  0  zwei  gerade  Linien  darstellt^  so  verschwin- 
det ^',  und  @'  =  0  repräsentirt  die  Bedingung,  unter 
welcher  der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Gera- 
den in  derCurve  /S«=0  liegt;  S  =  0  aber  die  Bedin- 
gung, unter  welcher  diese  beiden  Geraden  in  Bezug 
auf /S  =  0  zu  einander  conjugirt  oder  harmonische 
Polaren  sind.  Und  für  Gleichungen  in  Liniencoordinaten : 
Wenn  2^'  e=»  0  zwei  Punkte  darstellt,  so  verschwindet  z/'; 
0's=sO  repräsentirt  die  Bedingung,  unter  welcher  ihre  Ver- 
bindungslinie eine  Tangente  von  Z?=0  ist,  und  ®  =  0  die 
Bedingung,  unter  welcher  beide  Punkte  in  Beziehung  auf  E^=Q 
conjugirt  oder  harmonische  Pole  sind. 

Die  Bedingung,  unter  welcher  die  Gleichung 
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ein  Yollstandigea  Quadrat  ist;  4^6'  =:s  0\  ist  nach  dem  letz- 
ten Artikel  die  Bedingung,  unter  welcher  jede  der  beiden  Ge- 
raden S'  =  0  den  Kegelschnitt  5  =  0  berührt.  Das  gewählte 
Beispiel  bestätigt  dies  leicht^  denn  0^—  4zJ6'  ist  für  dasselbe 

«33^  +  (»I3»23  —  ö^ja^ss)*   ^^^^   (ö^22«33  —  «23*)  («33 «11  —  «13*)- 

Äufg.  1.  Wenn  S'  >=  0  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  so  dass 
die  Discriminante  des  Systems  auf  die  von  S  -{'  kx^  zurückführ- 
bar ist,  so  hat  man  J  -f-  A; (022^33  —  0^23')  '^  ^  *^^  ^^®  entspre- 
chende cubische  Gleichung,  und  0  =  0  ist  die  Bedingung,  unter 
welcher  diese  Gerade  den  Kegelschnitt  berührt. 

Äufg.  2.  Für  S^^^  =  0,  iS'W  =  0,  .  .  .  als  Gleichungen  von 
fünf  festen  Kegelschnitten,  ist  es  immer  in  unendlich  vielen  Arten 
möglich,  fünf  Constanten  k^j  A;2,  .  .  .  so  zu  bestimmen,  dass  die 
Summe 

ÄjÄCD  +  JkjÄW  -f  Ä3ÄW  -f  k^Si^)  +  k^8<^^ 

entweder  ein  vollständiges  Quadrat  L^ ,  oder  das  Product  von  zwei 
linearen  Factoren  MN  ist.    Man  soll  zeigen,  dass  die  Gerade* 
XsQ  einen  festen  Kegelschnitt  V ^^  0  umhüllt,   und 
dass  die  Geraden  JKf=0,  N  =^  0  in  Bezug  auf  densel- 
ben einander  conjugirt  sind. 

Wir  können  F  =  0  so  bestimmen ,  dass  die  Invariante  S  für 
V  und  jeden  der  fünf  Kegelschnitte  verschwindet,  weil  dies  für 
Äa  als  die  Coefficienten  der  Gleichung  von  V  in  Liniencoordina- 
ten  durch  fünf  Gleichungen  von  der  Form  bedingt  wird 

die  zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  der  Äik  hinreichen. 

Aus  der  ErftLllung  dieser  Gleichungen  folgt  aber  zugleich 

^ii(*iöi/'^+*2«i/*^  +  *3aii^'^  +  ^4«i/*^  +^5011^^0  + etc.  =0, 

d.  h.  S  verschwindet  für  Fss  Q  und  einen  beliebigen  Kegelschnitt 
des  Systems 

so  dass  der  Satz  bewiesen  ist.  Wenn  die  Gerade  üf  =»  0  gegeben 
ist,  so  geht  J^Tc»  0  durch  einen  festen  Punkt,  nämlicb  durch  den 
Pol  von  Jlf  =  0  in  Bezug  auf  7=0. 

Äufg.  3.  Wenn  sechs  Gerade  z^  «»0,  o^j  =  0,  etc.,  o^^  =  0 
Tangenten  desselben  Kegelschnitts  sind,  so  sind  die  Quadrate  ihrer 
Gleichungen  durch  eine  lineare  Relation 

verbunden '®®).    Dies  ist  ein  specieller  Fall  des  Vorigen,  ergiebt 
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sich  aber  direct,  wie  folgt.  Man  schreibt  die  sechs  Bedingungen 
nach  Art.  113  für  die  Berührung  der  sechs  Geraden  mit  dem  Kegel- 
schnitt und  eliminirt  die  unbekannten  Coefficienten  ^  seiner  Glei- 
chung; die  Bedingung  des  Satzes  ist  das  Verschwinden  der  Deter- 
minante aus  den  sechs  Zeilen 

i,<»»,  l,<«^  l3<"^  ijO'Ss'",  v"Si^*>.  ii<"s»^» 


l,<*>^  i2<«'s  l3'«^  S2'*»53<".  is<*>ii'*'.  i.'«»i,<''. 

und  dies  ist  auch  die  Bedingung,  unter  welcher  die  sechs  Qua- 
drate der  li^^^iCj  +  l2^^^^2  "f"  la^^^^s»  ®*^'  durch  eine  lineare  Rela- 
tion verbunden  sind. 

Aufg,  4.  Wenn  nur  vier  Kegelschnitte  8^^^  =  0,  etc.,  S^^^  =  0 
gegeben  sind ,  und  Fb=b  0  so  bestimmt  werden  soll ,  dass  die  Re- 
lation 6  sa  0  für  ihn  und  jeden  der  vier  erfüllt  wird ,  so  bleibt 
einer  der  Coefficienten  Aoc  anbestimmt,  aber  alle  andern  können 
durch  ihn  ausgedrückt  werden ,  so  dass  die  Gleichung  von  V  in 
Liniencoordinaten  von  der  Form  i?  -|-  Xi?'  sa  Q  ist,  und  dieser 
Kegelschnitt  also  vier  feste  Gerade  berührt.  Wir  zeigen  spftter 
direct ,  dass  die  Constanten  in  vier  Arten  so  bestimmt  werden  kön- 
nen, dass  Ä:,  Ä^^)  +  ÄJjÄ'W  +  ÄjÄfW  +  Ä^Ä^  =  0  ein  vollständiges 
Quadrat  ist.  Indem  wir  JKf  =  0  als  die  unendlich  ferne  Gerade 
denken,  erkennen  wir,  dass  die  Aufgabe  eine  bestimmte  und  eine 
lineare  ist,  für  eine  gegebene  Gerade  Jlf  =»  0  die  Constanten  so 
zu  bestimmen ,  dass  ä;,  ä^^)  +  .  .  .  von  der  Form  MN  ist.  Die 
Aufg.  2  zeigt,  dass  N  «=^0  der  Ort  des  Pols  von  Jlf  «=>  0  in  Bezug 
auf  7=0  ist.    (Vergl.  Art.  236,  8.) 

350.  Man  soll  die  Gleicliang  der  Tangenten  an 
den  Kegelschnitt  S'=0  bestimmen^  die  ihn  in  den 
Punkten  der  geraden  Linie  i^x^  +  gjiCj  -{-  i^x^  =  0  be- 
rühren. Dieselben  bilden  unter  den  den  Kegelschnitt  S^^O 
in  diesen  Punkten  doppelt  berührenden  Kegelschnitten,  die 
durch  die  Gleichung  dargestellt  sind 

is  +  {i,x,  +  ^,x,  +  i,x,y^o, 

denjenigen ,  welcher  in  gerade  Linien  degenerirt.  Man  hat  in 
diesem  Falle  zf  '=0  und  wegen 

Cf':»2  0^33         ^23      —  ^;      ^33  ^11         ^31      ^f      ^11  ^22  — ^12      — ^ 

nach  Art.  346  auch  @'a?  0^  und  findet  also  für  die  cubische 
Gleichung  ^k^  -{-  @k^  ^=0]  d.  h.  ausser  der  doppelt  zu  zah- 
lenden Wurzel  Ä  =  0,  die  der  Geraden  ^^x^  -j-  etc.  =  0  selbst 
entspricht;  liefert  sie  nur  einen  Werth  von  k,  der  eben  die 
fraglichen  Tangenten  bestimmen  muss.    Man  hat  aber 
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8  =  (aj2ei33  —  «23^)61^  +  etc.  +  2{a^^a^^  —  a,  1023)1213  + etc. 
oder 

—  -^11*1    +-^22  52^ +  -0.33  63   +2-42362^3+2^31  63  Sl"}'2jlj2*tb2l 

d.  h.  S  ist  mit  dem  Polynom  der  Taogentialgleicliuiig  des 
Kegelschoitts  5  =  0,  d.  i.  mit  Z  identisch  (Art.  316,  113); 
aus  i^  +  27=  0  ergiebt  sich  daher  der  Werth  von  k  und 
die  Gleichung  des  Tangentenpaares    . 

Wenn  S,  x^  +  etc.  =  0  den  Kegelschnitt  S  =  0  berührt, 
so  fallt  das  Tangentenpaar  mit  dieser  Geraden  selbst  zusam- 
men, und  die  bezügliche  Bedingung  ist  eben  £  =  0,  wie 
schon  vorher  erkannt  ist.  Wenn  die  |,-  speciell  durch  die  Sei- 
tenlängen Si  des  Fundamentaldreiecks  ersetzt  werden,  so  lie- 
fert die  erhaltene  Gleichung  die  Bestimmung  der  Asymptoten 
des  durch  die  allgemeine  homogene  Gleichung  in  trimetrischen 
Coordinaten  ausgedrückten  Kegelschnitts. 

351.  Wir  untersuchen  nun  die  geometrische  Bedeu- 
tung der  Relationen  0  =  0,  &  =  0  respective  im  All- 
gemeinen. 

Wir  denken  dazu  das  Fundamentaldreieck  als  sich  selbst 
conjugirt  in  Bezug  auf  S  '=>  0,  so  dass  diese  Gleichung  die 

^^™  «11  ^1'  +  «22^2'  +  «33^s'  =  0 

hat  (Art.  309)  und  023=031=0,2=0  ist.    In  Folge  dessen  ist 

e  =  a22«33»lt'  +  «33  »II  «22'  +  ölt«22«33' 

(Art  346)  und  wird  also  gleich  Null  für  ai/=a22'=Ö33'— 0, 
d.  h.  wenn  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  S'  =  0  für  das- 
selbe Fundamentaldreieck  die  Form  * 

2(023' 0:20:3  +  «3/^3^1  +  «12' ^1^2)  =  0 
annimmt.  Die  Invariante  ®  hat  also  den  Werth  Null, 
wenn  ein  in  Bezug  auf  £»>=  0  sich  selbst  conjugirtes 
Dreieck  in  S'  =  0  eingeschrieben  ist,  oder  wenn  S'^O 
durch  ein  System  in  Bezug  auf  S  ^=^0  harmonischer  Pole  hin- 
durchgeht 

Machen  wir  O23'  =  0,  03/= 0,  0,2'  =  0,  d.  h.  wählen  wir 
ein  System  harmonischer  Pole  in  Bezug  auf  S'  =  0  zu  Fun- 
damentalpunkien,  so  wird 

®=(«22Ö33  — «23^)«l/+(^'33^'ll  — «31^)»22'+(«1I«22  — »12^)«33' 
BalmoD-Fiedler,  »naL  €tooin.  d.  Kegeltefan.  4.  Aufl.  33 
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und  erhält  also  den  Werth  Null,  wenn  gleichzeitig 

^22^33  "^^  ^23    >      %3^n  ^31    ;      ^11^22  ^!2 

ist;  d.  h.  wenn  die  drei  Fandamen tallinien  x^^^O,  x^'^^O, 
0:3  =  0  den  Kegelschnitt  ^5  =  0  berühren;  d.  h.  die  Inva- 
riante &  hat  den  Werth  Null,  wenn  ein  dem  Kegel- 
schnitt S  =  0  umgeschriebenes  Dreieck  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  S' =  0  sich  selbst  conjugirt 
ist,  oder  wenn  S^=0  ein  System  harmonischer  Polaren  in 
Bezug  auf  S'  ^^  0  zu  Tangenten  hat. 

In  derselben  Art  beweist  man^  dass  die  Invariante 
G'  den  Werth  Null  hat,  wenn  ein  System  harmoni- 
scher Pole  in  Bezug  auf  fi"  «=  0  in  S  =  0  liegt^  oder 
ein  System  harmonischer  Polaren  in  Bezug  auf 
S  =  0  den  Kegelschnitt  S' =  0  berührt 

Wenn  eine  dieser  Beziehungen  verwirklicht  ist,  so  ist  es 
auch  die  andere. 

Aber  ein  Paar  von  Kegelschnitten ,  für  welches  die  Rela- 
tion &  s=  0  stattfindet;  besitzt  noch  eine  andere  Eigenschaft 
Nennen  wir  den  Punkt,  in  welchem  die  geraden  Verbindungs- 
linien der  entsprechenden  Ecken  zweier  Dreiecke  sich  schnei- 
den,  von  denen  die  Seiten  des  einen  die  Polaren  der  Ecken 
des  andern  in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt  sind,  den  Pol 
eines  jeden  der  Dreiecke  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  (ArL 
130;  309;  ö);  und  die  gerade  Linie ,  welche  die  Schnittpunkte 
der  entsprechenden  Seiten  dieser  Dreiecke  verbindet,  die  Axe 
von  jedem  derselben  in  Bezug  auf  ihn,  so  bedingt  die  Rela- 
tion @  s=  0,  dass  der  in  Bezug  auf  ^  =  0  genommene 
Pol  eines  dem  Kegelschnitt  S'  ^=0  eingeschriebe- 
nen Dreiecks  auf  dem  Kegelschnitts  iST  «=  0  liegt,  und 
zugleich,  dass  die  in  Bezug  auf  S'^=»0  genommene 
Axe  eines  dem  Kegelschnitt  5«=  0  umgeschriebenen 
Dreiecks  S  =  0  berührt.  Denn  wenn  x^,  a?,,  x^  nach  ein- 
ander zwischen  den  Paairen  der  Gleichungen 

«11^1  +  «12^2  +  «13^3  =  0,      a^^Xi  -f  022^^2  +  ü^^^^  =  0, 

^31^1  T"  ^32^2     I     ^33^3  ™^  ^ 

eliminirt  werden,  so  erhält  man 

(«13^12—  «llO^l  =  («120^23  — ö^22^I3)^2  =  (öf230l3""«33«n)^S 
Oder  ^23^1  ^'^  ■^31  "^i  "^^  ^^12*^Z 
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far  die  Gleichungen  der  Geraden ,  welche  die  Ecken  des  Fun- 
damentaldreiecks x^X20c^  mit  den  entsprechenden  Ecken  seines 
Polardreiecks  verbinden;  die  Goordinaten  des  Pols  des  Drei- 
ecks sind  also  den  reciproken  Werthen  von  A^-^,  A^i,  ^12  pro- 
portional. Substituirt  man  sie  in  die  Gleichung  von  £•'  «=  0; 
als  fÄr  welche  «1/=  0,  032'=  0,  033'«=  0  sind,  so  erhält  man 

2^3 «23'  +  2^31  örji'  +  2^,2«i2'  ==  0    o<Jer    ®  =  0. 
Den  zweiten  Theil  des  Satzes  beweist  man  in  analoger  Weise. 

Die  Verbindung  dieser  geometrischen  Bedeutungen  mit  der 
algebraischen  Form  von  &,  als  Summe  der  Producte  der  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  des  einen  Kegelschnitts  in  Punktcoordi- 
naten  in  die  gleichnamigen  Coef&cienten  der  Gleichung  des 
andern  Kegelschnitts  in  Ldniencoordinaten,  nämlich 

oder  die  lineare  Function  der  Coefficienten  jeder  yon  beiden,  so 
dass  9=0  eine  lineare  Bedingung  für  die  Bestimmung  der  Aik 
aus  den  aik  oder  umgekehrt  ist,  giebt  eine  Reihe  geometrischer 
Consequenzen.  (Vergl.Art.349;2,4.)  Unten  bei  11, 12  f.  stehen 
einige  derselben. 

Nennt  man  solche  Kegelschnitte,  für  welche  @  verschwin- 
det, zu  einander  harmonisch^  so  gilt  der  allgemeine  Satz:  Alle 
Kegelschnitte  eines  Systems  von  der  Stufe  k  in  Xi  Go- 
ordinaten sind  harmonisch  zu  den  Kegelschnitten 
eines  Systems  von  der  Stufe  (4 — Je)  in  gj  Goordinaten. 
Man  bezeichnet  die  so  zusammengehörigen  Systeme  als  con- 
travariante  lineare  Gebilde.^'") 

Das  Gebüde  vierter  Stufe  Ic^S^'^  +  ...  +  i^S«*)  =  0  be- 
stimmt einen  Kegelschnitt  (Stufe  10) ;  das  Gebilde  dritter  Stufe 
ein  contravariantes  Gebilde  erster  Stufe  ti2?^*>4"*2'^*^=0;  etc. 
(Vergl.  unten  Aufg.  16  und  Art.  336,  6.) 

Äufg,  1 .  Zwei  Tripel  harmonischer  Pole  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  £f'  «=  0  liegen  auf  einem  andern  Kegelschnitt,  und 
die  beiden  Tripel  harmonischer  Polaren  berühren  einen  und  den- 
selben Kegelschnitt.    (Art.  309,  4.) 

Denken  wir  einen  Kegelschnitt  durch  die  Ecken  des  einen 
Dreiecks  und  durch  zwei  des  andern  gelegt,  welches  als  Funda- 
mentaldreieck gewählt  werde,  so  folgt 

6'  BS  0    oder    aj,  -j-  »22  +  «33  =  ^ 
aus  der  Voraussetzung,  dass  er  dem  ersten  Dreieck  umgeschrieben 
sei   (Art.  347,  2),   und  da  zwei  Ecken  des  Fondamentaldreiecks 

83* 


516  XXI.  InTariantentheorie  der  Kegelsclmitte.  351. 

dem  Kegelschnitt  angehören,  so  ist  an  «=0,  ^22=0^  und  man  er- 
kennt somit^  dass  auch  033  «=  0  ist  oder  auch  die  dritte  Ecke  des 
Fundamentaldreiecks  dem  Kegelschnitt  angehört.  Ebenso  beweist 
man  den  zweiten  Theil  des  Satzes. 

Äufg.  2.  Das  Quadrat  der  Länge  der  Tangenten ,  welche  vom 
Centrum  eines  Kegelschnitts  an  den  einem  in  Bezug  auf  ihn  sich 
selbst  conjugirten  Dreieck  umgeschriebenen  Kreis  gehen,  istcon- 
stant  und  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Halbaxen.^^') 

Dies  ist  die  geometrische  Interpretation  der  speciellen  Form 
der  Relation  €^  =  0 ,  wie  sie  in  der  4.  Aufg.  des  Art.  347  ge- 
funden ward ,  nfimlich  a^  +  /5^  —  r^  zssi  a^  -^-  6*.  Man  kann  den 
Satz  auch  so  aussprechen:  Jeder  Kreis,  der  ein  System  hanno- 
nischer  Pole  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  enthält,  ist  ortho- 
gonal zu  dem  Kreise,  in  welchem  sich  die  zu  einander  rechtwin- 
Hgen  Tangenten  eines  Kegelschnitts  schneiden.  Denn  das  Quadrat 
des  Badius  dieses  Kreises  ist  «s  a^  -{-  h^, 

Äufg.  3.  Das  Centrum  des  Kreises,  welcher  von  einem  Sy- 
stem harmonischer  Polaren  in  Bezug  auf  eine  gleichseitige  Hyper- 
bel berührt  wird,  liegt  in  der  Curve.  Die  Relation  6'«=  0  in 
der  Aufg.  4  des  Art,  347  beweist  dies  für  6'  "»=  —  a*. 

Aufg.  4.  Wenn  das  Rechteck  unter  den  Segmenten  eines  der 
Höhenperpendikel  des  von  drei  Tangenten  eines  Kegelschnitts  ge- 
bildeten Dreiecks  constant  und  gleich  q^  ist,  so  ist  der  Ort  des 
Höhendurchschnittspunktes  der  Kreis  a?^  -f"  y'  =  ^'  +  ^'  +  fi'* 
Denn  6  =  0  (Art.  347,  4)  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  ein 
System  harmonischer  Polaren  in  Bezug  auf  den  Kreis  den  Kegel- 
schnitt iS  a=  0  berührt.  Das  Centrum  des  Kreises  ist  aber  der 
Höhendurchschnittspunkt  für  ein  Dreieck,  das  in  Bezug  auf  ihn 
sich  selbst  conjugirt  ist^  während  das  Quadrat  seines  Radios  das 
Rechteck  unter  den  Segmenten  einer  seiner  Höhen  ist,  mit  posi- 
tivem oder  negativem  Zeichen  genommen,  je  nachdem  das  Drei- 
eck stumpfwinklig  oder  spitzwinklig  ist.  Wenn  man  in  diesem 
Beispiel  g^  bb  0  voraussetzt;  so  erhält  man  den  Ort  des  Durch- 
schnitts rectangulärer  Tangenten  des  Kegelachnitts. 

Äufg,  5.  Wenn  das  Rechteck  unter  den  Segmenten  eines  der 
Höhenperpendikel  für  ein  in  den  Kegelschnitt  S^  <=  0  eingeschrie- 
benes Dreieck  constant  ist  (=  q^) ,  so  ist  der  Ort  des  Höhendureh- 
Schnittspunktes  der  mit  j9  «=  0  concentrische  und  ähnliche ,  Shn- 

lich  gelegene  Kegelschnitt ^^^)  Ä  =  ä'^(-t+M)'     ^^^^  ergiebt 

sich  auf  dieselbe  Weise  aus  6' «=  0. 

Äufg,  6.  Man  soll  den  Ort  des  Höhendurchschnittspnnktes 
für  ein  Dreieck  finden ,  welches  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben 
und  zugleich  einem  andern  Kegelschnitt  umgeschrieben  ist.  '^')  Wenn 
man  das  Centrum  des  letzteren  Kegelschnitts  zum  Coordinatenan- 
fangspunkt  wählt  und  die  Werthe  von  q^  einander  gleich  setzt,  die 


Beispiele  zur  Deutung  der  Simultan-Inyarianten.   351.       517 

sich  aus  den  beiden  vorigen  Aufgaben  ergeben,  so  ist  für  a\  h' 
als  die  Axen  des  Kegelschnitts  8  *=  Oy  in  welchen  das  Dreieck 
eingeschrieben  ist,  die  Gleichung  des  Ortes 

(x2  +  y2  -  a^  _  62)  (a'2  ^  ^2)  _  a'H'^S, 

Der  Ort  ist  daher  ein  Kegelschnitt,  dessen  Axen  denen  Ton  S=0 
parallel  sind ,  und  der  mit  S  '^  0  zugleich  ein  Kreis  wird. 

Äufg»  7.  Das  Centrum  eines  Ejreises,  der  ein  System  har- 
monischer Pole  in  Bezug  auf  eine  Parabel  enthält,  liegt  in  der 
Directrix. 

Äufg,  8.  Der  Höhendurchschnitt  eines  Dreiecks,  welthes  einer 
Parabel  umgeschrieben  ist,  liegt  in  der  Directrix. 

Der  Beweis  für  beide  letztere  Sätze  liegt  in  der  Relation  6s=s0 
in  der  5.  Aufg.  des  Art.  347. 

Äufy,  9.  Für  einen  Kreis ,  der  ein  System  harmonischer  Po- 
laren in  Bezug  auf  eine  Parabel  zu  Tangenten  hat,  ist  die  vom 
Fusspunkt  seiner  Mittelpunkfcsordinate  in  der  Axe  atf  ihn  zu  legende 
Tangente  der  bezüglichen  Parabelordinate  gleich.  Der  Beweis  liegt 
in  der  Belation  S'  «=  0  in  der  5.  Aufg.  des  Art.  347. 

Äufg,  10.  Wenn  der  Radius  des  einem  System  harmonischer 
Polaren  in  Bezug  auf  eine  Parabel  eingeschriebenen  Kreises  ge- 
geben ist ,  so  ist  der  Ort  seines  Centrums  eine  Parabel  von  glei- 
chem Parameter  mit  der  gegebenen. 

Äufg.  11.  In  einem  Büschel  kS'  ^  8"  =:  0  giebt  es  immer 
einen  und  nur  einen  Kegelschnitt,  der  ein  Tripel  harmonischer  Pole 
in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Kegelschnitt  8  =»  0  enthält.  Für 
9^ ,  02  als  die  Werthe  der  Invariante  6  ftlr  die  Kegelschnitte  8' 
und  Sy  8"  und  8  respective  ist  die  Gleichung  desselben 

©15"  + 02^  =  0. 

Denn  es  ist  für  8*  ^=^0  als  den  fraglichen  Kegelschnitt  die  In- 
variante 9  für  8*  und  8 

e*  —  (Äai,  +  a,/)  Ai'  +...  =  ^61  +  62. 

Aufg.  12.  Wenn  in  einem  Büschel  zwei  Kegelschnitte  S^=Oj 
S"  eas  0  vorkommen,  die  ein  Tripel  harmonischer  Pole  von  8'=^0 
enthalten,  so  liegen  auf  jedem  Kegelschnitt  des  durch  sie  bestimm- 
ten Büschels  solche  Tripel.  Denn  aus  6^  =»  0,  ^2  "^^  ^  ^^^S^  ^^ 
Verschwinden  der  Invariante  6  für  die  Kegelschnitte  8  ^=^  0  und 
hS'  -^  8"  =-  0,  weil  diese  sich  aus  jenen  linear  zusammensetzt 

S  =  4ii'(*öu'+öir)+ +24i2(Äa,2'  +  ai2")=^öi  +  Ö2- 

Und  offenbar  allgemeiner:  Wenn  das  System 

n  Kegelschnitte  enthält,  die  durch  Tripel  harmonischer  Pole  des 
Kegelschnitts  8*=»0  gehen,   so  thut  dies  jeder  Kegelschnitt  des 
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Systems.  (Vergl.  Art.  349,  2,  4.)  Beciprok:  Wenn  eine  Schaar 
von  Kegelschnitten  zwei  Kegelschnitte  enthält,  die  Tripel  harmo- 
nischer Polaren  eines  festen  Kegelschnitts  berühren ,  so  thon  dies 
alle  Kegelschnitte  der  Schaar;  etc. 

Aufg.  13.  Man  soll  einen  Kegelschnitt  bestimmen,  welcher 
drei  gegebene  Punkte  Ä,  B,  C  und  je  ein  Tripel  harmonischer 
Pole  des  Kegelschnitts  K^  und  des  Kegelschnitts  f  ,  enthält. 

Sind  A^B^C^,  A^B^C^  die  Polardreiecke  von  ABC  in  Bezug 
auf  diese  Kegelschnitte,  so  sind  die  Pole  des  Dreiecks  ABC  xii 
ihnen  zwei  Punkte  des  gesuchten  Kegelschnitts,  der  somit  durch 
fünf  Puifkte  bestimmt  ist. 

In  Folge  dessen  bilden  die  Kegelschnitte,  welche  der  Bedin- 
gung gentigen,  je  ein  Tripel  harmonischer  Pole  für  zwei  gegebene 
Kegelschnitte  zu  enthalten,  ein  lineares  dreifach  unendliches  Sy- 
stem oder  ein  Gebüde  dritter  Stufe  von  Kegelschnitten. 

Aufg,  14.  Man  construire  den  Kegelschnitt,  welcher  zwei  ge- 
gebene Punkte-  A ,  B  und  je  ein  Tripel  harmonischer  Pole  für  drei 
feste  Kegelschnitte  JTj,  £^,  K^  enthält. 

Wenn  P^^  F^,  Pj  die  Pole  von  AB  \n  Bezug  auf  Z", ,  ifj,  K^ 
sind  und  eine  Gerade  aus  A  von  den  Polen  F^^  F2'^  ^z  ^^  F  den 
gesuchten  Kegelschnitt  trifft,  so  liegen  nach  dem  Texte  die  drei 
Punkte  (PC, ,  BF^),  {FC,,  BF^),  (PCg,  BF^)  mit  A,  B  und  P 
auf  dem  gesuchten  Kegelschnitt,  so  dass  die  Büschel  (P.^OiCj^?)] 
und  (JS.ilP,  PjPß)  projectivisch  sind.  Da  hiernach  P  auf  dem 
durch  A^  0(,  C2,  C^  gehenden  Kegelschnitt  liegt ,  für  den  das 
Doppelverhältniss  dieser  vier  Punkte  gleich  dem  von{B .AF^P^F^) 
ist ,  so  ist  P  linear  bestimmt  und  man  hat  sechs  Punkte  des  ge- 
suchten Kegelschnitts. 

Aufg,  15.  Man  bestimme  den  Kegelschnitt  durch  einen  Punkt 
und  je  ein  Tripel  harmonischer  Pole  in  Bezug  auf  vier  gegebene 
Kegelschnitte,  und  den  Kegelschnitt,  welcher  in  Bezug  auf  fünf 
gegebene  Kegelschnitte  je  ein  Tripel  harmonischer  Pole  enthält 
Das  letzte  Problem  umfasst  die  ersteren. 

Aufg.  16.  Man  bestimme  einen  Kegelschnitt,  welcher  fttnf 
gegebene  Strecken  harmonisch  theilf  ^),  indem  man  die  Paare  ihrer 
Endpunkte  als  degenerirte  Kegelschnitte  betrachtet,  von  denen 
Tripel  harmonischer  Pole  in  dem  gesuchten  enthalten  sind. 

352.  Es  ist  nicht  im  Allgemeinen  möglich,  dem 
einen  von  zwei  beliebigen  Kegelschnitten  ein  Drei- 
eck einzuschreiben,  welches  zugleich  dem  andern 
umgeschrieben  ist.  Wenn  aber  zwischen  beiden  Kegei- 
schnitten  eine  gewisse  Relation  stattfindet,  so  können  unend- 
lich viele  solche  Dreiecke  gefunden  werden;  diese  Relation  soll 
bestimmt  werden. 

Wir  nehmen  an,  ein  solches  Dreieck  sei  möglich,  und  es 
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sei  zum  FuDdamentaldreieck  gewählt;  dann  sind  die  Gleichun- 
gen beider  Kegelschnitte  auf  die  einfachen  Formen 

iS  ^  a?i^  +  x^  +  x^  —  "ix^x^  —  2^:3^:1  —  2x^x^  =  0, 

S'  =  2a^^x^x^  +  2a^^x^x^  +  2a^^x^x^  =  0 

reducirbar  (in  der  ersten  sind  die  Coefficienten  a^^  02,  a^ 
[vergl.  Art  347,  6]  implicite  den  x  gedacht),  und  wir  erhal- 
ten fQr  ihre  Invarianten  die  Werthe 

^  =  —  4,    -J'  — 2a23a3,o,2,     ®  =  4(a,3-f  a3,  +  ai,), 

0'  =  —  («23  +  «31  +  «12)^- 

Zwischen  diesen  besteht  aber  die  Relation^**)  ®^  =  4-^0', 
und  da  diese  eine  Gleichung  der  Art  ist,  von  welcher  im  Art.  347 
erörtert  wurde,  dass  sie  durch  eine  Verä&derung  der  Goordina- 
tenbeziehung  ungestört  bleibt,  so  muss  dieselbe  Relation  unter 
den  Coefficienten  der  Gleichungen  beider  Kegelschnitte  immer 
stattfinden,  wenn  es  überhaupt  möglich  sein  soll,  sie  in  die 
vorher  angenommenen  einfachen  Formen  zu  transformiren.  Sie 
ist  also  die  analytische  Bedingung  der  geforderten  geometri- 
schen Beziehung.  Man  beweist  auch  umgekehrt,  ganz  ebenso 
wie  in  der  Aufg.  1  des  Art.  351,  dass  unter  Voraussetzung 
dieser  Relation  auch  die  dritte  £cke  eines  dem  Kegelschnitt 
£>asO  umgeschriebenen  Dreiecks  dem  Kegelschnitt  S'^=0  an- 
gehört, wenn  seine  zwei  ersten  Ecken  auf  ihm  liegen. 

Aufg.  1.  Man  bestimme  die  Bedingung  für  diejenige  Lage 
von  zwei  Kreisen ,  bei  welcher  dem  einen  ein  Dreieck  eingeschrie- 
ben werden  kann,  das  zugleich  dem  andern  umgeschrieben  ist.  Für 
D^  —  r'  —  r'^  =  E  ist  nach  der  Aufg.  3  des  Art.  347  die  frag- 
liche Bedingung 

{E'-r^y  +  ^r^{E—r'^)  =  0    oder    (J5; -f  r^)^  =  4rV^ 

also  2>«  =  r'2  +  2rr\ 

der  wohlbekannte  Ausdruck ,  welchen  bereits  Euler  für  die  Ent- 
fernung zwischen  dem  Centrum  des  einem  Dreieck  umgeschriebe- 
nen und  dem  eines  ihm  eingeschriebenen  Kreises  gegeben  hat. 

Der  Ort  der  Begegnungspunkte  der  Höhen  aller  solcher  Dreiecke 
ist  ein  Kreis ,  der  den  Ueberschuss  des  Radius  vom  umgeschriebenen 
Kreis  über  den  Durchmesser  des  eingeschriebenen  zum  Radius  hat. 

Aufg.  2.  Man  soll  den  Ort  des  Centrums  für  einen  Kreis 
von  gegebenem  Halbmesser  finden,  welcher  einem  einem  Kegel- 
schnitt umgeschriebenen  Dreieck  umgeschrieben  oder  einem  ihm  ein- 
geschriebenen Dreieck  eingeschrieben  ist.     Die  fraglichen  Oerter 
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sind  Corven  vierter  Ordnung,  ausgenommen  den  Fall  vom  Gen- 
trum  des  umgeschriebenen  Kreises  für  das  Dreieck  der  Parabel- 
tangenten; dieser  ist  ein  Kreis,  der  den  Brennpunkt  zum  Mittel- 
punkt hat,  wie  auch  sonst  geschlossen  werden  kann. 

Aufg.  3.  Unter  welcher  Bedingung  kann  in  den  Kegelschnitt 
5'=0  ein  Dreieck  eingeschrieben  werden,  dessen  Seiten  die  Kegel- 
schnitte S  +  IS'  =  0,5  +  mS'  =0,5  +  nS'  =  0  respective 
berühren? 

Setzen  wir 

5=Xj'+V+X32-2(l+to23)jr^3-2(l+ma3,>^a:i--2(l+na,2Ka;j=0, 

S'  =  2a„X2fl:3  +  2a3, 0:30:1+2012X10:2  =  0, 

so  wird  S'\'lS'=0  durch  a;i=0,  S'\-mS'=0  durch  a?2=0,  etc. 
berührt,  die  Invarianten  des  Systems  sind  aber 

^  =—  (2  +  ^«23  +  ^»31  +  ^«12)'  —  2«iiiiia23a3ia,2, 
^ = 2(a23+ 031+ ai2)(2+fo23+fiMi3i+na,  2)  +  2a23a3ia|  2(«»n+irf+Zm), 
e'  —  —  (a23  +  031  +  0,2)^  -^  2(?  +  m  +  w)  «23 «31  «12» 

-^'  =  2^23  «31  «12 

und  erfüllen  die  Relation 
{S--J'{mn+nl+lm)Y=^{J+lmnd'){(S^+^{l+m+n)), 

welche  die  verlangte  Bedingung  ist. 

353.  Man  soll  die  Bedingung  angeben,  unter  wel- 
cher die  gerade  Linie  Si^Ci  +  ^2^2  +  ^3^3  ■=  0  durch 
einen  der  vier  Schnittpunkte  der  beiden  Kegel- 
schnitte iS  s=  0,  jS'  «=  0  hindurchgeht;  d.  i.  man  soll  die 
Gleichung  dieser  Punkte  in  Tangential-  oder  Linien-Coordina- 
ten  entwickeln. 

Die  Tangentialgleichung  von  irgend  einem  Kegelschnitt 
des  Systems  S  +  hS'  =  0  wird  gebildet,  indem  man  in  die 
Tangentialgleichung  des  Kegelschnitts  S  =  0,  d.  h.  in 

-2^=(«22Ö33— «23^)  Si'  + ••+ 2(a,3ai2  —  an 023)62 63  +  etc.« 0 
oder 

«11,  a,27  «13>  §1 
^21 J  «227  «23  >  «2 
«3U    «32  7   ^3;    63 

»i ;    62  7    €3  >   ^ 

I 

(Art.  324)  für  die  Goefficienten  a^  die  Summen  a^^  +  ha'if  sub- 
stituirt.  Die  Determinante  lässt  sich  nach  der  binomischen 
Zusammensetzung  von  drei  Reihen  ihrer  Elemente  in  sieben 


=  0 
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andere  Determinanten  als  Summanden  zerlegen^  von  denen 
die  erste  keine  der  Verticalreihen  d  enthält,  und  darum  mit 
27  identisch  ist^  während  drei  weitere  Ton  ihnen  je  eine  Yer- 
ücalreihe  der  a'  und  damit  den  Factor  X;  enthalten  ^  und  in 
die  drei  letzten  je  zwei  Verticalreihen  der  d  und  damit  der 
Factor  1^  eingehen.  Die  Summe  dieser  letzteren  erweist  sich 
als  die  mit  H  ganz  gleich  gebildete  Determinante  der  d  und 
ist  also  durch  2J'  zu  bezeichnen.  Daher  ist  das  Substitutions- 
resoltat,  d.  h.  die  Taugentialgleichung  des  Kegelschnitts 

durch  2;+*®  +  A2  2;'  =  0 

dargestellt  y  wenn  wir  durch  <]>  die  Summe  jener  drei  Partial- 
Determinanten  bezeichnen^  die  mit  dem  Factor  A;  behaftet  sind. 
Sie  sind 


l 


^21  1    ^22  i   ^23  7    §2 
^31  ;    ^32;    ^33?    63 

0,  I2,  I3,  0 


«li ,  aj2,  aj3,  5, 

^21;    ^22  >    ^V3;    92 

^3u  ^32  y  ^33;  » 


3 


+ 


ajj,  ajjy  «13;  Sl 

^21 ;  ^22  >  ^23  ^  § 
^81>^32^  ^33?  » 

li.Si,   0,0 


und  der  Factor  von  ä;  kann  in  den  Summenformen  dargestellt 
werden 


^l?-«.t'' 


oder  entwickelt  mit* 

^=(»22 »33'+ «33  Ö22'-^2a23a23')  gj^  +  («33  «11'  +  0^11033'— 2 «3103,')  l^ 

+(«llÖ22'+«22«ir--2ai2a,2')S3^+2(«13«12'+ö^l2Ö^13— «Jl«23— «23«ll')62S3 
+  2  («21  a23' +  «23  «2/ ■- «22  Ö^Sl' —  «31  «22')  S3 5| 
+  2(a32«3i  +«31  «32  — «33  «12  — «12«3s)5lS2* 

Man  nennt  27,  <i>  und  £"  nach  Gauss  die  zugehörigen 
Formen  oder  nach  Sylvester  die  Contravarianten  des 
Systems.    Die  Taugentialgleichung  der  Enveloppe  des  Systems 

ist  daher  durch  ®2— 4272;'  ausgedrückt.  (Art  305,  314)  Und 
da  iS  -f-  %iS'  a»  0  und  also  auch  die  entsprechende  Tangc^n- 
tialgleichung  ein  System  von  Kegelschnitten  bezeichnet,  wel- 
che durch  dieselben  vier  Punkte  gehen,  so  kann  die  Enve- 
loppe eben  nur  das  System  dieser  vier  Punkte  bezeichnen;  und 
die  Relation  9^ »»  4272J'  ist  daher  die  fragliche  Bedingung; 
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unter  welcher  die  zwei  Kegelschnitte  des  Systems  /S  +  JfciS'=«0, 
welche  die  Gerade  |,  x^  4"  ^^^'  "=  ^  berühren^  zasammenfallen 
können. 

354.  Man  soll  die  Gleichung  der  vier  gemein- 
schaftlichen Tangenten  von  zwei  Kegelschnitten 
bestimmen. 

Das  gegenwärtige  Problem  entspricht  dem  vorigen  dua- 
listisch und  kann  ganz  analog  behandelt  werden.  Sind  ^==0 
und  27'  BS  0  die  Gleichungen  beider  Kegelschnitte  in  Tangen- 
tialcoordinaten ,  so  repräsentirt  die  Gleichung  U-^-hU'^^O 
jeden  Kegelschnitt  in  Tangentialcoordinaten,  der  mit  jenen  bei- 
den demselben  Tangentenvierseit  eingeschrieben  ist.  (Art. 292.) 
Bildet  man  dann  nach  Art.  316  die  der  Gleichung 

2J-{'kir  =  0  oder 

{A,,  -f  kA,,')  1,2  +  etc.  +  2(^3  +  JcA,,')  |, i,  -f  etc.  -  0 

entsprechende  Gleichung  in  Punktcoordinaten,  so  erhalt  man 

-^21     l     ^-^21  )   -^22     I     ^'-^22;    -^23     l     "'-^aS  ;    '^2 
-^31  "l     ^-^31  ;   -^32     I     ^-^32  9   -^33  "H  ^A^^,   X-^ 
Xi  y  X^  ,  3?3  ,0 

und  durch  die  Zerlegung  dieser  Determinante  in  ihre  sieben 
Summanden,  wie  oben  eine  in  k  quadratische  Gleichung,  in 
welcher  das  absolute  Glied  und  das  Glied  in  k"^  durch 

(^22^33— ^28*)  ^1^  +  etc.   +  2(-4,3^,2  — ^ii^ljj)  ^2^3  +  ^^' 

und 
{(^22'^33-^23'')^i'+etc.+2(^,3'^,/-^„'^3')x^,+etc.}i' 

dargestellt  werden ,  während  auch  das  Glied  in  k  einen  in  den 
A^  und  A^'  ganz  ebenso  gebildeten  Coefficienten  hat,  wie  das 
entsprechende  Glied  in  der  Untersuchung  des  vorigen  Artikels. 
Nun  ward  aber  in  Art.  316  bewiesen,  dass  die  aus  der  Dis- 
criminante  der  Tangen tialgleichung  des  Kegelschnitts 

a,, a;,^  +  etc.  =  0    oder    5  =  0 

gebildete  Determinante  mit  dem  Saum  der  Xi  mit  dem  Prodaet 
^/5  gleich werthig  ist,  und  man  hat  daher  als  Ergebniss  der 
jetzigen  Untersuchung  die  Gleichung 

JS  +  kF+k^JS'^0 
mit 


=  0, 
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-*^— ^(-^22-^33  ~f'-^a3-^22  "2-^23-^23  )^1  "Hl-^SS-^ll  +-^11-^33  ~^'^3i'^2\  )^2 

+  (-^11^22    +  ^22-^1/  —  2-4,2-4i2)  X^^ 
"T  ^(-^13-^12    +  -^12-^13    —  -^11-^23    —  -^23-^11)^2^3 
"T"  ^(-^21*^23    T  -^23-^21  -^22*^31    —  -^31-^22/^3^1 

r    2 (-^32 -^31      1-^31-^32  -^33-^12    —  -^12-^33  )^1  ^2  • 

Die  Enyeloppe  des  Systems  JS  +  1cF+  k^J'S'  =  0  ist  aber 
durch  jP^  =  A^J'SS'  dargestellt,  und  diese  Gleichung  somit 
die  Gleichung  der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte. 

DieGleichung  F^=4J^'SS'  bezeichnet  durch  ihre  Form 
(Art.  272)  einen  Ort,  welcher  die  Kegelschnitte  S=0,  5^=0 
in  den  Punkten  berührt,  in  denen  der  Kegelschnitt  jP«=0  sie 
schneidet;  man  erfährt  also,  dass  die  acht  Berührungs- 
punkte zweier  Kegelschnitte  mitihren  gemeinsamen 
Tangenten  auf  einem  Kegelschnitt  i^s^O  liegen. 
(Vergl.  Art.  317,  3.)  Dieselbe  üeberleguog  führt  von  dem 
Resultat  der  Untersuchung  des  vorigen  Art.  zu  dem  Satz:  Die 
acht  Tangenten  zweier  Kegelschnitte  in  ihren 
Durchschnittspunkten  berühren  sämmtlich  einen 
Kegelschnitt  0  =  0.^^^) 

Aufg.  1.  Welches  ist  die  Gleichung  der  gemeinächaftlicben 
Tangenten  der  durch 

«11^1^+022 V  +  Ö33V=Ö,    a,i'a;,2+  «22^  +  033'^  =  ^ 

gegebenen  Kegelschnitte?    Man  hat 

A||  =  022  O33 »    .^22  '^^  ^33^11  >    -^33  ^'^  ®11  ^22 »     -^11  ^^^^22  ''33  »    ®^* 

also 

-^=  «llö|l'(«22»33'  +  «33^22')  ^1^  +  »22 «22' (»33 «l/  +  «llO  ^2 

+  «33  «33' («11  «22'+  «22«llV3^ 

und  die  fragliche  Gleichung  ist  somit 

{«11  «11' («22 «3S'  +  «33«22')^l'  +  «22«22'(ö33Öll'  +  ÖIIÖ33')  V 

+  «33Ö33'  Kl  «22'  +  «22«ll')  V}^ 

=  «1 1Ö22«33«I  l'»22'«33'(öl  l^i  *  +  «22^2^  +  «33^3^)(öl  l'^l'  +  «22'«2*+  «33'^3')- 

Aufg,  2.  Man  bestimme  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  von 
zwei  Kegelschnitten,  welche  demselben  Dreieck  umgeschrieben  sind. 

Der  Kegelschnitt  J' ««  0,  welcher  ihre  acht  Berührungspunkte 
enthält,  ist  in  diesem  Falle  ausgedrückt  durch 
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(»12  «Is'— »I30l2')^^l'+  Ö^C-+  (öl2Ö23'+«23»12')(öl3«23'+  <^2^\z)^2H 

+  etc.  =  0. 

Anfg.  3.  Wenn  Ä'ss  0  ein  Linienpaar  reprSsentirt,  so  ist  F=0 
der  Ausdruck  des  von  ihrem  Schnittpnnkte  aus  an  den  Kegelschnitt 
S  s=  0  gehen  Tangentenpaares. 

355.  Der  letzte  Artikel  erläutert  die  Bedeutung  der  Co- 
varianten^  sowie  die  früheren  Entwickelungen  die  der  In- 
varianten ins  Licht  gestellt  haben.  Wenn  aus  der  allgemei- 
nen Gleichung  einer  Curve  oder  den  Gleichungen  eines  Systems 
von  Curven  die  Gleichung  CT  =  0  eines  Ortes  hervoi^eht,  der 
zu  ihr  oder  zu  dem  System  eine  von  den  Coordinatenaxen  un- 
abhängige ;  durch  lineare  Transformation  unzerstörbare  gesetz- 
liche Beziehung  hat;  so  ist  ü  =  0  eine  Govariante  der  Curve 
oder  des  Systems.  Die  auf  neue  Axen  bezogene  Gleichung 
dieses  Ortes  wird  ebenso  erhalten,  wenn  wir  die  Gleichung 
JJ  =^0  selbst  zu  diesen  neuen  Axen  transformiren^  als  wenn 
wir  die  ursprüngliche  Gleichung  der  Curve  oder  die  Gleichun- 
gen des  Systems  von  Curven  so  transformiren  und  aus  den 
transformirten  die  Function  U  in  derselben  Weise  bilden  ^  wie 
sie  aus  den  ursprünglichen  gebildet  wird.  Wenn  wir  die  Glei- 
chungen 5  <»  0;  S'  =  0  der  Kegelschnitte  zu  einem  neuen 
Coordinatendreieck  transformiren ^  indem  wir  x^^x^y  x^  durch 

«11^1 +  «12y2+ «13^31    «21^1 +«22^2+ «23*3»    «3iyi+a32y2+«S3?3 

respective  ersetzen ,  und  wenn  wir  dieselbe  Substitution  in  der 
Gleichung  F^  =  AjJJ'SS'  vollziehen,  so  kann  das  Resultat 
dieser  letzteren  Substitution  nur  durch  einen  constanten  Fac- 
tor von  der  Gleichung  F^=4^jd'SS'  verschieden  sein,  welche 
mit  den  Coefficienten  der  transformirten  Formen  S,  5'  ge- 
bildet ist.  Denn  jede  von  beiden  Gleichungen  repräsentirt  die 
vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  beider  Kegelschnitte. 

Wenn  femer  die  Function  g,  x^  +  ^2^2  +  ^3^3  =  0  durch 
die  Substitution 

aiiyi+«i2y2+ai3y3;  «2iyi+«22y2+«23y3;  «31^1 +«32^2+ «33*3 

für  X,,  X,,  X,  respective  transformirt,  also  in 

61  («llJ/l  +  «122/2  +  «ISJ/S)  +    S2(a2iyi  +  «22^2  +  «23^3) 

+  53(«3iyi  +  «32^2  +  «33  y3) 

Übergeführt  wird,  welches  wir  in  der  Form 

niVi  +  niyi  +  nzVz 
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schreiben ,  indem  wir  über  die  Bedeutungen  der  ij.-  yoraussetzen 

Vi  =  «iiSi  +  «2162  +  «aiSa;    %  =  «12^2  +  «2262  +  «3263; 

Vz  =  '^laSi  +  «23^2  +  ^z'ihf 
so  liefern  diese  Gleichungen  durch  Auflösung  für  R  als  den 
Werth  der  Determinante  der  Substitution  und  A^  als  ihre  Unter- 
determinanten nach  den  entsprechenden  Elementen  aij 

^it=^uV\+^\2V2  +  AzV$7    •B62=^2I^l+-^22^2  +  -^23%; 

-BS2  =  -^31^1  +  ^32^2  +  ^33%- 

Setzen  wir  die  daraus  heryorgehenden  Werthe  der  |  in  die 
Bedingung  ein,  welche  die  Berührung  einer  Curye  durch  die 
Gerade  S,  arj  +  etc.  =  0  oder  allgemeiner  eine  yom  Axensy- 
stem  unabhängige  Relation  derselben  Geraden  zu  dieser  Curye 
oder  zu  einem  System  yon  Curyen  ausdrückt,  so  erhalten  wir 
die  Bedingung  in  Function  der  ij,  und  sie  kann  nur  durch 
einen  constanten  Factor  yon  der  gleichbedeutenden'  Function 
der  §  yerschieden  sein,  die  man  erhalten  würde,  wenn  man 
die  ursprünglichen  Gleichungen  zu  neuen  Goordinaten  trans- 
formirte  und  für  die  transformirten  Gleichungen  jene  Bedin- 
gung nach  demselben  Gesetze  wie  yorher  bildete.  Functionen 
dieser  Art  sind  die  zugehörigen  Formen  oder  Contra- 
yarianten (Art.  353);  sie  gleichen  den  Coyarianten  darin, 
dass  eine  solche  Contrayariante,  wie  z.  B.  die  Tangentialglei- 
chung  eines  Kegelschnitts 

(«22  «33  —  «23^)  5i^  +  etc.  =  0 
durch  lineare  Substitutionen  in  die  Gleichung 

(p22hz  —  K^)  ni^  +  etc.  =  0 
transformirt  wird,  welche  nach  demselben  Gesetze  aus  den  Coef- 
ficienten  der  transformirten  Punktgleichuug  des  Kegelschnitts 
gebildet  ist;  aber  sie  unterscheiden  sich  yon  denselben  darin, 
dass  die  |  nicht  durch  dieselben  (ursprünglichen)  Substitutio- 
nen wie  die  x,  sondern  durch  die  transponirten  Substitu- 
tionen transformirt  werden,  wie  dies  oben  angegeben  ist.  (Vergl. 
Art  82.)  Die  Bedingung  <]>»=»  0  des  Art.  353  ist  eine  Con- 
trayariante des  Systems  der  Kegelschnitte  S  «=^  0,  iS'  =  0. 
Wir  bemerken  endlich,  dass  die  Function 

li^i  +  €2^2  "h  53^3 
durch  die  gleichzeitige  Anwendung  der  ursprünglichen  und  der 
transponirten  Substitution  direct  in  die  entsprechende  Function 
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übergeht;  denn  in  der  Entwickelang  Ton 

{Aji  17,  +  etc.)  («j,  y,  +  etc.)  +  (^3,  i?,  +  etc.)  («j,  j/,  +  etc.)} :  iJ 
verschwinden  nach  den  Relationen 

alle  Glieder  i^j^^?  ^^39  VzVij  ^^'9  ^^^  ^^^  Coefficienten  der 
Glieder  riiPif  i;?^?'  ^3^3  werden  übereinstimmend  gleich  der 
Eiuheit.  Man  nennt  diese  Function  eine  Zwischenform 
des  Systems  und  giebt  die  nämliche  Benennung  jeder  Func- 
tion der  beiden  Reihen  yon  Veranderlichen  x  und  £,  welcbe 
ihren  Werth  nicht  oder  nur  durch  Hinzutritt  eines  constanten 
Factors  ändert,  wenn  man  die  eine  Reihe  der  Yariabeln  durch 
die  ursprünglichen,  die  andere  aber  gleichzeitig  durch  die  trans- 
ponirten Substitutionen transformirt.  Zwischenformen  sind 
daher  alle  Producte  yon  Potenzen  der  Covarianten 
und  Contravarianten  des  Systems. 

356.  Die  Bedingung  4>=0  drückt  aus,  dass  die 
Gerade  i^x^  +  ^2^2  +  ^3^3  =  0  von  dem  System  der 
Kegelschnitte  S  =  0,  5' «=  0  in  Punkten  eines  har- 
monischen Systems  geschnitten  wird.    (Art.  335,  4.) 

Wenn  man  zwischen  der  Gleichung  der  Geraden  und  der 
allgemeinen  Gleichung  des  Kegelschnitts  S  ^=0  die  Variable 
073  eliminirt,  so  erhält  man  für  die  Schnittpunkte  die  Gleichung 

+  («2268^  — 2  0^23^2  63  +  033^)^2*  =0| 

und  eine  ganz  gleichgebildete  Gleichung  mit  den  Coefficienten 
a'  an  Stelle  der  a  ergiebt  sich  für  die  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden mit  dem  zweiten  Kegelschnitt.  Sollen  diese  vier  Punkte 
ein  harmonisches  System  bilden,  so  muss  durch  die  Coefficien- 
ten beider  Gleichungen  die  Relation  der  harmonischen  Thei- 
lung  (Art.  335)  erfüllt  sein,  d.  h.  man  hat  die  Bedingung 

(a  „  S32  —  2  ai3  M3  +  033  g,  2)  (eij/ gj«  —  2  aas' I2  ^3 + «33' 62') 

+  («11 V  — 2a,3'2|  S3  +  «33'6!*)(ö22  63*  —  äajslaSs +«^3i2')  *= 
2(«1?53*— «2361^3— «l36263+a335lS2)(ai2%*-Ö23'6|63—ö|3'y3+%8'6lW 

d.  h.  durch  Entwickelung  und  Reduction 
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(^Ö33'  +  ÖJ33«22'— 2ö23^23')6!^+(«33Öfll'+«J!«33'  — 2a3,a3,')$2' 
+(flllÖM'+^22Öir— 2«12«12063'+2lC^I3fl|2'+«l2«13-«ll«23'--^23Ö|l')M3 
+  2  («2,  »23'  +  «23  aj,'  —  «22  Ö3t'  -  «31  «22')  63  5l 
+  2  (flf32«3l'+Ö31  «32'— 033^12''— «12«f3$')S|  62  =  0* 

und  somit  <]>  »s  0.  In  derselben  Art  beweist  man,  dass  i^»>  0 
die  Gleichung  für  den  Ort  aller  der  Punkte  ist,  für 
welche  die  von  ihnen  an  die  Kegelschnitte  S  =  0, 
5'  =  0  gehenden  Tangentenpaare  ein  harmonisches 
Büschel  bilden.    (Vergl.  Art.  335,  2.) 

Man  findet,  dass  die  Punktcoordinatengleichung 
jedes  mit  jS»sO  und  jS'ssO  covarianten  Kegelschnitts 
in  Fanction  von  S,  S'j  F  ausgedrückt  werden  kann, 
indess  seine  Tangentialgleichung  in  Function  von 
Z,  Z',  O  sich  ergiebt.  Die  folgenden  Beispiele  werden  dies 
erläutern. 

Äufg.  1.  Wenn  man  die  Pole  aller  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts iS  =  0  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  S'  ^=  0  bildet,  so 
ist  der  Ort  derselben  eine  Curve,  die  man  die  Polarcurve  von 
S  in  Bezug  auf  S'  nennt.  Diese  und  die  Polarcurve  von  S'  in 
Bezug  auf  S  sind  Covarianten  des  Systems;  man  soll  ihre 
Gleichungen  in  Function  von  S,  S\  F  entwickeln. 

Wir  denken  die  gegebenen  Kegelschnitte  auf  ihr  gemeinsames 
System  harmonischer  Pole  bezogen  und  setzen  ihre  Gleichungen 
in  der  Form 
S  ~  tti^x^^  +  ajjaJj'  +  aajiTj^  =  o,   S' —  x,^  +  x^^  +  ajj*  =  0 

voraus;  dann  ist 

F=  a,  1  (a22  +  «33)  ^1^  +  «22  (033  +  «1 1)^2'  +  «83  («1 1  +  ^nW= 0. 
Da  aber  die  Bedingung  der  Berührung  einer  Geraden  mit  8=^0 
die  Form  -21  1-21  t  2       a 

«22  033  51     +  «33  «n  ^2     +  «11  «22^3^  =  ^ 

hat,  so  ist  der  Ort  der  Pole  der  Tangenten  von  8^=0  mit  Bezug 
auf  /S'  »s  0  ein  Kegelschnitt,  ausgedrückt  durch 

«22  «33^1^  +  «33  «11  ^2'  +  «II  «22  V  =  ö- 

Man  siebte  das  gemeinsame  Tripel  harmonischer  Pole  für  8  und 
S'  ist  auch  für  ihn  ein  solches.  Da  diese  Gleichung  aber  in  der  Form 

(«22«33  +  «33«11  +  «II  «22)(^1*  +  V  +  X^^)  —  F  =  0 

geschrieben  werden  kann,  in  welcher  auch  der  Goeffident  der  linken 
Seite  eine  Invariante  ist  (Art.  347,  1),  so  wird  der  Ort  durch  die 
Gleichung  SS'  ^^  F  allgemein  dargestellt.  Ebenso  ist  S'S  =s  F 
die  Gleichung  der  Polare  von  Ä'  =  0  in  Bezug  auf  S  «=  0. 
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Man  verificire  ^  dass  die  Polarfignr  der  gleichseitigen  Hyperbel 

c^xy  ==  a^xy  —  Wyx 

Art.  189,  1),  welche  die  Fasspunkte  der  Normalen  vom  Punkte 
x'y)  auf  die  Ellipse 

ausschneidet,  eine  Parabel  ist,  welche  die  Axen  der  letzteren  be- 
rührt. Die  ihr  mit  der  Ellipse  gemeinsamen  Tangenten  gehören 
zu  den  Fusspunkten  der  Normalen. 

Aufg,  2.  Der  mit  S  =^  0  und  mit  S'  =  0  covariante  Kegel- 
schnitt S'8  —  6/S'  s=  0  geht  durch  die  Schnittpunkte  der  beiden 
Kegelschnitte  selbst  und  durch  die  der  Polarcurven  eines  jeden  in 
Bezug  auf  den  andern.  Denn  die  gegebene  Gleiclinng  ist  die  Dif- 
ferenz der  Gleichungen  dieser  Polarcurven.  Der  Kegelschnitt  F==0 
geht  durch  die  Schnittpunkte  jedes  der  beiden  Kegelschnitte  mit 
der  Polarcurve  des  andern  in  Bezug  auf  ihn. 

Aufg.  3.  Für  6  =  6'  =  0  decken  sich  beide  Polarcurven 
in  dem  Kegelschnitt  i^  =0.  Vorausgesetzt,  dass  beide  Kegelschnitte 
auf  ihr  gemeinsames  System  harmonischer  Pole  in  den  Formen 

^11^1^  -j-  etc.  =  0,     öii'iPj^  +  etc.  =  0 
bezogen  sind,  so  hat  man  hiemach 

l^  +  ^  +  r^^o.    ;^' ^' +  etc. -=  0, 

«11  Oft  «38  ^     <h» 

d.  h.  die  Verhältnisse  Ou  :  Oh  sind  für  die  Cubikwurzeln  der  Ein- 
heit  1,  e,  Ö2  durch 

«It  Ö«  «88 

gegeben;  und  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  somit 

«11  ^i'  +  e^c.  =  0,     a,ia;,2  +  ^a^^^^^  +  ^'^<h^x^  =*  ö- 

Man  findet  dann  für  die  Gleichungen  der  Polarcurven  und  ftlr  F 
den  Ausdruck 

und  sieht  daraus,  dass  jeder  der  drei  Kegelschnitte  zu- 
gleich den  Kegelschnitt  1^  und  die  vereinigten  Polar- 
curven für  die  beiden  andern  repräsentirt  Für  solche 
Kegelschnitte  ist  auch  die  Bedingung  ff^  «=  4,JS  erfüllt,  die  dem 
ein-  und  umgeschriebenen  Dreieck  entspricht.  Zwei  gleiche  Kreise, 
deren  gemeinschaftliche  Sehne  dem  Radius  gleich  ist,  geben  ein 
solches  System. 

Äufg^  4.  Die  Doppelpunkte  der  drei  Involutionen  aa^  BC; 
hh\  CA]  cc\  AB  in  den  Diagonalen  eines  Vierecks  und  die  vier 
Paare  von  Punkten,   welche  in  den  Seiten  mit  den  ihnen  ange- 
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h5rigen  Gruppen  ahc^  ahc\  ah'c^  ah'c  Systeme  von  gleichen  fun- 
damentalen Doppelverhältnissen  bilden  (Art.  342),  liegen  auf  dem- 
selben Kegeldchnitt. 

Wenn  drei  Seiten  des 
Vierecks  als  Fundamental- 
linien genommen  werden, 
und  die  vierte  die  Glei- 
chung 

hat,  so  dass 

a^X2  +  03^:3  «=  0, 

die  Diagonalen  sind;  so  sind  duroh  ^2 ^3  (^2 ^2  *4~  ^3^3)  "^  ^  ^^^ 
drei  Punkte  einer  Yierecksseite  und  durch  deren  Hesse'sche  Deter- 
minante (Art.  ^42) 

V«2*  +  «2  «3  ^2^3  +  «3^  V  ==  ö 

die  beiden  Punkte  bestinimt,  die  mit  ihnen  gleiche  fundamentale 
Doppelverhältnisse  bestimmen.  Diese  und  die  beiden  analogen  Paare 

03* V  +  Ojai^jiTi+aj^Xi*  =  0,    a^^X{^+a^a2X^X2  +  a2^X2^=0 

liegen  auf  dem  Kegelschnitt 

o,*Xi*-f  02^^:2^+03'^+  «2  03^2^3+  «301^3^1  +  Ol «2^1  a?2  ""  Ö 
oder 

(Oi«l  +  «2^2)'  +  («2^2  +  «3^3)'  +  («3^  +  öl«l)'  =  0» 

d.  h.  y,^  +  y.,^  +  y«'  -  0 

ftlr  die  drei  Diagonalen  als  Fundamentallinien.  Auch  die  vierte 
Seite  schneidet  ihn  in  zwei  Punkten  der  bezeichneten  Art.  Die 
Diagonale  a«  X|  +  ajO;,  =  0  giebt  als  Gleichung  ihrer  Schnittpunkte 
mit  ihm  O2  a?2^  +  ^^z^  "**  ^>  d.  h.  die  Doppelpunkte  der  auf  ihr 
bestimmten  Involution.  (Vergl.  Art.  344.)  Für  ein  reelles  Viereck 
ist  unser  Kegelschnitt  imaginär;  er  ist  übrigens  derselbe ,  der  in 
Art.  313,  4  betrachtet  wurde. 

Aufg.  5.  Zu  zwei  Kegelschnitten  TM  =  0,  U^^^  =  0  dieje- 
nigen Kegelschnitte  Jß^^  =  0  zu  bestimmen,  in  Bezug  auf  welche 
jene  beiden  zu  einander  polar  -  reciprok  sind. 

Man  zeige,  dass  die  gesuchten  Kegelschnitte  für  die  Bezie- 
hung von  ü^^^  und  Z7^^>  auf  das  gemeinschaftliche  Tripel  harmo- 
nischer Pole  (also  üij  '^  0,  hij  <=  0  für  i^f)  in  der  Gleichung 

^l'/öll^l  +  2^2^022^22  +  VK«33&33  =  ^ 

gul^halten  sind.  Ihrer  sind  also  vier  und  sie  besitzen  dasselbe  Tripel 
jim^monischer  Pole  mit  den  gegebenen  und  haben  paarweis  in  je 

Salmon-Fiadler,  an«L  Ueom.  d.  Kegeltchn.  4.  Anfl.  3i 
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einer  Seite  desselben  gemeinsame  Punkte  und  von  der  Gegenecke 
aus  gemeinsame  Tangenten.  Man  unterscheide  die  hinsichtlidi 
ihrer  Realität  möglichen  Fälle.  Vergl.  Aufg.  2  des  Art.  344,  welche 
die  allgemeine  Form  des  Resultates  zeigt,  und  erörtere  die  An- 
wendung von  Aufg.  1  auf  die  Frage ;  dann  die  geometrische  Lö- 
sung in  Art.  384.*") 

Aufg.  6.  Man  soll  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  <Z>  =  0  in 
Function  von  Sy  S\  F  ausdrücken,  welchen  eine  Gerade  nmhüUt, 
die  die  Kegelschnitte  5  =  0,  <S'  «==  0  in  vier  harmonischen  Punk- 
ten schneidet.  Die  Tangentialgleichung  desselben  (2>  «=  0  ist  unter 
der  Voraussetzung  der  Beziehung  auf  das  gemeinsame  Sjrstem  har- 
monischer Pole 

(«22  +  «3s)Sl^  +  («33  +  öll)52^  +  (ö|l  +  «22)13^  =  0. 

Daher  ist  seine  Gleichung  in  Punktcoordinaten 

(a33+öll)(öll+Ö22>l'+(a|l+<»22)(»22+«33>2^+(«22+»33)(«33+öltK 

oder  als  Gleichung  mit  nur  invarianten  Coefficienten 

F  =  (a22«33  +  «33  «11  +  »11  «22)  (^1'  +  ^2^  +  ^Z^) 
+  («11  +  «22  +  Ö33)  (»11  ^1^  +  «22^2*  +  «83*3^)  . 

d.  h.  (eÄ'  +  e'/Sf)  — F«=o 

Aufg,  7.  Man  soll  die  Gleichung  des  in  Aufg.  4  bezeichneten 
Kegelschnitts  als  Covariante  des  Systems  von  zwei  Kegelschnitten 
ausdrücken.  Wenn  die  beiden  Kegelschnitte  auf  das  gemeinsame 
System  harmonischer  Pole  bezogen  oder  ihre  Gleichungen 

«11^1^  +  etc.  =  0,     ^iiiCi^  +  etc.  =  0 

sind,  C|X|  4"  ^2^2  H~  ^^3  "=  0  aber  eine  ihrer  gemeinsamen  Tan- 
genten ist,  so  sind  diese  Tangenten  sämmtlich  durch 

^1^1  it  ^2^  lil  ^3^3  "^^  0 
dargestellt,  und  der  fragliche  Kegelschnitt  hat  die  Gleichung 

q^x,«  +  C2^  V  +  ^3^  V  —  0; 
für  die  c  aber  gelten  die  Bedingungen 

«22«33^1^  +  e*<5-  =  Ö>       ^22^38V  +  etC.  =  0 , 

U«     n«  C*       '    Cn      •    V« 

=a, ,  &i  1  («22^33— «33^22)'Ö22^22(«33^1 1  — «11^33):«33^33(«tl^2«-- «22^n)' 

Sind  dann  8  =^0^  5'  =»  0  die  Gleichungen  der  Kegelsdmitte, 
und  ist  J^  =  0  die  Gleichung  für  den  Ort  der  Scheitel  ihrer  har- 
monischen Tangentenbüschel;  so  sei  Ifi'  -4-  |XiS'  +  vJP«»  0  die 
Gleichung  unseres  Kegelschnitts;  dann  ergeben  sich  aus 

■P'=  «11^1  («22^33  +  «33^22)  «1^  +  etc.  =«  0 
für  die  vorausgesetzte  Beziehung  die  Relationen 

^«11  +  ^^i\+  van  ^11  («22^33  +  «33  ^22)  =  «11  ^1  («22^33— «33  ^j) 


Anwendungen  der  fundamentalen  Covarianten.   856.         531 

mit  zwei  gleichgebildeten,  di^  durch  cjclische  Yertauschong  der 
Indices  aus  dieser  hervorgehen.  Multiplicirt  man  diese  Belationen 
respeetive  mit  ^22  ^3;  ^33^11)  ^11^2  ^^^  addirt  die  Producte,  so 
erhält  man 

3^iÖ22«33+K^nÖ22«8S+  ©W  +  2  va,  ia22a33(ai  162^633+  etc.)=0, 

wo  alle  Glieder  Invarianten  sind ;  d.  h.  allgemein  gilt  die  Belation 

3XJ+fi©  +  2v^0'=O  und  ebenso  Ae'+3ffty+2i/^'e=0, 

80  dass  sich  ergiebt 

Die  allgemeine  Gleichung  des  durch  jene  vierzehn  Punkte  gehen- 
den Kegelschnitts  ist  somit 

Aufg,  8.   Das  dem  vorigen  dual  entsprechende  Problem  liefert 
einen  covarianten  Kegelschnitt  tf;  s=s  0 ,  mit    * 

1/;  =  3(31^— «'S—  es'). 

Für  denselben  vergleiche  man  Art  367,  Aufg.  6).*'®) 

Aufg,  9.    Für  das  System  der  Kegelschnitte  (vgl.  Aufg.  3) 

a„ir,2  +  a22a?2^  +  «33 V  =  ö»   ^n^\^  +  »22^ V  +  <»33^^ V  =  ^^ 

»11^1*  +  «22  ^^^2^  +  «83  ^V  =  Ö 

geht  jeder  der  drei  durch  das  System  der  vierzehn  Punkte,  welches 
die  beiden  andern  der  vorigen  Aufgabe  gemäss  bestimmen. 

Aufg.  10.  Man  soll  die  Bedingung  aufstellen,  unter  welcher 
der  Kegelschnitt  JP  =s  Q  in  zwei  gerade  Linien  degenerirt.    Sie  ist 

«11  «22033(^22  +  O33)  (»38  +  «11)  («11  +022)  =  ^ 
oder 

«1 1«22«83{  («1 1+Ö22+Ö33)  («22Ö33+ö^83ÖU+  ^^^2)+  «J  lÖ22«38}  =  ^ 

oder  (vergl.  Art.  364,  3)  J //{%&  —  /i /f)  ^0. 

%9  ^s  J  J'  ist  auch  die  Bedingung,  unter  welcher  (D  =  0 
in  zwei  lineare  Factoren  zerfällt,  d.  h.  unter  welcher  alle  Gerade, 
welche  von  den  beiden  Kegelschnitten  harmonisch  getheilt  werden, 
durch  einen  oder  den  andern  von  zwei  festen  Punkten  gehen.  Diese 
Bedingung  wird  z.  B.  erfüllt  für  zwei  Kreise,  welche  sich  recht- 
winklig durchschneiden,  und.  in  der  That  wird  in  diesem  Falle 
jeder  Durchmesser  des  einen  Kreises  durch  den  andern  harmonisch 
getheilt,  und  der  Ort  der  Punkte,  deren  Tangenten  ein  harmoni- 
sches Büschel  bilden,  reducirt  sich  auf  zwei  gerade  Linien.  Ort 
und  Enveloppe  reduciren  sich  auf  analoge  Weise  für 

D^  =  2<r2  +  r'2). 

Aufg,  11.  Welches  ist  die  Gleichung  der  vier  Tangenten  zu 
iS  =  0  in  den  Schnittpunkten  mit  iS'  =  0? 

Ai^.  (ßS  —  /ISy  —  4  J8{ß'S  —  F), 

34* 
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Aufg,  12.  Ein  Dreieck  ist  einem  gegebenen  Kegelschnitt  um- 
geschrieben, und  zwei  seiner  Eckelti  bewegen  sich  in  festen  Ge- 
raden IjX,  -|-  •  •  =  0,  S/iCi  4"  •  •  "=  Ö?  ™*^  8^^^  ^'^^  Ort  der  drit- 
ten Ecke  bestimmen. 

In  Art.  307 ,  4  wurde  gefunden ,  dass  für  rr,  x^  —  x^  =^0 
als  die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  und  ax,  — x^  =  0^1)X^  — 3^3=0 
als  die  Gleichungen  der  Geraden 

(a+  hyx^x^=^4iahx^    oder  (a -j-  'bYix^  —  x^x^  =  (a  —  Ifx^ 

die  Gleichung  des  Ortes  ist.  Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist 
aber  das  Qnsulrat  der  Polaren  des  Durchschnittspunktes  der  Geraden 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt/ welches  im  Falle  der  allgemeinen 
Gleichungen 

F  = 

(aiia?,+aj2a;j+ai3a;3)(l2S3'-|2'53)+(fli2^i+«22^2+Ö23^s)(53Si'--liJ3') 

+  («13^1  +  »23^2  +  «33^3)  (5l  §2'  —  2l' J2) 

ist;  und  a^^  -4"  ^22  '^  ^  ^^^  ^^^  Bedingung,  unter  welcher  die  Ge- 
raden in  Bezug  auf  denselben  coigugirt  sind;  d.  h.  im  allgemeinen 
Falle  durch  9  zu  ersetzen  für 

+  ^xiikU  +  Ss'li)  +  ^12(1.12'  +  li'6i). 

Die  specielle  Gleichung  des  Ortes  ist  also  zu  ersetzen  durch 
die  allgemeine  Ö^^  +  z/P^  =  0. 

Aufg.  13.  Man  soll  die  Enveloppe  der  Basis  eines  Dreiecks 
bestimmen ,  welches  dem  Kegelschnitt  S  =  0  eingeschrieben  ist, 
und  dessen  Seiten  den  Kegelschnitt  S'=  0  berühren. 

Wird  das  Dreieck  als  Fundamentaldreieck  genommen,  und  sind 
daher  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  durch 

8  =  2{a2^X2X^  +  a^ix^xi  +  ai^x^x^)  =  0, 
8'^  Xi^  +  a?2*  +  ^3^  —  2ir2a?3  —  ^a^ja?,  —  20^2^x^X2  =  0 

gegeben;  wo  a:,  =  0  und  arj  =  0  die  durch  8'  <=  0  berührten 
Seiten  bezeichnen;  so  ist  der  Kegelschnitt  Je 8  +  Ä'  =  0  durch  die 
Seite  0^3  =  0  berührt,  und  nach  den  Werthen  der  Invarianten 
des  Falles  erkennt  man  dies  als  die  Gleichung  eines  festen  Kegel- 
schnitts. Denn  wegen 
j  -»  203303,  a,2,     e  =  —  (023  +  Og,  +  0,2)^  —  202303,01,*, 

e'  =  2  (O23  +  a3,  +  0,2)  (2  +  o,2Ä;)  ,     zT  -  -  (2  +  o,,*)' 

ist  ©'2  —  4  © -i/  =  4  ^ ^Ä,  und  die  Gleichung  k8  +  S'  =  0  geht 
daher  über  in  (0'*  —  4  Ö  z/)  Ä  +  4:J/f8'  =  0,  die  Gleichung  eines 
festen  Kegelschnitts,  den  die  dritte  Seite  dos  Dreiecks  berührt.  Für 
e^^  =  ^ed  berührt  die  dritte  Seite  denselben  Kegelschnitt  S'^ 0, 
wie  die  zwei  ersten.    (Art.  352.) 

Aufg.   14.     Man  soll  den  Ort  für  die  Spitze  eines  Dreiecb 
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finden ,  dessen  drei  Seiten  einen  Kegelschnitt  CT  »=  0  berühren, 
wShrend  zwei  seiner  Ecken  einem  andern  Kegelschnitt  F  ss  0  an* 
gehören. 

Um  die  Aufgabe  zu  lösen,  bilden  wir  die  Gleichung  des  Tan- 
gentenpaares Yon  CT  «s  0  aus  dem  Punkte  x ,  sodann  die  Gleichung 
der  Geraden,  welche  die  Durchschnittspunkte  derselben  mit  17  =  0 
yerbinden,  endlich  die  Bedingung,  dass  eine  dieser  Geraden,  die 
die  Basis  des  fraglichen  Dreiecks  sein  muss,  den  Kegelschnitt  F«=  0 
berühre.  Ist  dann  P  a=  0  die  Gleichung  der  Polare  von  x'  in  Be« 
zog  auf  ITss  0  und  TJ'  das  Resultat  der  Substitution  Yon  x'  für 
X  in  27  (die  analoge  Bedeutung  hat  das  nachher  zu  yerwendende 
F'),  80  ist  die  Gleichung  des  Tangentenpaares  JJTJ'  —  P^  s=  0; 
die  Bedingung;  unter  welcher  TJU'  —  p2  -|-  ;t  F=  0  ein  Paar 
gerade  Linien  repräsentirt^  liefert  zur  Bestimmung  der  Durchschnitts- 
sehnen dieses  Tangentenpaares  mit  dem  Kegelschnitt  die  Relation 

Um  sodann  die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  eine  dieser 
Sehnen  den  Kegelschnitt  27  «=  0  berührt,  bilden  wir  nach  Art.  348 
die  Discriminante  von  f*I7^+  iJ^V  —  p2-|-iLF)=0  und  stellen 
die  Bedingung  auf,  unter  welcher  sie  in  fi  gleiche  Wurzeln  hat; 
jene  Discriminante  ist 

imd  die  Bedingung  der  Existenz  gleicher  Wurzeln  giebt 

A(4^©'  —  ©2)  ^  4^2  7'  „  0. 

Die   Substitution  des  entsprechenden  Werthes  von  A  in 

A^^-f  AJP'  +  ^27'F'  =  0 

giebt  die  Gleichung  des  fraglichen  Ortes  in  der  Form 

iGz^^/TF—  4^(4^0'  -  ©»)r+  u{4.jff  —  e^y  =  0. 

Sie  reducirt  sich  für  4//Ö'  «=  8*  auf  F  =  0,  wie  es  sein 
muss,*^*) 

Äufg.  15.  Man  soll  den  Ort  der  Spitze  eines  Dreiecks^  be- 
summen,  von  dessen  Seiten  zwei  den  Kegelschnitt  27  >=>  0  berüh- 
ren, wShrend  die  dritte  den  andern  Kegelschnitt  aü  -}-  bV  =:  0 
berührt,  und  die  beiden  Basisecken  sich  in  F  =  0  bewegen. 

Man  findet  nach  der  Methode  des  letzten  Beispiels,  dass  der 
Ort  der  eine  oder  der  andere  von  den  Kegelschnitten  ist,  welche 
die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  27  =  0  und  F  =  0  be- 
rühren, und  die  die  Gleichung  darstellt 

wenn  iL  :  ii  aus  der  Gleichung 

a{4z/^6  — (©2_4^e')a}A2  +  a(4^a+2e&);ifi— 6^2  — 0 

bestimmt  wird. 
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Aufg,  16.  Man  soll  den  Ort  der  freien  Ecke  eines  Polygons 
bestimmen,  dessen  sftmmtliche  Seiten  den  Kegelschnitt  CT  =  0  be- 
rühren, während  seine  Ecken  bis  auf  eine  in  F  =»  0  liegen. 

Diese  Aufgabe  reducirt  sich  auf  die  letzt  vorhergehende;  denn 
die  Verbindungslinie  zweier  Ecken  des  Polygons,  die  der  freien 
Ecke  benachbart  sind,  berührt  einen  Kegelschnitt  Yon  der  Glei- 
chung aü"  +  6F=  0.  Wenn  A',  fi';  iL",  fi";  X"\  f*'"  die  den  Poly- 
gonen von  (n  —  1),  w  und  («  +  i)  Seiten  entsprechenden  Werthe 
sind,  so  ist 

In  dem  Falle  des  Dreiecks  ist 

X'  =  4z/^',     |»'  =  z/'(®^-4^©'); 

im  Falle  des  Vierecks  wird 

r  =  (©«  —  4 /tey,  (i' = 8 ^^ {SJ^J'  +  ©(8'  —  4zfe')} , 

und  aus  diesen  ergeben  sich  Schritt  für  Schritt  die  Werthe  für 
jedes  andere  Polygon.  '^®) 

Aufg.  17.  Das  von  den  Polaren  der  Mittelpunkte  der  Seiten 
eines  gegebenen  Dreiecks  in  Bezug  auf  einen  jeden  eingeschriebe- 
nen Kegelschnitt  gebildete  Dreieck  hat  eine  constante  Fläche.^^*] 

Aufg.  18.  Unter  welcher  Bedingung  bilden  die  drei  Paare 
von  Geraden,  welche  die  Ecken  eines  Dreiecke  mit  den  Schnitt- 
punkten seiner  Gegenseiten  mit  einem  Kegelschnitt  verbinden,  zwei 
Gruppen  von  drei  Geraden  durch  einen  Punkt? 

Aufl,    Wenn  man  hat  d  =  4tai2(hz^i* 

357.    Durch  eine  lineare  Substitation 

a:,-  =  ßnyi  +  ßay2  +  ßatfs 
kann  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  reducirt,  z.  B. 
auf  die  Form  der  Summe  von  drei  Quadraten  gebracht  wer- 
den, welche  der  Beziehung  auf  ein  Tripel  harmonischer  Pole 
entspricht.  Es  ist  offenbar,  dass  dies  Problem  unbestimmt  ist; 
man  siebt  aber  leicht  auch  analytisch,  dass  es  zu  einem  be- 
stimmten wird,  und  dass  es  nur  in  einer  Weise  lösbar  isi^  wenn 
die  Substitution  eine  orthogonale  (Art.  82)  sein  soll.  Wir  unter- 
suchen hier  die  derBeziehungvon  zweiEegelscbnitten 
auf  das  ihnen  gemeinschaftliche  System  harmoni- 
scher Pole  entsprechende  Transformation,  welche 
mit  Hilfe  der  Invarianten  des  Systems  ausführ- 
bar ist. 

Wir  setzen  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  5  »  0, 
£•'  s»  0  in  der  allgemeinen  Form 
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voraus  und  denken  sie  durch  die  linearen  Substitutionen  in 
die  jener  Beziehung  entsprechende  Form 

übeigef&hrt;  wir  dürfen  dabei  auch  die  /i  implicite  der  j^  vor- 
aussetzen und  die  transformirte  Form  von  8'  ^^0  mithin  als 

annehmen.  Die  Aufgabe  der  Ermittelung  der  Werthe  der  Sub- 
stitntionscoefficienten  und  der  X  ist  völlig  bestimmt^  denn  den 
zwölf  Unbekannten  entsprechen  n^h  den  Identitäten  der  trans- 
formirten  und  der  ursprünglichen  Formen  zwölf  Bedingungs- 
gleichungeu. 

Die  Untersuchung  der  Discriminante  ^*  und  der  zuge- 
hörigen Formen  2^*  des  Systems  Ä  —  AS'  —  0  führt  zur  Be- 
stimmung sammtlicher  Unbekannten;  jene  ist 

|rt,j — A6,,,  a,2— ^^12;  ^13—^*13 

jaji— Afcj,,  ajj— A6„,  «33— Aft^  =J^X0  +  X'^0'—X?^=f{X), 

1^31 ^631,  a^2 — ^^32>  ^33      ^^33 

und  die  Discriminante  des  transformirten  Systems  ist  für  B 
als   die  Substitutionsdeterminante  nothwendig 

Ai— A,  0  ,  0 
0  fX^  —  X,  0 
0    ,      0    ,^3-* 

man  sieht  also,  dass  die  cubische  Gleichung  des  Art  846  (mit 

—  1  für  *)  ^  —  A©  +  X^&  -  X^zl'  =  0*)  die  Werthe  von 

X  liefert,  welche  die  Coefficienten  in  der  transformirten  Form 
sind. 

Bildet  man  ferner  die  zugehörige  Form  27*  des  Systems, 
d.  h.  die  Function  27—  A«  +  X'^H'  (Art.  353)  oder 

*)  Sie  kann  auch  direct  aus  den  Systemen 

9it  '=  «ti«!  +  ötf«t  +  OuX»*    <»it  =-  6tia?i  +  ^«^  +  &to«a> 

abgeleitet  werden,  welche  die  Beziehung  auf  das  gemeiuBchaftliche  Tripel 
harmonischer  Pole  ausdrücken.    Denn  sie  liefern  durch  Snbtraction 

(«11  -  -^^i) «1  +  («ji  —  ^^1«)  «I  +  («ji  -  ^&i8)a?8  «=  0,  etc. , 
und  damit  die  cubische  Gleichung  des  Textes.    Auch  die  weitere  Be- 
handlung des  Problem«  schliesst  sich  daran  an,  weil  nxixj«*  d(ß  ist. 


B^.fW 


(A,-A)(A,-Ä)(A3-A); 
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d.h. 


9    ^3  ^9    % 


9    Vi 

0 


a^l  —  ^^11 ;  ^12  —  ^^\27    ^13          ^^13>    »1 

^21           ^^2t;  ^22           ^^22>    ^23           ^^?3>    »2 

^31  —  ^^31>  ^32  —  ^^32;   ^3          ^^33*    »3 

.  bl              9  62              >             «3              9    ^ 

SO  geht  dieselbe  durch  die  transponirte  Substitution  in  die  za- 
gehörige Form  des  transformirten  Systems 

*i  -  ^,       0     ,       0      ,  ij, ! 

0     ,  Aj  —  A,       0 

0     ,       0 

^1      ;        ^21         % 

(A.-A)(A,_A)(A,-A)(^^+i;^+,fi) 

über.    Denken  wir  dann  die  Werthe  A, ,  A,,  A3,  die  sich  aus 

der  cubischen  Gleichung  der  Discriminante  ergeben  haben,  in 

diese  Gleichung  nach  einander  substituirt,  so  erhalten  wir  das 

System 

B»y(A,)  -  -  (Aj  -  A,)  (A,  -  A,)  ,,% 

B»9(A,) (A,  -  Aj)  (A3  -  A,)  ,,», 

Die  Vergleichung  der  beiden  Ausdrücke  von  f{k)  zeigt,  dass 
der  Coefficient  von  A'  in  dem  einen  ( —  ly^'B^,  im  andern 
(—  1)^  ist  und  liefert  daher  ^'B*  =  1  oder  die  Bestimmung 
von  f.  Damit  bestimmen  die  vorigen  drei  Gleichungen  die 
Werthe  von  rj. 

Die  Substitutionen 

^i  =  ftiSi  +  ^2162  +  ßziiti,  ^1  =  /Jn»!  +  ßi2y2  +  ßizVi) 

^2  =  /'l2ll+/*2262  +  /'3263;  ^^  ^2  =  ßliVi  +  ß22y2  +  fitzVi^ 
%  =  /'13I1  +  /'2362  +  ßzzhi  ^3  =  ßziVi  +  /'32»2  +  AsJ^S 

machen  die  vorigen  Gleichungen  zu 
2^ (Aj  -  A.)  (A3  -  A,)  {/J,.  I,  +  /J,,  6,  +  ft,  63}»,  etc. 

Denkt  man  g)(^i)  durch  ^'  und  das  Product  der  Differeuzen 
von  X  dividirt  und  den  Quotienten  nach  Potenzen  der  |  ge- 
ordnet ,  so  liefert  die  Vergleichung  der  Coef^cienten  entspre- 
chender Potenzen  von  |  auf  beiden  Seiten  die  zur  Bestimmung 
der  ß  hinreichende  Anzahl  von  Gleichungen.  Das  Prodact 
der  Differenzen  der  X,  mit  welchem  zu  dividiren  war,  ist  aber 
wegen  ^^(^^^  _  ^^^  _  ^)  ^^^  -  A)  (A,  -  A) 
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derselbe  Ausdruck,  welchen  man  erhält ,  indem  man  B^f{Ji) 
zuerst  nach  k  differentiirt  und  dann  für  k  jene  Werthe  A, ,  Aj,  A3 

fix ) 
respective  einsetzt,  d.  h.  B^f{X^  oder  '    r ^  etc.    Die  vori- 
gen Bestimmungsgleichungen  für  die  j3  nehmen  also  die  End- 
gestalt an 

oder  in  vollständig  entwickelter  Gestalt  in  den  zugeordneten 
Formen  ausgedrückt '2^) 

Z-XiO  +  k^Z'^rmri^. 

Die  Substitutionscoefficienten  selbst  erhält  man  endlich  ebenso 
wie  folgt:  Man  hat  aus  den  Relationen  der  zugeordneten  For- 
men JS^  =^  B^U^f  wenn  man  die  den  Coordinaten  |  und  17  ent- 
sprechenden Formen  durch  die  angehängten  Indices  bezeich- 
net; ebenso  2^==»  J?*Z|,  Ol^=^IPO^  und  erhält  aus  ihnen 
die  rj  in  Function  der  |,  oder  iy,-  =  ^,(61,  62;  ^3)  ^^^  somit 

ßuii  +  ß2i^i  +  ßüis  =  tlfilii ,  62;  63)  f 
oder  durch  die  successiven  Substitutionen 
|,=1,  |j=0,  |3=0;  I,  =0,  gj=l,  63=0;  f,=0,  gj-0,  |3=1 
die  Werthe 

ßu  =  **(1.  0,  0);    ft,  =  ^.(0, 1,  0);    /Jj,  =  ti(p,  0,  1), 
and  daher  für  unser  Problem 


ßu  =  / 

ft.  =  / 


-^(0^  1,0)  —  A,-$(0,  1,0)+  A.«2;7o,  1,  0) 


f.  i/^iO,  0,  1)  -  A,-  *(0,  0,  1)  +  A,-«2;' (0,0,1) 

jiu^.  1.    Man  soll  die  Gleichungen 

auf  die  Normalform  reduciren. 


*)  Diese  Entwickelangen  lassen  sich  ohne  Verändening  auf  qua- 
dratische Formen  von  n  Veränderlichen  ausdehnen. 
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Man  erhält  für  die  Coefficienten  ^u,  A22  etc.  der  Tangential- 
gleichungen  der  Kegelschnitte  die  Werthe 

Joi  I  ^  2,  -022  *^  9,  Jsßß  ^  14  5  -023  *™  —  11,  jB^^  «=  5,  J5|2  ***  —  4 

mr  die  Invarianten  J  =  —  45,  ^i'  —  1,  8  —  —  49,  e'  =  —  3 
also  für  die  cabische  Gleichung 

f{X)  =  —  15  —  «SA«  +  49  A  —  45  =  0 
und  für  ihre  Wurzeln  Xj  ■»  5,  A2  <»  1,  A3  aas  —  9;  also  für  die 
reducirten  Gleichungen 

5 y,'  +  y,'  -  9^3'  =  0,    y,'  +  yj»  +  y,»  =  0. 
Es  erübrigt  die  Bestimmung  der  Substitutionscoefficienten. 
Man  erhält  f(X^)  =^  -  66,  f{X^)  =  40,  f'{l^)  =  —  140; 
ebenso 

9>(Ai)-56gi2  +  224J,2+-224^32-448S2l3+224feJi-224Ji52, 

9)(A2) 4OJ2'  -  ^Ogs^  +  8O6253. 

9(^3) =140|i2+  66012^  + 1 26OS3»- 1680^3  +  840  63S,  -  ÖWJ^i, , 

also  jene  negativen  Quotienten  von  9>(At)  und  f(li)  respective  gleich 

Il*  +  *l2»  +  4l3*  -  8I2I3  +  4I5I1  -  4SrS2.   $2^  +  Is*  -  »Mj. 

V  +  *«2*  +  9I3'  -  126j|,  +  61,1,  -  4|,|j, 
80  dass  die  Bestimmungsgleichungen  der  Coefficienten  werden 
^11'- 1,  ^2i'-4,  fti'=f4,  i52,^3i=-^.  ftii5,t=2,  ^,t/52i 2; 

ßu^'^^Oy  /J22^=l,  /332*=^»  /'s??»?— 1»  ft2/5l2  =  Ö»  ft?/'??   =  ^J 

ß\z^=h  ßn'=^^7  fts'^^^i  /'23fts=  — ö»  ft3/5i3"*3»  /5i3/323=— 2; 
und  diese  selbst 

?H=1.   ft2  =  0,    /Ji3  =  l;       ?2l  =  -2,    ?22=li    ^23^ 2; 

1^31  "=  2  ,    /?32,«»  —   1  ,    fts  ~  3- 

Die  Determinante  der  Substitution  ist  «»  1,  wie  der  Werth  von 
J'  es  bedingt. 

Aufg,  2.  Die  nämliche  Reduction  lässt  sich  unter  Benutzung 
der  cubischen  Gleichung  des  Art.  346  an  die  Gleichung  des  co- 
Varianten  Kegelschnitts  ^  =  0  anknüpfen,  welche  im  Art.  356,  1 
gegeben  worden  ist.    Für 

«1^  +  ^2'  +  xi^'-=-0~S,    a„  flJi'  +  022^:2^  +  a33  V  =  0  =  S' 

sind  die  an,  022»  ^3  ftls  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  bestimmt 

jjc^  —  ©A;2  +  Ö'Ä;  —  z/'  =  0, 
weil 

^=1,  ®=  «11  +  «22  +  ^3»   ®'=«22«33  +  ö*^M    -^=«llÖ22«33 

ist.    Durch  Auflösung  der  Gleichungen 

^1'  +  V  +  ^3^  =  ^y    «ii^i^  +  Ö2J  V  +  »asV  =  'S', 
^'n(ö22  +  »33)^1^  +  »22 («33  +  «11) «2^  +  »33(011  +  »22)  H^^^ 
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bestimait  man  dann  x^y  x^^^^  yermittelst  der  bekannten  Func- 
tionen iS,  S\  F,  Genau  gesprochen,  hfttte  man  die  beiden  gege- 
benen Gleichungen  zuerst  durch  die  Cubikwurzel  aus  ^  zu  dividiren, 
weil  man  sie  auf  eine  Form  redudrt  denkt,  in  welcher  die  Dis- 
criminante  von  S  gleich  Eins  ist.  Es  kommt  aber  auf  dasselbe 
hinaus  9  wenn  man  S,  S'  unverändert  lässt  und  das  aus  den  Goef- 
ficienten  derselben  berechnete  F  durch  //  dividirt. 
Aufg.  3.    Man  soll  die  Gleichungen 

3a?— 6iry  +  9y'— 2a?+4y=0,  5a;^— 14ay+8y'  — 6ä  — 2=0 

auf  die  Normalform  reduciren. 

Man  beginnt  zweckmässig  mit  der  Berechnung  der  Coefficien- 
ten  der  Tangentialgleichung^ii,  A^^^  etc.;  sie  sind  —  4,  —  1, 
18;  —  3,  3,  —  2  fttr  die  erste  und  —  16,  —  19,  —  9;  21, 
24,  —  14  für  die  zweite.    Dann  ergeben  sich  die  Invarianten 

z/  =  —  9,    e=  — 54,    e'=  — 99,    ^'=  —  04, 

und  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  liefern  aj|^  =»  1 ,  022  =  2, 
033  <=  3.     Man  berechnet  sodann 

F=  —  9(23a?'  —  bOxy  +  44y^  —  18«  +  12y  —  4) 

und  schreibt  endlich 

Z'-f     Y^+     Z^  =  ^x^—    6a;y +  9y' —  2a;  +  4y, 

X2  +  2 r2  +  3Z2  =  bx^  —  Uxy  +  Sy^  —  6x—2   , 

5X'  4-  8  r^  +  9Z2  =  23a?*  —  bOxy  +  44y»  -  18flj  +  12y  —  4; 

diese  Gleichungen  aber  liefern  durch  die  Combinationen 

QS  +  S'-^F,    F^  3S—2S\    2S+3S'  —  F 
respective  die  Substitutionen 

X«  =  (3y+l)^     ^2=(2x-y)^     Z^ (^r  +  y+iy. 

Aufg.  4.  Man  soll  für  den  Kegelschnitt  k8  -{-  IS'  ^^  0  das 
Doppel verh&ltniss  der  vier  Punkte  bestimmen,  welche  den  Kegel- 
schnitten /S  B»  0  und  i9'  SS  0  gemeinschaftlich  sind.^^) 

Wir  denken  den  Scheitelpunkt  des  Büschels  in  einem  dieser 
gemeinschaftlichen  Punkte ,  so  dass  dasselbe  von  der  Tangente  des 
Kegelschnitts  in  ihm  und  den  Strahlen  nach  den  drei  übrigen  ge- 
bildet wird ;  dass  die  Doppelverhältnisse  desselben  also  mit  denen 
der  vier  Wurzeln  der  in  ^ :  <r  biquadratischen  Gleichung 

identisch  sind ;  und  wir  bestimmen  die  letztem  nach  einer  linearen 
Transformation,  bei  welcher  sie  ja  ungeändert  bleiben. 

Wir  führen  die  folgenden  Bezeichnungen  ein:  Die  Discrimi- 
nante  des  Büschels  K^J  +  %^Xe  +  nk^S'-\^PJ'  sei  ff(x,X) 
oder  6;  dazu  die  Hesse'sche  respective  Jacobi'sche  Function 

^  W  ai*- —  (ä?di)}  ~ -^(*' ^)' 
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Dann  substituiren  wir  r  and  v  nach  den  Relationen 

und  erhalten 

Bedeutet  dann  (t  —  cav)  einen  linearen  Factor  q>  der  Klammer- 
grösse  rechts,  so  hat  man 

v{T3+ffr(x;i)Tt;2  +  §(xX)t;3}=vg)(«p  — cöji;)((p  — w^v) 

==  V  g)^  —  (fl,  j  -|_  coj)  ü^qp^  -|-  a^ia^v^tp 

und  es  müssen  die  absoluten  Invarianten  der  beiden  biquadratiscben 
Formen  rechts  und  links  gleich werthig  sein;  man  erhält  somit  für 
d  gleich  (Oj  :  ra^  &ls  das  fragliche  Doppelverhältniss  die  Beziehung 
(vergl.  Ai-t.  340) 

_  HH%  X) (1  —d  +  d*)* 

Q'{kX)  ~(l  +  (i)«(2-d)«(l— 2d)*' 
oder 

jy3(xA)(l+£i)-^(2-d)2(l  — 2d)2  +  e'(xA)(l  — d  +  (P)3=0 

als  Ausdruck  der  Abhängigkeit  zwischen  d  und  dem  Parameter- 
verhältniss  x :  l, 

Äufg,  5.  Der  besonderen  Wahl  H(kX)  =  0  entsprechen  zwei 
Kegelschnitte  des  Büschels ,  für  welche  das  Doppelverhältniss  der 
Grundpunkte  gleich  einer  imaginären  Cubikwurzel  aus  der  nega- 
tiven Einheit  ist.    (Vergl.  Art.  338,  1.) 

Ebenso  der  Festsetzung  Q(xA)  «=>  0  die  drei  Kegelschnitte  des 
Büschels,  für  welche  das  Doppelverhältniss  der  Grundpunkte  har- 
monisch ist.  (Art.  338, 1.)  Dieselben  sind  dem  gemeinsamen  Tripel 
harmonischer  Pole  in  der  Weise  zugeordnet,  dass  die  Doppelstrah- 
len der  Involution  aus  dem  Geradenpaar  des  Büschels  und  dem 
Diagonalenpaar  des  Pols  die  Tangenten  eines  solchen  Kegelschnitts 
in  Punkten  der  Polare  oder  dritten  Diagonale  sind. 

Äufg,  6.  Die  ersten  beiden  Kegelschnitte  der  Anfg.  5  sind 
zugleich  diejenigen  Kegelschnitte  des  Büschels ,  deren  simultane  In- 
varianten* verschwinden  und  für  welche  die  Kegelschnitte  F  und 
(2>  mit  einander  zusammenfallen,  nämlich  in  den  Kegelschnitt?, 
der  vorher  erwähnt  ist,  so  dass  sie  mit  diesem  ein  System  von 
copolaren  Kegelschnitten  bilden.  (Vergl.  Art.  356;  1,  3,  5.) 

Äufg.  7.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte,  von 
denen  aus  an  die  Ellipse  h^ar  -f-  a'y'  —  a'&*  «=  0  vier  Norma- 
len von  gegebenem  Doppelverhältniss  gehen? 

Man  erhält  seine  Gleichung,  indem  man  das  Doppel verhftlt- 
züss  der  biquadratischen  Form 
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bildet,  in  welcher  A^  6,  etc.  die  Bedeutungen  aus  der  Aufg.  des 
Art.  346  haben  (vergl.  auch  Art.  348,  3).    Insbesondere  ergiebt 

fQr  den  Ort  der  Punkte,  von  denen  vier  Normalen  von  gleichen 
fundamentalen  Doppelverhältnissen  ausgehen. 

Aufg.  8.  Man  soll  die  Bedingung  der  doppelten  Berührung 
von  zwei  Kegelschnitten  untersuchen. 

Im  Falle  der  Berührung  der  beiden  Kegelschnitte  werden  die 
Ausdrücke  9}(A)  :  9>'(il|)  für  die  Doppel wurzel  (Art.  348)  der  cubi- 
schen  Gleichung  unendlich  gross  ^  d.  h.  es  ergiebt  sich  kein  Drei- 
eck der  gemeinsamen  harmonischen  Pole.  Für  eine  doppelte  Be- 
rührung wird  dasselbe  unbestimmt,  weil  für  die  Dpppelwurzel  9>(A) 
für  beide  Kegelschnitte  den  Werth  Null  haben  muss;  d.  h.  geo- 
metrisch^ die  Sehne  der  Berührung  und  ihr  Pol  sind  eine  Seite 
und  die  Gegenecke  für  alle  Dreiecke  jener  Art,  und  die  beiden 
andern  Ecken  liegen  in  der  Sehne  als  ein  Paar  von  conjugirten 
Punkten;  und  es  heisst  analytisch,  dass  ausser  der  Determinante 
{{i)  auch  deren  sämmtliche  ünterdeterminanten  verschwinden,  oder 
dass  zugleich 


und  auch 


a, 


a.>i  —  A& 


o-ji  —  "kh 


\\y 

«12 

A6,j, 

«13 

A&13 

*21> 

«22 

— 

A622» 

»23 

A&23 

31  > 

«32 

— 

^^32» 

»33 

— 

^^33 

=  0 


(»22  ^^22)    (»33  —  ^^33)  =  (»23  —  ^^23)^ 

(»33  —  ^O    (»11   --  ^^l)  =  (»31   —  ^^3l)^ 
(»11  —  ^^l)  (»22  —  ^^2)  =  (»12  —  ^^2)% 

d.  h. 

(»11— ^^ll):(»12— ^^12M»13"~^^13)=(»2|— ^^2l)-(»22--^^22)'(»23""^M 

sind;  die  Elemente  der  Determinante  verhalten  sich  somit  wie 
die  Quadrate  und  Producte  von  drei  Grössen  a^^a^^  aj,  oder  man 
erhält 

a,|  —  ^^11  *=^  ***»i'>    »22  —  ^^22  ^^  ^»2'» 

die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  iS^  =  0  Uefert  aber 

iS^  18'  +  m[a^Xy^  +  a^x^  +  03^3)' 

und  fuhrt  auf  die  Gleichungsform  des  Art.  272  zurück. 

Der  Berührung  zweiter  Ordnung  entsprechen  drei  gleiche  Wur- 
zeln und  damit  die  Bedingungen  3/^  :  6  »=  6  :  0'  =«  6'  :  3^'. 
(Art.  348,  4.) 

Berührung  dritter  Ordnung  verlangt  die  Berührung  der  Sehne 
der  doppelten  Berührung  mit  den  Kegelschnitten  ^   also  das  Ver- 


»33  —  ^^33  =*  •»»3^» 

»81   —  ^&31~»^3»ll 
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schwinden  der  zageordneten  Form  des  zweiten  Kegelschnitts  ftlr 
die  o,'  ihrer  Gleichung. 

Aufg.  9.  Man  soll  die  Gleichungen  der  gemeinsamen  Punkte 
für  die  darch  die  allgemeinen  Gleichungen  bestimmten  Kegelschnitte 
5  =  0,  iS'  es  0  in  schliesslicher  Endform  angeben. ^^') 

Wir  ermitteln  die  lineare  Function  der  Wurzeln  a?|,  x^^  x^y 
li^i  -f-  ^a;,  -f-  ^3^31  durch  die  ihr  Squiyalente  (Art.  355) 

Nun  ist  aus  den  transformirten  Formen 

also  auch 

ViVt  +  etc.  =  SiX,  +  gjXj  +  S,a^ 

~r  ip'(ii)  '^r  ip'd.) 


+/(? 


,-Z,)(2?-Z,*+Z,«2?') 


9>'(i.) 

WO  noch  für  g>'{li)  sein  Werth  (A,-  —  1^)  (A,- — Aj)  z^'*  gesetzt  werden 
kann.  Diese  Function  giebt,  weil  sie  linear  ist,  die  Werthe  von 
^i:^2-^3  ^  ^e  successiven  Substitutionen  |jssl,  g^^^O,  13===» 0; 
{,  —  0,  fe  =  1,  I3  =  0;  Si  =  0,  S,  =  0,  53  =  1  unter  den 
Wurzelzeichen. 

Äufg.  10.  Man  kann  die  Transformation  auch  in  allgemeinster 
Form  an  die  Coyariante  anknüpfen,  welche  man  als  zugeordnete 
Form  von  O  erhält  Twährend  die  zugeordneten  Formen  von  £  und 
£'  wieder  S  und  S    sind).     In  der  transformirten  Foni^  ist 

*,  =  (ij  +  A3)  I1'  +  (h  +  *i)  vi'  +  (i,  +  ij)  I3' 

und  die  entsprechende  zugehörige  Form  O'  (Art.  356,  6) 
<I>',=(i,+i,)(l,+i2)y.*+(i,+Aj)(lj+i3)yj»-Kij+i3)(A,+i,)y,»=0, 

und  man  hat  also  wegen  B^O  ^=  O'  die  Gleichungen 

S'-  y,»+  y2'+  Jb*> 

also  durch  Auflösung  derselben 

(Ai-ij)(A,-A,)y,»=5'<P-(ij+A,)Ä-i,(i,+i,)S', 

(1, - A,)  (A,  -  A,) y,' = -B* <I> -  (A3  +  Ai)  <S- *2  (i,  +  A,)S', 
(As-A,)(A,-A,)y3»-B'<I>-(A,  +  A,)5-A,(A.+A,)Ä'; 

und  da  nach  den  Yorigen  Entwickelungen  und  wie  oben 

E^J'  =  1,  A,  +  A5  -=  £2©'  -  Ai,  etc. 


Von  Eegelschnitten  in  doppelter  Berührung.   358.  543 

d.  h.  durch  eine  ganz  analoge  Schluss weise  wie  in  der  Yorigen  Auf- 
gabe, weil  ffi  eine  lineare  Function  ■?i(^i,  ^2)  ^s)  ^^^  ^  wird,  die 
Coefficienten  der  inversen  Substitution,  d.  h.  derjenigen ,  welche 
man  durch  Auflösung  der  Snbstitutionsgleichungen 

^i'^^ßnt^i+ßnyt  +  ßnyz^    «2 =1^21^1  + etc.,    a^  —  Z^si^i +  etc. 
erhttlt, 
.  ,        j/^  (1,  0>  0)  +  {Ij^'  -e^){S{l,0,  0)  ~  l,S\i,  0,  OH" 

_  j/0  (0, 1 , 0)  +  (;i.z/  -  ^')  { /S (0, 1 ,  0)  -  i,.fif^(o,  1,0)} 

.    ,         y/»  (0,  0,  1)  +  (Ij^'  -  ^){g(0>  0,  1)  -  JJjS'  (0,  0,  1) ) 

iiu/^.  11.  Die  EinfOhrung  der  in  Aufg.  9  benutzten  Verhält- 
nisse der  ifi 

yi :  yj :  ya  =  Vh^h '  ^h — ^i  -  A  —^2 

in  die  obigen  Ausdrücke  fdr  yi  ergiebt  die  Gleichungen  der  ge- 
raden Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte. 

358.  Wir  untersuchen  unter  den  Beziehungen  von  zwei 
Kegelschnitten  zu  einander  mit  Hilfe  der  Theorie  der  Inva- 
rianten noch  die  Aufgahe:  Man  soll  die  Bedingung  aufstellen, 
unter  welcher  die  Gerade  i^x^  +  ^2^2  +  63^3  "^  ^  ^®^ 
Kegelschnitt  8+  (S/a:^  +  ^2^2+  ^z^z?=^  berührt. 
Die  zugeordnete  Form  27  liefert  dieselbe  durch  die  Substitution 
«ll  +  6/^a22  +  W^ete.,  a^2  +  i\i2  ^^  ^111  «221  etc.,  a,^,  etc.; 
sie  ist  also 

'^ll  +  i\^  9  «12  +  i\%\  «13  +  61' 63'»  61 
«21  r  »2  *1  >  «22  "r  §2  }  «23  "r  62  63  >  62 
«31  "T  63  61  ;  «32  "r  6s  »2  ;  «33  "T  63    f    63 

und  zerfällt  in  Partialdeterminanten,  deren  erste  27  selbst  ist, 
wahrend  die  drei,  welche  je  zwei  Reihen  der  S/|;'  enthalten, 
identisch  verschwinden,  weil  zwei  gleiche  Yerticalreihen  in  sie 
eintreten,  und  die  drei,  in  die  nur  eine  Reihe  |/^'  eintritt, 


=  0, 
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durch  Entwickelang  ein  Aggregat  von  Gliedern  geben,  wel- 
ches sich  von  dem  Polynom  S  nur  dadurch  unterscheidet,  dass 
für  die  Xi  die  Diflferenzen  (6*5/  —  ij^k)  in  sie  eintreten;  die 
zugeordnete  Form  des  Systems  giebt  also  die  Gleichung 
-2^+  {«..  (S2S3'-l36,')'+--+2o„(g,|j'-|3|,')(laS3'-y2')}=0. 

Dieselbe  kann  in  anderer  Form  geschrieben  werden,  wenn  man 
daran  anknüpft  (Art  326),  dass  die  Relation 

—  {a,ia:irr/ +....+  a^ii^^^i  +^2^1')}^ 

besteht    Man  findet  in  ganz  derselben  Weise,  dass 
iA,,i,^  +  ....  +  2^i,g,g,)(^,,g/2  +  ....  +  2^,26i'«2') 

-z/{aH(g2  63-63  62')'+....+2a,,(gj3-g3l/)(62g3'-Ssl2')} 
ist,  und  erkennt  nach  Art.  321  f.  in 

die  der  linken  Seite  der  Gleichung  der  Polare  analoge  Fubc- 
tion,  durch  deren  Verschwinden  bedingt  ist,  dass  die  beiden 
Geraden  g,a;,  +  . .  =  0  und  5/x,  +  . .  =  0  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  jSb=0  harmonische  Polaren  sind;  denn  sie  ist  auch 

-^1161  ii'  4"  -^26262  +  -^3363*3'  +  -^23(6263'  +  6362) 

Bezeichnen  wir  also  diese  Function  durch  77  und  die  zugeord- 
nete Form  ^jili'^  + ....  -f  2u4j2ii'62'  durch  £',  so  kann  unter 
gleichzeitiger  Substitution  des  vorher  gewonnenen  Werthes  von 

^11(5263'  ^  6362')''  +  ßtc*  di6  oben  gewonnene  Bedingung  in 
der  Form 

(^  +  2r)  2;= 772 

geschrieben  werden.  Entsprechend  den  in  der  Aufg.  1  des 
Art.  356  gegebenen  Erklärungen  von  der  PolarcurveeinesK^I- 
schnitts  bezüglich  eines  andern  Kegelschnitts  kann  man  die  | 
als  üoordinaten  eines  Punktes  der  Polarcurve  ansehen  und  hat 
dann  in  der  letztgeschriebenen  Form  unserer  Gleichung  den 
Beweis  für  den  Satz:  Die  Polarcurven  von  zwei  Kegel- 
schnitten,  welche  mit  einander   in  doppelter  Be- 
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rührang  stehen,  sind  selbst  zwei*KegeIschnitte  in 
doppelter  Berührung  mit  einander. 

Dieselbe  Gleichung  kann  endlich  in  eine  für  gewisse  An- 
wendungen bequeme  neue  Form  dadurch  gebracht  werden,  dass 
man  statt  der  Coordinaten  S  der  Geraden  ^^x^  -]'  . .  =  0  die 
Coordinaten  ihres  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  5 «»  0  ge- 
nommenen Pols  einführt  und  die  Bedingung  bildet,  unter  wel- 
cher die  durch  P'  =  0,  d.  i.  a,, a:,a?,'  -|- =  0  gegebene 

Gerade  oder  die  Polare  von  x  den  Kegelschnitt /S-|-P"^s=0 
berührt.  Die  Polare  von  x'  berührt  5  =  0,  wenn  x'  in  der 
Curve  liegt,  und  wenn  wir  in  27  für  gj ,  Jj ,  S3  die  DiflFeren- 
tinle  S^,  S^y  S^,  d.  b,  die  Coefficienten  der  x^,  x^j  x^  respec- 
tive  in  der  Gleichung  der  Polare ,  substituiren ,  so  erhalten  wir 
in  der  That  das  Product  ^S'*).  Es  sind  ferner  zwei  gerade 
Linien  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  5«sO  harmonische  Pola- 
ren ,  wenn  ihre  Pole  in  Bezug  auf  ihn  harmonische  Pole  sind ; 
und  in  der  That  liefert  die  der  vorigen  gleiche  Substitution 
für  die  I  in  77  das  Product  z^R,  wenn  72  das  Resultat  der 
Substitution  der  Coordinaten  des  einen  der  Punkte  x\  rc"  in 
die  Gleichung  der  Polare  des  andern  bezeichnet.  In  Folge 
alles  dessen  wird  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Gerade 
P'  =  0  den  Kegelschnitt  S  +  P"«  =  0  berührt,  in  der  Form 
erhalten  (1  ^  5-^  S' =  R^. 

359.  Man  kann  schliesslich  zur  Bildung  der  Bedingung 
weitergehen,  unter  welcher  die  beiden  Kegelschnitte 

S+  (1,'ar,  +  i,'x,-\-i^'x,y^O,  S+  (6,"«,  +  ^^"x,  +  ^,"x,Y^O 

einander  berühren. 

Denn  diese  Kegelschnitte  berühren  einander,  wenn  eine 
der  gemeinschaftlichen  Sehnen 

(|,';r,  +  i,'x,  +  53'.r,)  ±  (S,'X  +  ^;'x,  +  ^,"x,)  =  0 

einen  der  Kegelschnitte  berührt;  und  man  erhält  daher  die 
gesuchte  Bedingung,  indem  man  in  der  Bedingung 

für  5i,  l2>  63  respective  61' +  61",  etc.  substituirt.    Man  erhält 
^  +  Z')  {r  +  277  +  Z")  =  {r  +  77)^ 

*)  Wir  bemerken,  dass  man  damit  die  Form  einer  Determinante 
fflr  die  allgemeine  homogene  Gleichung  des  Eegelachnitts  gewonnen  hat. 

Salmon-Fiedler,  anal.  Oeom.  d.  KegeUchn.   4.  Aufl.  85 
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und  reducirt  dies  zu' der  mehr  symmetrischen  Form 

(^  +  2')  {d  +  27")  =  {j  +  ny. 

Man  bildet  ebenso  aus  der  Bedingung  (1  -f-  S")  S'  =  U- 
die  Bedingung  der  Berührung  der  Kegelschnitte  S  +  P''  =  0, 
S  +  P"2  =  0  in  der  Form 

(1  +  S')(1  +  S")=(1±^)'- 

Äufg.  1.  Man  soll  einen  Kegelschnitt  iS -|-  P^  =  0  so  be- 
stimmen ,  dass  er  mit  dem  Kegelschnitt  /9  =  0  eine  doppelte  Be- 
rührung hat  und  zugleich  die  Kegelschnitte 

fif-(-P'2  =  0,    Ä  +  P"2  =  o,     Ä+P"'«  =  0 

berührt,  die  selbst  mit  S  =  0  in  doppelter  Berührung  sind.  ***) 
Denken  wir  den  Punkt  (c  als  den  Pol  der  Sehne  der  Bertthrang 
zwischen  Ä  =  0  und  Ä  +  P^  =  0,  so  gelten  die  Relationen 

(1  +  Ä)  (1  +  s')  =  (1  +  py.  (1 + s)  (1 +Ä")  =  (I +p")', 

(1  +  s)  (1  +  8'")  =  (1  +  p-y, 

in  welchen  S',  S'\  8'"  bekannte  Constanten  sind  und  5,  P',  P",  P'" 
die  Coordinaten  des  gesuchten  Punktes  o?],  0^2,  x^  enthalten.    Sei 

1+Ä  =  ä2,    1+^'  =  ^'^    1+Ä"  =  r2,     1+Ä"'  =  r», 

so  ist 

kk'  =  1  +  P',  ÄA:"  =  1  +  P",  Ä-r'  =  1  +  P'". 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  P',  P",  P'"  je  mit  doppeltem  Zeichen 
zu  schreiben  wären,  und  dass  in  Folge  der  Quadratwurzelziebang 
auch  die  k\  k'\  V  doppelte  Zeichen  erhalten ,  und  man  erkennt, 
dass  diese  Zeichenverschiedenheiten  die  Existenz  von  zweiunddreissig 
Auflösungen  des  Problems  anzeigen. 

Die  letztgeschriebenen  Gleichungen  geben 

k{k'  —  k")  =  P'  —  P",     k  (r  —  r-)  =  P"  -  P'" 
und  somit  durch  Elimination  von  A; 

P'(r  _  r')  +  p"{r'  --  k')  +  p"\k'  -  r)  =  o, 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  in  welcher  der  in  Bezug  auf 
^  s=3  0  genommene  Pol  der  Berührungssehne  des  gesuchten  Kegel- 
schnitts liegen  muss.  Durch  die  Werthe  P'  =  P"  =  P'"  wird 
die  Gleichung  erfüllt,  d.  h.  der  durch  diese  Relationen  gegebene 
Punkt,  eines  der  Badicalcentra  der  Kegelschnitte 

Ä  +  P'2  =  0,     Äf  +  P"2  =  0,     Ä  +  P'"2  =  0, 

liegt  in  ihr.    (Vergl.  Art.  280.)     Auch  die  Relationen 

P':Ä;'— P":r=P'":ifc'" 
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erföllen  die  Gleichung,  und  folgende  üeberlegungen  erweisen  die 
geometrisehe  Bedeutung  derselben:  Die  Gleichungen  von 

in  Tangentialcoordinaten  sind  respective 

(1  +  S")i:^J  (I.x,"+|,<'+|,(r3")», 
und  durch 

werden  daher  Durqjischnittspunkie  der  gemeinschaftlichen  Tangen- 
ten von  Ä  +  P'^  =  0,  Ä  +  P"2  =  0  dargestellt,  d.  h.  die  Co- 

ordinaten  dieser  Punkte  sind  -j^  +  -r^  9  etc.,  oder  die  Polaren  der- 

P'       P" 
selben  in  Bezug  auf  Ä  =  0  haben  die  Gleichungen  yy  -f-  -jH?  «*  0. 

Daraus  folgt,  dass  P':  A;'=  P":  Ä;"«=  P'":  ä'"  den  in  Bezug  auf 
H  s=  0  genommenen  Fol  einer  Axe  der  Aehnlichkeit  der  drei  ge- 
gebenen Kegelschnitte  bezeichnet.  Man  hat  also  den  Satz:  Der 
Pol  der  gesuchten  Berührungssehne  liegt  in  einer  der 
geraden  Linien,  welche  eines  der  vier  'Badicalcentra 
mit  dem  in  Bezug  auf  S^^sQ  genommenen  Poleinerder 
vier  Aehnlich  keitsaxen  verbinden.  Dies  ist  die  allgemeine 
Form  des  am  Ende  des  Art.  148  gegebenen  Satzes. 

Zur  Vervollständigung  der  Auflösung  suchen  wir  auch  die  Co- 
ordinaten  des  Punktes  zu  bestimmen ,  in  welchem  Ä  +  ^*  "*  ^ 
und  S  +  P'^  =  0  sich  berühren.  Da  dieser  Punkt  ein  Centrum 
der  Aehnlichkeit  der  beiden  Kegelschnitte  ist,  so  sind  seine  Co- 

ordinaten  y  —  -A ,  etc.,  und  wir  müssen  ^1  +  x»^  ^x  ^^  *i »  ®^* 

in  die  Gleichungen  TcJc  ^=^  1  +  P',  etc.  substituiren ,  wodurch  wir 
erbalten 

Ait'==i+p'  + A5',  Är=i+p"-f^E, Är'=i+p'"+-pir, 

wenn  wir  durch  i2,  R'  die  Resultate  andeuten,  die  aus  der  Sub- 
stitution von  Xi\  iTj'i  ^3" 5  ^i"i  ^2'"»  ^3"'  respective  in  die  Glei- 
chung der  Polarcf  von  x'  hervorgehen.    Dann  ist 

A-(ik'-A:")=P'-P"+-|(Ä  — i2),  Jc(1c  - r')=P'— P'"+|r {S'^R), 

und  durch  Elimination  von  k  erhalten  wir  in  der  Form 

P' |r  _  ^. _  (,'"  _  |)|  +  p"  j,"  -  f:  -  (*'  -  f)! 

35* 
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• 
die  Gleichting  einer  geraden  Linie ,  welche  den  gesuchten  Berüh- 
rungspunkt enthalt.     Dieselbe  verbindet  ein   Badicalcentrum  mit 
demjenigen  Punkte,  in  welchem  P',  P'\  P'"  respective  zu 

7/  ^  1."  ■*•  1."'  ■** 

oder  zu  1,  JcH'  —  12,  Ich"'  —  JB*  proportional  sind.  Wenn  mi 
aber  die  Gleichungen  der  Polaren  der  drei  Centra  der  Aehnlich- 
keit  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  8  -^  P'^  =  0  bilden,  wie  oben, 
so  erhalten  wir  (äT  —  R)  P'  =  P",  {h'lc"  —  S^)  P' =  P'",  etc. 
und  erkennen  daraus^  dass  die  Linie,  welche  wir  zu  construiren 
wünschen,  eines  der  yier  Badicalcentra  mit  dem  Pole  yerbindet, 
welcher  einer  der  vier  Aehnlichkeitsaxen  in  Bdzug  auf  den  Kegel- 
schnitt S  +  P'*  =  0  entspricht.  Aus  Sätzen ,  welche  unter  den 
Anwendungen  der  Methode  der  reciproken  Polaren  in  einem  fol- 
genden Kapitel  (Art  384)  gegeben  werden  sollen,  iSsst  sich  die- 
selbe Construction  auch  ganz  ebenso  geometrisch  ableiten ,  wie  es 
im  Art.  151  f^r  das  Problem  des  Appollonius  geschehen  ist.  Die 
sechszehn  geraden  Linien,  welche  man  so  erhält,  schneiden  den 
Kegelschnitt  S  4~  P^  =  0  in  den  zweiunddreissig  Punkten ,  in 
welchen  ihn  die  verschiedenen  den  Bedingungen  des  Problems  ge- 
nügenden Kegelschnitte  berühren. 

Äufg.  2.  Zu  einer  zweiten  Lösung  des  Problems  führt  die 
Entwickelung  einer  identischen  Relation,  welche  die  Invarianten 
von  vier  Kegelschnitten  verbindet,  die  aUe  einen  Kegelsd^iitt 
doppelt  berühren  und  zugleich  alle  von  einem  andern  Kegelschnitt 
berührt  werden. 

Wenn  der  Kegelschnitt  S  in  der  Form  dargestellt  ist 

und  wenn  i     i      ^     i      » 

sind,  so  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Kegelschnitte 

Ä_X<^)«  =  0    und    Ä  — X(«>«  =  0 

einander  berühren;  für 

(1  —  Ä<^))(1  -  äW)  =  (1  —  M^'^^y . 

Wir  werden  nun  auf  die  beiden  Gruppen  von  Elementen  mit  sechs 
horizontalen  und  nur  fUnf  verticalen  Reihen 


1,0     ,0     ,0     ,0 

.     .  . 

.     .  . 

1,  a,(«,  aj(5),  aj<5),  ^^(1— Ä««) 


0,0     ,0     ,0     ,1 

-l,a,(»,a,W,a3«'),|/(l-S">) 

.         .  . 

.         *  . 

-l,fl,(*),OjW,a,(5),K(l-S'") 
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die  Regel  ftür  die  Multiplication  der  Determinanten  anwenden,  so 
dftss  wir  (vergl.  Art.  152;  1,  2)  ein  verschwindendes  Product  er- 
halten, und  setzen  zur  kurzen  Darstellung  desselben 

j/(l  _  5(1))  (1  —  5(2))  -  (1  -  Ä12))  =  (12),  etc. 
Dadurch  erhalten  wir  die  identische  Relation 

0  ,1,1,1,1,1; 

ni-S<»)),     0    ,  (12),  (13),  (14),  (15) 

ni-S«),  (12),     0    ,  (23),  (24),  (25)' 

,K(1-S<»'),(13),   (23),  0,(34),  (35)         "' 

y(l-ÄW),(14),   (24),  (34).     0    ,(45) 

;K(1-ä'>').(15).  (25),  (35),  (45),     0 

die  die  Invarianten  von  fünf  Kegelschnitten  verbin- 
det, welche  sämmtlich  mit  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitt iS^=0  in  doppelter  Berührung  sind. 

Wenn  aber  der  Kegelschnitt  (5)  die  vier  übrigen  Kegelschnitte 
berührt,  so  verschwinden  die  (15),  .  .  .  (45)  sftmmtlich,  und  wir 
finden,  dass  die  Invarianten  von  vier  Kegelschnitten, 
welche  den  nfimlichen  Kegelschnitt  5  doppelt  berüh- 
ren und  selbst  alle  von  einem  und  demselben  fünften 
Kegelschnitt  berührt  werden,  die  Bedingung 

0    ,  (12),  (13),  (14); 

(12),     0   ,(23),  (24) !_ 

(13),  (23),     0    ,  (34)  i 

(14),  (24),  (34),  0     ; 

oder 

J/{(12)  (34)}  +  /{(13)  (24)}  ±  /{(14)  (23)}  =  0 

erfüllen.    (Vergl.  Art.  152.) 

Äufg.  3.  Mit  Hilfe  der  Relation  der  Vorigen  Aufg.  ergiebt 
sich  eine  Lösung  des  Problems  von  dei*  Bestimmung  des  Kegel- 
schnitts, welcher  drei  gegebene  Kegelschnitte  berührt,  und,  so  wie 
jeder  von  diesen,  selbst  einen  festen  Kegelschnitt  doppelt  berührt, 
welche  vollständig  der  zweiten  Auflösung  des  Problems  vom  Be- 
rührungskreis  zu  drei  Kreisen  entspricht,  die  wir  in  Art.  152  ge- 
geben haben. 

Wenn  die  Discriminante  eines  Kegelschnitts  verschwindet,  so 
ist  iS  =  1 ,  und  die  Bedingung  seiner  Berührung  mit  einem  der 
andern  Kegelschnitte  reducirt  sich  auf  i2  b=s  i. 

Für  Ui  als  Coordinaten  eines  Punktes  von  S — X^a»0  oder  von 

^1^  4-  ^2^  +  ^3^  —  («i  «1  +  02^2  +  «a^s)'  =  0 
bezeichnet  dann  offenbar 
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^1      i    ^2      r  ^ 


3 


einen  Kegelschnitt,  dessen  Discriminante  verschwindet,  und  welcher 
iS  -^  Z*  s=  0  berührt.    Wenn  daher  drei  Kegelschnitte 

gegeben  sind,  und  u,-  einen  Punkt  bezeichnet,  der  dem  berühren- 
den Kegelschnitt  angehört,  und  wenn  der  Kegelschnitt  von  der 
vorher  geschriebenen  Gleichung  als  vierter  Kegelschnitt  genommen 
wird,  so  sii^d  die  Functionen  (14),  (24),  (34)  respective 

Vs'  Vs'  Vs'  . 

und  die  Coordinaten  der  Punkte  des  Berührungskegelschnitts  der 
drei  gegebenen  genügen-  daher  der  Gleichung  *'*) 

/[(23)  {l/S-L,}]±  Vm){/S  -  Xj] 

±Vl(,12){j/S  -  L,}]  =  0. 

Äufg.  4.  Die  vier  Kegelschnitte,  welche  mit  einem  gegebe- 
nen Kegelschnitt  S=^  0  eine  doppelte  Berührung  bilden  und  durch 
drei  gegebene  Punkte  gehen,  werden  sämmtlich  von  einem  andern 
Kegelschnitt  berührt,  der  selbst  mit  S  =^  0  eine  doppelte  Berüh- 
rung hatJ^^) 

Sei 

S^n  iTj  ^+  X2^-{'  x^  —  2  x^x^  cos  tpy^ —  2  fljj  ajjcos  9?.2  —  2x^X2  ^^s  9^3 = 0, 

so  sind  die  vier  gedachten  Kegelschnitte  durch  iS  =  (jr^  +  a-j  +  Jfs)' 
dargestellt,  und  diese  werden  alle  durch 

S  —  {a^i  cos  {(P2  —  9'^  +  ^2  <50s  {q>^  —  9,)  +  x^  cos  (^j  —  q>^y 

und  die  drei  andern  Kegelschnitte  berührt,  die  man  hieraus  durch 
die  respectiven  Zeichenwechsel  von  97^,  q>2t  9?3  erhält. 

Äufg»  5.  Die  vier  von  den  Fundamentallinien  x^  «=  0,  Xj  ==  0, 
0^3  =  0  berührten  Kegelschnitte,  welche  den  Kegelschnitt  5  =  0 
doppelt  berührten,  werden  durch  vier  andere  Kegelschnitte  berührt, 
welche  gleichfalls  S  =  0  doppelt  berühren.    Jene  sind  für 

'*  =  i  (9>i  +  92  +  9^3) 
durch 

S  «=  {flJ,  sin  (tp  —  qpj  +  x^  sin  (i{;  —  «jPj)  +  x^  sin  (t  —  fp^)} 

und  die  drei  andern  Gleichungen  dargestellt,  welche  durch  die  Zeichen- 
wechsel bei  9)f ,  972 1  9^3  respective  aus  dieser  entstehen ;  einer  der 
berührenden  Kegelschnitte  ist  daher 

o       J  gj  sin  \  qpg  sin  i  gp,    .    g,  sin  4  q>n  «in  \  gpi    .    g,  sin^  Tt  B^P^ytl 
"^  \         sin  ^  qPi  "•  sin  |  qp,  '  sin  ^  qp|        j  * 
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und  man  erhält  die  übrigen  durch  Yerfinderang  des  Vorzeichens 
bei  jr,  und  gleichzeitigen  Uebergang  vom  Sinus  zum  Cosinus  bei 
9^2  und  9>3;  etc. 

Aufg.  6.  Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher  drei 
Kegelschnitte  ?7  =  0,  F=0,  W  =  0  mit  demselben  vierten 
Kegelschnitt  eine  doppelte  Berührung  haben.  Sie  wird  gebildet, 
indem  man  iL ,  fi ,  v  zwischen  den  drei  Gleichungen  eliminirt,  welche 
ausdrücken,  dass 

ACT  — ^F=0,     1*7— vTr>«0,     vW—W  =  (} 

in  gerade  Linien  zerfallen  ^  d.  h.  zwischen    ^ 

^p  —  e^v  +  ^'^¥^  —  ^>^  =  0, 

und  den  gleichgebildeten  übrigen. 

360.  Die  Theorie  der  Kegelschnitte  ist  mit  der  Betrach- 
tung der  Beziehungen  Yon  zwei  Kegelschnitten  auf  einander, 
von  welchen  die  letzten  Untersuchungen  handelten;  nicht  er- 
schöpft; vielmehr  ist  dazu  noch  die  Untersuchung  der  Be- 
ziehungen nothig)  welche  in  einem  durch  drei  Kegel- 
schnitte bestimmten  System  (Gebilde  zweiter  Stufe  aus 
Kegelschnitten,  Kegelschnitt-Netz)  stattfinden.  Zugleich  greift 
aber  diese  Untersuchung  überall  in  die  Theorie  der  Curven  dritter 
Ordnung  oder  Classe  hinüber,  welche  wir  hier  ausschliessen 
müssen.  Wir  werden  uns  daher  auf  die  Entwickelung  dessen  be- 
schranken, was  ohne  Kenntniss  der  Theorie  der  Curven  dritter 
Ordnung  erledigt  werden  kann  und  sich  an  das  Frühere  anschliesst. 

Wir  gehen  dazu  aus  von  dem  Problem  der  Bestimmung 
des  Ortes  derjenigen  Punkte,  deren  Polaren  in  Be- 
zug auf  drei  gegebene  Kegelschnitte  S  =  0,  S'=0, 
S"  =  0  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Für  den  Punkt 
X  sind  die  Gleichungen  der  Polaren 

S^Xi  -f  S2X2  +  S^X;^  =  0,    S/iT,  -|-  S2X2  4-  S^'x^  =  0, 

S"x^  +  ^/äTj  +  S^"x^  ==  0, 

und  die  Elimination  der  x  liefert  die  Gleichung  des  Ortes  durch 
das  Verschwinden  der  Determinante  der  Si  in  der  Form 

Si  ,  ^2' ,  S3'    =  0, 

et  ff       o  //       O  ' 

oder 
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Man  nennt  sie  die  Jacobi*sche  Determinante  der  drei 
Kegelschnitte  und  die  darch  sie  dargestellte  Corve  dritter 
Ordnung  die  Jacobi'sche  Cnrve  derselben.  Sie  ist  die 
der  Determinante  der  Doppelpunkte  einer  quadra- 
tischen Involution  entsprechende  Covariante  der 
Kegelschnitte. 

Wenn  die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  S  =  0, 
5'  =  0,  iS"  *=  0  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  geht  die 
Polare  in  Bezug  atf  AS  +  /*^  +  vS"  =  0  durch  denselben 
Punkt.  Wenn  so  die  Polaren  von  Ä  durch  B  gehen ,  so  wird 
die  Gerade  AB  durch  alle  Kegelschnitte  des  Netzes 

harmonisch  getheilt,  und  die  Polaren  von  B  gehen  auch  durch 
Äj  oder  B  ist  ebenfalls  ein  Punkt  der  Jacobi'schen  Curve;  der- 
selbe ivird  als  der  zu  A  entsprechende  bezeichnet.  Die  Gerade 
AB  bestimmt  also  mit  allen  Kegelschnitten  des  Netzes  eine  In- 
volution von  den  Doppelpunkten  Ay  B.  Berührt  also  ein 
Kegelschnitt  des  Netzes  die  Linie  A  B,  so  geschieht  dies  in  A 
oder  in  B]  zerfallt  einer  in  zwei  Gerade,  so  liegt  deren  Schnitt 
in  A  oder  in  B,  so  lauge  nicht  AB  selbst  eine  der  beiden  Ge- 
raden ist.  In  der  That  ist  für  das  Zerfallen  von  AÄ  +  fiS'  +  vl^'=  0 
in  zwei  Gerade 

x8,+iis;+vs;'=o,  ks,+(iS,'+vS,'=o,  ^s,+(iS,'+vS,"^o 

(Art.  323)  *,  es  ergiebt  sich  also  dafür  die  nämliche  Bedingung 
wie  oben. 

Die  Gerade  AB  zwischen  zwei  entsprechenden  Punkten 
schneidet  die  Jacobi'sche  Curve  noch  in  einem  dritten  Punkte 
Cf  und  es  folgt  aus  dem  Gesagten  ^  dass  sie  für  ihn  selbst  eine 
der  beiden  Geraden  des  Netzes  ist;  die  durch  ihn  gehen. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Jacobi'schen  Curve  ist 

(«liais'^lp^l^  +  («22  «12' «23")  V  +  (a33Öf23'ai3")V^ 

—  {(«11 022'«  13")  +  i^i\^i2^n')}^\^^2  —  {(öfssön'öia") 

+  (au^i^'^iziy^l^^d  —   {(«Il«22'«23")  +  (Ö22Ö|3'«12")}^2'^1 

—  {(«22  0^33' «12")  +   («22Ö23'«13")}  V^3   —   {(«33«ll'ö23") 

+  («33«I3'«I2")}  V^l  ;-  {(«22«33'«13")   +   («33  «1 2' «23")}  V ^2 

—  {(aii«22'«33")  +  2(a23«13'«12")}^1^2^3  =  ^\ 

darin  bezeichnen  («n^i^'^n')  ^^c.^  Determinanten,  welche  man 
wie  R  in  Art.  72  p.  89  leicht  bildet. 
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Äufg.  1.  Man  soll  einen  Kegelschnitt  durch  vier  feste  Punkte 
so  bestimmen,  dasser  einen  gegebenen  Kegelschnitt  S''b^O  berührt. 

Wir  denken  die  vier  festen  Punkte  als  Durchschnittspunkte 
von  zwei  Kegelschnitten  5  «>  0,  S'  ===:  0  gegeben  und  erkennen 
aus  der  Bedingung  des  Art.  348  für  die  Berührung  von  zwei  Ke- 
gelschnitten S  =  Of  S"  ^^  Oy  indem  wir  in  ihr  für  a^^ ,  etc. 

sabstitoiren ,  dass  dem  Problem  sechs  Auflösungen  entsprechen; 
denn  dieselbe  liefert  eine  Gleichung,  die  in  k  vom  sechsten  Grade 
ist.  Die  Jacobi^sche  Curve  der  drei  Kegelschnitte  bestimmt  mit 
S''  =  0  die  sechs  Punkte,  in  welchen  dieser  von  den  sechs  Kegel- 
schnitten berührt  wird,  die  der  Aufgabe  genügen ;  denn  die  Polare 
des  Berührungspunktes  in  Bezug  auf  S"  =  0  gebt,  weil  sie  auch 
die  Polare  in  Bezug  auf  einen  der  Kegelschnitte  von  der  Gleichung 

lS-{-  iiS'=0 

ist,  durch  den  Durchschnittspunkt  der  Polaren  in  Bezug  auf  /S  =  0, 
und  S'  =  0. 

Aufg.  2.  Wenn  drei  Kegelschnitte  ein  gemeinschaftliches  Sy- 
stem harmonischer  Pole  besitzen»  so  degenerirt  ihre  Jacobi'sche 
Curve  in  das  System  von  drei  geraden  Linien. 

Für  a^^xi^  +  aja^^  +  «asV  •=  ^j  «ii'^i^  +  e^.  =  0» 
a,j"ir,^  "f"  ®^-  "**  ^  ^^^^  ^^®  Gleichung  der  Jacobi'schen  Determi- 
nante auf  x^x^x^  B=  0  reducirt. 

Aus  der  1.  Aufg.  des  Art.  354  erhellt,  dass  der  covariante 
Kegelschnitt  F  =^  0  mit  den  beiden  gegebenen  Kegelschnitten 
S  =s  0,  5' «»  0  ein  solches  System  harmonischer  Pole  gemein  hat; 
es  ergiebt  sich  daraus  die  Methode  zur  Bestimmung  dieses  Drei- 
ecks. Man  bildet  die  Function  F  und  darnach  die  Jacobi'sche  De- 
terminante von  S^  S'  imd  F.  Indem  man  hiermit  das  Ergebniss 
der  Aufg.  2  des  Art.  357  vergleicht,  erhält  man  die  Identität 

j^=F^'-'F^{e^+s's)+F{(j'es^+je's'^)+{se'-3J^)si^} 
-j^(j'8^'-'js'^)+ss'{d\2J9'—e^)s+j{2j'e-'e"^)s'y 

Mit  Benutzung  der  Govariante  ifj  in  Art.  356,  7  erhält  man  ein- 
facher /2  ^  1^3  ^  3iifH{S\  —  S)  +  Q(S\—S).  (Vergl.  für  die 
Bezeichnung  Art.  357 ,  und  x  :  A  =  Ä' :  -^  S  Art.  346  Schluss.) 

Aufg.  3.  Der  covariante  Kegelschnitt  i/;  »s  O  wird  von  jedem 
der  drei  harmonischen  Kegelschnitte  des  Büschels  (Art.  357,  5)  in 
einer  Seite  des  gemeinsamen  Tripels  doppelt  berühi't. 

Aufg.  4.  Wenn  drei  Kegelschnitte  durch  dieselben  zwei  Punkte 
gehen,  so  degenerirt  ihre  Jacobi'sche  Curve  in  eine  Gerade  und 
einen  Kegelschnitt,  welche  durch  diese  zwei  Punkte  gehen.  Denn 
offenbar  erfüllt  jeder  Punkt  in  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  die  Bedingungen  des  Problems,  welches  dieselbe  liefert. 
Die  analytische  Bestätigung  ergiebt  sich  leicht.   Dies  ist  der  Fall 
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¥on  drei  Kreisen,  als  welche  dardi  die  imaginftren  Kreispunkte 
im  Unendlichen  gehen  mfissen ;  der  K^elschnitt,  welcher  der  Ja- 
cobi'schen  Carve  angehört,  ist  selbst  ein  Kreis  nnd  zwar  der  Or- 
tho gonalk  reis  der  drei  Kreise.  (Art  142.)  Die  Polaren 
jedes  Punktes  in  der  Peripherie  desselben  in  Bezng  anf  die  gege- 
benen Kreise  schneiden  sich  am  andern  Ende  des  durch  ihn  gehen- 
den Durchmessers.  Die  Gleichung  des  Orthogonalkreises  giebt  den 
Satz:  Für  jeden  Punkt  des  Orthogonalkreises  ist  die 
Summe  derProducte  Null,  welche  die  Längen  der  von 
ihm  ausgehenden  Tangenten  der  drei  Kreise  mit  den 
Flächen  der  Dreiecke  bestimmen,  welche  den  Punkt  zar 
Spitze  und  die  Centrallinie  der  beiden  andern  Kreise 
respective  zur  Basis  haben. 

Äufg.  5.  Die  Jacobi'sche  Curve  degenerirt  auch  in  eine  Gerade 
und  einen  Kegelschnitt;  wenn  eines  der  Polynome  S  ein  voUstSn- 
diges  Quadrat  Z'  ist.  Denn  dann  ist  L  ein  Factor  in  der  Glei- 
chung des  Ortes.  Es  folgt  daraus,  dass  es  möglich  ist,-  vier  Ke- 
gelschnitte so  zu  bestimmen,  dass  sie  einen  gegebenen  Kegelschnitt 
5  <»  0  in  den  Punkten  seines  Durchschnitts  mit  der  Geraden  X  =  0 
und  überdies  einen  andern  Kegelschnitt  iS"  a»  0  berühren.  Denn 
der  Durchschnitt  des  Kegelschnitts  der  Jacobi'schen  Curve  mit  S"^^  0 
bestimmt  die  Berührungspunkte. 

Wenn  insbesondere  die  gegebenen  Kegelschnitte  als  ein  Kegel- 
schnitt, ein  Kreis  und  die  doppelt  zählende  unendlich  entfernte 
Gerade  angenommen  werden,  so  geht  die  Jacobi'sche  Curve  durch 
die  Fusspunkte  der  Normalen,  welche  aus  dem  Centrum 
des  Kreises  an  den  gegebenen  Kegelschnitt  gezogen 
werden  können. 

Aufg.  6.    Die  Jacobi'sche  Curve  des  Systems  a:,' — ^2^=0, 

x^  —  a?3^  «=  0,  a^x^  +  «2^2  +  ^3*3  **  ^  ^^^^  ^^^  ö^  ^®^  Punkte, 
dessen  Polaren  in  Bezug  auf  die  beiden  ersten  sich  in  der  dritten 
schneiden,  ist 


X^  )  ^2^  ^ 

a^i ,        0 ,        x^ 
a,,        Oj,       Og 


0,    oder    ?l.f  ?!+?»=  0; 


d.  h.  ein  dem  Fundamentaldreieck  umschriebener  Kegelschnitt  mit 
den  Coef&cienten  aus  der  Gleichung  der  Geraden.  ^^^)  Er  ist  auch 
der  Ort  der  Punkte,  deren  Polaren  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte 
des  durch  (a;,'^  —  0:3^)  +  k{x^  -.—  0:3^)  =  0  bestimmten  Büschels 
mit  der  Geraden  a,-  zusammenfallen.    Die  beiden  Gleichungen 

x^  —  ajj^  «=  0    und    Xy^  —  x^^  «=  0, 

oder     {xy^  —  x^  {x^  +  x.^)  =  0,     {x^  —  x^  {xy  +  3^3)  =  0 

repräsentiren  Linienpaare,  welche  durch  die  Fundamentalponkte 
A3  und  A^  und  zu  den  anstossenden  Fundamentalgeraden  harmo- 
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nisch  conjugirt  gezogen  sind;  d.  h.  die  ein  Yierseit  bilden,  für 
welches  das  Fundamentaldreieck  das  Dreieck  der  Diagonalen  ist. 
Der  Ort  ist  also  einem  beliebigen  Viereck  oder^  was  dasselbe  ist, 
einem  Kegelschnittbüschel  verbunden.  Die  Gerade  a«-  schneidet  die 
sechs  Seiten  des  Vierecks  in  je  einem  Punkt,  dessen  in  Bezug  auf 
die  entsprechenden  Ecken  harmonisch  conjugirter  dem  Ortskegel- 
schnitt  angehört.  Auch  gehören  zu  demselben  die  Doppelpunkte 
der  Involntion,  welche  in  der  Geraden  durch  die  Gegenseitenpaare 
des  Vierecks  und  also  auch  durch  das  Kegelschnittbüschel  erzeugt 
wird ;  sie  sind  die  Pole  für  die  die  Gerade  berührenden  Kegelschnitte 
des  Büschels.  Durch  dieselben  gehen  je  vier  Kegelschnitte,  welche  drei 
Eckpunkte  des  Vierecks  enthalten  und  diese  berühren  sämmtlich 
den  Orts-Kegelschnitt,  den  man  als  den  Neun-  oder  eigentlich 
Elf  -  Punkte -Kegelschnitt  der  Geraden  in  Bezug  auf 
das  Viereck  oder  das  Büschel  bezeichnen  kann.  Man  zeigt 
dies,  indem  man  für  die  Gleichung  eines  solchen  Kegelschnitts 

12       3        l"    fl'2*t'3»rt     "+-    (iniJCtSCn 

+   («1  ^1   +  «2^2  +  «3^3)  (^1^1  +  ^2^2  +  ^3-^3)  =  Ö 

nachweist,  dass  die  zweite  Durchschnittssehne  mit  jenem  ihn  be- 
rührt.   Die  entsprechende  Bedingung  ist 

(«!&.)*  +  («2  y^'+  («3  &S)*  =  0- 

Ein  dem  Dreiseit  a^j  +  3:3  ==  0,  3:3  -|-  jJj  =  0,  ;rj  -f-  ^2  =  ^ 
eingeschriebener  Kegelschnitt  als  von  der  Gleichungsform 

—  2nl(Xi  +  ^2)  (^2  +  ^3)  —  2Zw(a;2  +  x^)  {x^  +  aj^)  =  0 

ist  aber  eben  unter  dieser  Bedingung  mit  dem  der  vorigen  Glei- 
chung identisch.  Ebenso  für  die  andern  Dreiecke,  so  dass  der 
Elf- Punkte-Kegelschnitt  alle  die  sechszehn  Kegel- 
schnitte berührt,  welche  den  vier  Dreiecken  des  Vier- 
ecks eingeschrieben  sind. 

Wenn  die  Gerade  unendlich  fem  ist  und  die  Gegenseitenpaare 
des  Vierecks  rechtwinklig  sind,  so  sind  die  Doppelpunkte  der  In- 
volution in  der  Geraden  die  Kreispunkte;  alle  Kegelschnitte  der 
vorigen  Betrachtung  sind  Kreise,  die  harmonischen  Punkte  werden 
zu  den  Seitenmitten,  und  man  hat  das  System  des  Feu  erb  ach- 
schen Kreises. 

Au  fg.  7.  Unter  welcher  Bedingung  schneidet  die  gerade  Linie 
|,jc,  -j-  §2^2  "f"  ^3^3  =0  drei  gegebene  Kegelschnitte  in  sechs 
Punkten  einer  Involution? 

Nach  Art.  356  werden  die  Schnittpunkte  der  bezeichneten  Ge- 
raden mit  dem  durch  die  allgemeine  homogene  Gleichung  darge- 
stellten Kegelschnitt  8^=0  ausgedrückt  durch 
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von  drei  Kreisen,  als  wislche  durch  die  imaginären  Kreispankte 
im  Unendlichen  gehen  müssen ;  der  Kegelschnitt,  welcher  der  Ja- 
cobi'schen  Carve  angehört,  ist  selbst  ein  Kreis  und  zwar  der  Or- 
tho gonalk  reis  der  drei  Kreise.  (Art  142.)  Die  Polaren 
jedes  Punktes  in  der  Peripherie  desselben  in  Bezug  auf  die  gege- 
benen Kreise  schneiden  sich  am  andern  Ende  des  durch  ihn  gehen- 
den Durchmessers.  Die  Gleichung  des  Orthogonalkreises  giebt  den 
Satz:  Für  jeden  Punkt  des  Orthogonalkreises  ist  die 
Summe  derProducte  Null,  welche  die  Längen  der  von 
ihm  ausgehenden  Tangenten  der  drei  Kreise  mit  den 
Flächen  der  Dreiecke  bestimmen,  welche  den  Punkt  zur 
Spitze  und  die  Centrallinie  der  beiden  andern  Kreise 
respective  zur  Basis  haben. 

Aufg,  5.  Die  Jacobi'sche  Curve  degenerirt  auch  in  eine  Gerade 
und  einen  Kegelschnitt^  wenn  eines  der  Polynome  S  ein  yollstSn- 
diges  Quadrat  X^  ist.  Denn  dann  ist  L  ein  Factor  in  der  Glei- 
chung des  Ortes.  Es  folgt  daraus,  dass  es  möglich  ist,-  vier  Ke- 
gelschnitte so  zu  bestimmen,  dass  sie  einen  gegebenen  Kegelschnitt 
5  es  0  in  den  Punkten  seines  Durchschnitts  mit  der  Geraden  Z  «=  0 
und  überdies  einen  andern  Kegelschnitt  S"  ^=i  0  berühren.  Denn 
der  Durchschnitt  des  Kegelschnitts  der  Jacobi'schen  Curve  mit  S"^=^  0 
bestimmt  die  Berührungspunkte. 

Wenn  insbesondere  die  gegebenen  Kegelschnitte  als  ein  Kegel- 
schnitt, ein  Kreis  und  die  doppelt  zählende  unendlich  entfernte 
Gerade  angenommen  werden,  so  geht  die  Jacobi'scho  Curve  durch 
die  Fusspunkte  der  Normalen,  welche  aus  dem  Centrum 
des  Kreises  an  den  gegebenen  Kegelschnitt  gezogen 
werden  können. 

Aufg,  6.    Die  Jacobi'sche  Curve  des  Systems  x,^ — ap^'ssO, 

x^  —  ^'^  =  0,  ajÄ,  +  «2^2  "4"  ^3^3  **  ö  ^^^^  ^^^  Ort  der  Punkte, 
dessen  Polaren  in  Bezug  auf  die  beiden  ersten  sich  in  der  dritten 
schneiden,  ist 


Xj ,  X2't  0 

^1 »  ^  »  ^3 

a,,        Oj,       a^ 


=  0,    oder    ?L_|.?t^aa_^ 


d.  h.  ein  dem  Fundamentaldreieck  umschriebener  Kegelschnitt  mit 
den  Coef&cienten  aus  der  Gleichung  der  Geraden.  '^^)  Er  ist  auch 
der  Ort  der  Punkte,  deren  Polaren  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte 
des  durch  (a;,^  —  x^^)  -f-  k(xy^  w—  x^)  =  0  bestimmten  Böschels 
mit  der  Geraden  a,-  zusammenfallen.    Die  beiden  Gleichungen 

x^  —  fljj^  =  0    und    x^  —  fl?3^  «=  0, 

oder     {x^  —  x^)  {x^  +  ajj)  =  0,     {x^  —  x^)  (x^  +  a^j)  =  0 

repräsentiren  Linienpaare,  welche  durch  die  Fundamentalponkte 
A3  und  A2  und  zu  den  anstossenden  Fundamentalgeraden  barmo- 
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nisch  conjugirt  gezogen  sind;  d.  h.  die  ein  Yierseit  bilden,  für 
welches  das  Fundamentaldreieck  das  Dreieck  der  Diagonalen  ist. 
Der  Ort  ist  also  einem  beliebigen  Viereck  oder;  was  dasselbe  ist, 
einem  Kegelschnittbüschel  verbunden.  Die  Gerade  a,*  schneidet  die 
sechs  Seiten  des  Vierecks  in  je  einem  Punkt,  dessen  in  Bezug  auf 
die  entsprechenden  Ecken  harmonisch  conjugirter  dem  Ortskegel- 
schnitt  angehört.  Auch  gehören  zu  demselben  die  Doppelpunkte 
der  Involution,  welche  in  der  Geraden  durch  die  Gegenseitenpaare 
des  Vierecks  und  also  auch  durch  das  Kegelschnittbüschel  erzeugt 
wird ;  sie  sind  die  Pole  ftlr  die  die  Gerade  berührenden  Kegelschnitte 
des  Büschels.  Durch  dieselben  gehen  je  vier  Kegelschnitte,  welche  drei 
Eckpunkte  des  Vierecks  enthalten  und  diese  berühren  sämmtlich 
den  Orts-Kegelschnftt,  den  man  als  den  Neun-  oder  eigentlich 
Elf  -  Punkte -Kegelschnitt  der  Geraden  in  Bezug  auf 
das  Viereck  oder  das  Büschel  bezeichnen  kann.  Man  zeigt 
dies,  indem  man  für  die  Gleichung  eines  solchen  Kegelschnitts 

12     3    '  1  "    t*o  •«'n  •*/#    "I  ■    vloSCtX^ 
+  («1  ^1   +  «2^2  +  «3^3)  (^1^1  +  ^2^2  +  ^3^3)  =  Ö 

nachweist,  dass  die  zweite  Durchschnittssehne  mit  jenem  ihn  be- 
rührt.   Die  entsprechende  Bedingung  ist 

(a,6,)*  +  («,  6.,)* +(0363)^  =  0. 

Ein  dem  Dreiseit  x^-^-x^^^O^  %  +  ^1  =  ö,  orj  -}-  jCj  =  0 
eingeschriebener  Kegelschnitt  als  von  der  Gleich angsform 

—  2nl{x^  +  x^)  (x^  +  x^)  —  2lm{x^  +  x^)  {x^  +  ajj)  =  0 

ist  aber  eben  unter  dieser  Bedingung  mit  dem  der  vorigen  Glei- 
chung identisch.  Ebenso  für  die  andern  Dreiecke,  so  dass  der 
Elf- Punkte-Kegelschnitt  alle  die  sechszehn  Kegel- 
schnitte berührt,  welche  den  vier  Dreiecken  des  Vier- 
ecks eingeschrieben  sind. 

Wenn  die  Gerade  unendlich  fem  ist  und  die  Gegenseitenpaare 
des  Vierecks  rechtwinklig  sind,  so  sind  die  Doppelpunkte  der  In- 
volution in  der  Geraden  die  Kreispunkte;  alle  Kegelschnitte  der 
vorigen  Betrachtung  sind  Kreise,  die  harmonischen  Punkte  werden 
zu  den  Seitenmitten,  und  man  hat  das  System  des  F euer b ach- 
schen Kreises. 

Äufg.  7.  Unter  welcher  Bedingung  schneidet  die  gerade  Linie 
Si^i  +  ^2^2  4"  ^3^  ==0  drei  gegebene  Kegelschnitte  in  sechs 
Punkten  einer  Involution? 

Nach  Art.  356  werden  die  Schnittpunkte  der  bezeichneten  Ge- 
raden mit  dem  durch  die  allgemeine  homogene  Gleichung  darge- 
stellten Kegelschnitt  S  >=  0  ausgedrückt  durch 
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•      a 


,  a?4  =  0  SO  bezieht;  dass  ihre  Gleichungen  die  Form 
S  iz::  a,a:,*  -j*  o^Xj^  +  «sä^s^  +  04^:4*  =  0, 
S  =  a/arj^  +  etc.  =  0,    S"  =  a/'x,^  4.  etc.  =  0 

annehmen.  Dies  ist  immer  in  unendlich  Arielen  Arten  möglich, 
weil  jede  der  eben  geschriebenen  Gleichungen  drei  Constanten 
expHcite  und  jede  der  linearen  Functionen  Xi  zwei  Constanten 
'  implicite  enthält,  so  dass  siebenzehn  Constanten  zur  Disposition 
sind;  während  S^  S'y  S''  zusammen  nur  fünfzehn  unabhängige 
Constanten  enthalten.  Zwischen  den  vier  Geraden  besteht  stets 
die  Relation  x^  =  A, .Tj  +  AjJJj  -f-  ^^x^,  die,  wenn  wir  diei 
implicite  den  x  voraussetzen,  die  symmetrische  Form 

^\  +  ^i  +  '^3  +  x^=0 
annimmt. 

Wir  suchen  nach  diesen  Voraussetzungen  die  Bedingung 
auf,  unter  welcher  die  drei  Kegelschnitte  einen  gemeinschaft- 
lichen Schnittpunkt  haben.  Indem  man  die  Gleichungen  iS  =  0, 
S'  =  0,  S"  =  0  nach  a:,^,  a:.^^,  x^^,  x^  auflöst  und  die  vier 
Determinanten 

-^ ih  ^2 ^^^A  7    -^  i  ^4 ^z^i  f    -^  i  ^4 ^1 W;    ^zh^2 ^i^i 
oder  {a20'z^x')y  ®^^*  durch  A^y  A^y  Ä^y  A^  bezeichnet,  findet 
man  ic,^,  x^,  x^^  x^  proportional  zu  -4, ,  A^y  A^^  A^  und  er- 
hält durch  Substitution  in  a^j  -f-  ^2  +  ^3  +  ^4  =^  0  die  frag- 
liche Bedingung  in  der  Form 

oder 

{A,^  +  A^^+A^^  +  A,^--2A^A^-2A^A,^2A,A^--2A,A, 

—  2A^A^  —  2A^A;f  =  Q^A^A^A^A^. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  das  Quadrat  der  vor- 
her gefundenen  Invariante  T,  Die  rechte  Seite  ist  eine  In- 
variante M  des  Systems,  welche  in  den  Coefficienten  der  Glei- 
chung jedes  Kegelschnitts  vom  Grade  vier  ist.  Ihr  Verschwin- 
den drückt  aus,  dass  es  möglich  sei,  die  Coefficienten  A,  f*,  v 
so  zu  bestimmen,  dass  AS  +  fi/S'-|-  i//S"  =  0  ein  vollstän- 
diges Quadrat  werde.  Man  erkennt  daraus,  dass  das  System 
S»  +  A/S  +  fiS'  -f  vS"  =  0  in  vier  Arten  als  vollständiges 
Quadrat  bestimmt  werden  kann ;  denn  wenn  wir  die  Invariante 
2f  für  fif*  +  AS  =  0,  S'  =  0,  S"  =  0  der  Null  gleich  setzen, 
so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  k  eine  biquadratisehe  Glei- 
chung.   (Vergl.  Art.  349,  4.) 
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Drei  beliebige  Kegelschnitte  können  im  Allgemeinen  als 
die  Polarkegelschnitte  (vergl.  Art.  342)  von  drei  Punkten  in 
Bezug  auf  dieselbe  Curve  dritter  Ordnung  betrachtet  werden^ 
oder  ihre  Gleichungen  lassen  sich  gleichzeitig  in  die  Form 

bringen.  Wenn  wir  insbesondere  die  Eegelschnittsgleichungen 
in  der  vorher  erörterten  Form  der  Summe  von  vier  Quadraten 
Yoraussetzen^  so  ist  die  Gleichung  der  Curve  dritter  Ordnung; 
aus  der  sie  hervorgehen, 

^    I    ^«1    r    ?jL  J_  ?< O 

Wir  erkennen  daraus^  dass  mit  dem  Verschwinden  der  In- 
variante M,  weil  dies  das  Verschwinden  eines  der  Äi  nach 
sich  zieht y  ein  Ausnahmefall  bezeichnet  ist,  in  welchem  die 
Kegelschnitte  nicht  alle  aus  derselben  Curve  dritter  Ordnung 
abgeleitet  werden  können. 

Im  allgemeinen  Falle  kann  die  Gleichung  der  Curve  drit- 
ter Ordnung  gebildet  werden,  imlem  man  die  Hesse'sche  De- 
terminante der  Jacobi'schen  Curve  der  drei  Kegelschnitte  bildet 
und  von  ihr  die  mit  T  multiplicirte  Jacobi'sche  Determinante 
abzieht. 

Wenn  man  mit  den  durch  Einführung  von  Differential- 
Symbolen  umgeformten  -Gleichungen  der  Kegelschnitte  und 
ihrer  Reciproken  an  der  cubischen  Contravariante  respective 
an  der  Jacobi'schen  Determinante  operirt,  so  erhält  man  lineare 
Contravarianten  und  Covarianten,  deren  erste  die  Punkte  dar- 
stellen, deren  Polarkegelschnitte  die  gegebenen  Kegelschnitte 
sind,  während  die  letztern  die  Polargeraden  dieser  Punkte  in 
Bezug  auf  die  Curve  dritter  Ordnung  ausdrücken. 


Zweinndzwanzigstes  Kapitel. 

Ton  der  analytischen  Grundlage  der 

metrischen  Relationen  und  der  Theorie  der 

projecti vischen  Yerwandtschaften. 


362.  Die  Untersuchangen  über  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades  und  über  die  Theorie  der  Invarianten  and  Co- 
Varianten  in  den  letzten  drei  Kapiteln  haben  zur  Entwickelaiig 
der  Methode  gedient^  durch  \(elche  auf  rein  analytischem  Wege 
geometrische  Wahrheiten  gefunden  werden  können.  Die  Eigen- 
schaften der  homogenen  Formen  und  das  Instrument  der  De- 
terminanten fordern  sie  zumeist  und  verleihen  ihren  Ergeb- 
nissen jenen  Charakter  algebraischer  Allgemeinheit,  der  viel- 
leicht der  unterscheidende  Hauptcharakter  der  neueren  For- 
schungen genannt  werden  darf.  Was  den  Kegelschnitt  im 
Allgemeinen  betrifft^  ist  so  zu  erkennen;  aber  die  speciellen 
Eigenthümlichkeiten  jener  individuellen  Kegelschnitte,  wie  die 
Parabel^  der  KreiS;  die  gleichseitige  Hyperbel,  sämmtlich  Car- 
ven,  die  durch  besondere  metrische  Relationen  charakterisirt 
sind,  sind  in  dieser  Discussion  nicht  hervorgetreten;  die  me- 
trischen sind  übyhaupt  gegen  die  projecti vischen  Relationen 
zurückgetreten,  welche  durch  Substitution  nicht  gestört  wer- 
den. In  dem  Folgenden  ist  darum  zimächst  aufzuweisen, 
wie  die  vorigen  Untersuchungen  zu  metrischen  Re- 
lationen, und  wie  sie  zu  einer  Metrik  in  der  Ebene 
überhaupt  führen  können. 

Wir  knüpfen  damit  an  das  Hauptproblem  des  vorigen 
Kapitels  von  der  Herstellung  der  Beziehung  zweier  Kegelschnitte 
auf  das  gemeinsame  System  harmonischer  Pole  im  Art.  358 
wieder  an,  indem  wir  es  specialisiren. 
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Die  BestiimnuBg  des  Polardreiecks  ivird  vereinfacht;  wenn 
eine  seiner  Ecken  im  Vorhinein  bekannt  ist.  Solches  findet 
statt  für  den  wichtigen  Fall  concentrischer  Kegelschnitte;  die 
dem  gemeinsamen  Pol  im  Gentrum  entsprechende  Gegenseite 
(Polare)  ist  die  unendlich  entfernte  Gerade;  die  beiden  andern 
Seiten  des  Polarsystems  sind  das  einzige  Paar  von  con- 
jugirten  Durchmessern;  welches  die  beiden  Kegel- 
schnitte gemein  haben.  Die  Bestimmung  des  Polarsystems 
reducirt  sich  auf  die  Bestimmung  dieses  Paares.  Wenn  ins- 
besondere der  eine  der  beiden  concentrischen  Kegelschnitte 
ein  Kreis  ist;  so  sind  alle  Paare  seiner  conjugirten  Durch- 
messer rectangulär,  und  das  gemeinschaftliche  Paar  ist  das 
Paar  der  Axen  des  Kegelschnitts.*^*)  Die  Entwickelung, 
welche  diesen  Ueberlegungen  entspricht;  soll  in  diesem  Art. 
gegeben  werden. 

Wir  haben  im  Art.  165  gesehen  ^  dass  die  Gleichungen 
Ton  zwei  auf  den  Mittelpunkt  bezogenen  Kegelschnitten  in  der 
Form 

darstellbar  sind.  Ihre  Beziehung  auf  das  gemeinschaftliche  Paar 
der  conjugirten  Durchmesser  entspricht  der  Transformation  in 

Um  sie  zu  vollziehen;  hat  man  nach  den  Entwickelungen  des 
Art.  357  die  Wurzeln  der  Gleichung 

I  ^21       ^^21,  O22       ^^22  I 
oder 

(«ii«22— «12')— 2A{au622+«22^u~2a,26,2}+^^(&ii&22-^i2^)=0 
zu  bestimmen;  sie  sind  A|  und  Aj;  man  hat 

fW  =  —    {«11622  +  «22^1  —  2a,26l2  —  ^(^1*22  —  ^2*)}; 

setzen  wir  =  —  2{A  —  kC).  Sind  dann  die  zu  benutzenden 
Substitutionen  a?^  =  /3,iy,  +  ßi2y2f  ^2  =  ßiilfi  +  ß22yi  ^^^ 
also  die  transponiften  i^j  =  /Jj,|,  +  /J2i62>  ^2  =  ßnlx  +  ^22^2^ 
so  bilden  wir 

«11  —  ^h\y  ^\2  —  ^6l2>  Si 
q>{k)  :=    «21  —  A621;   «22  —  A&22>  ^2 

ll  y  I2  ,0 

Salmon-Fiedler,  anal.  Geom.  d.  Kegelsohn.   4.  Anfl.  36 
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und  erhalten  die  nach  |  identischen  Gleichungen 

sie  liefern  gemäss  der  entwickelten  Form  der  vorigen  Deter- 
minante, wonach 

ist,  und  unter  Einführung  der  Wurzeln  A) ,  Aj  für  die  Suhsti- 
tutionscoefficienten,  die  Werthe 

una       P11P21  =r"«j^n;cr'      Pi2P22'= — A--1,C 

zur  Bestimmung  der  Zeichen. 

•  Der  Voraussetzung  f(X)  «=  0  entspricht  ein  Ausnahme- 
fall-, die  Gleichung  der  k  hat  dann  gleiche  Wurzeln,  d.  h. 
es  ist 

Da  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  beider  Curven  im  all- 
gemeinen Falle  dieses  Artikels  und  in  den  Coefficienten  der 
Transformation  durch 


Vi 


-±y\ßi.  »=-±/i^ 


gegeben  sind,  so  fallen  für  k^  =  I2  ^^^  Schnittpunkte  iu  un- 
endliche Entfernung;  die  beiden  Curven  sind  concen- 
trische  Hyperbeln,  die  eine  Asymptote  gern  ein  haben. 
Für  f{k)  =  0  und  g){k)  =  0  als  gleichzeitig  erfüllt  oder 
für  das  Verschwinden  der  Unterdeterminanten  von  f{l)  sind 

d.  h.  die  Kegelschnitte  sind  ähnlich. 

Für  den  Fall  des  Kreises,  d.  i.  die  Bestimmung  der 
Axen  des  Kegelschnitts 

^U*^!       I     ^(l\2*^\'^2     I     ^22*^2    '^^  *- 

"hat  man  6^  =  J^^  «=s  l    und    6,2  =  0, 

a,|       A,  «12 
^21         }  ^22       ^ 


d.  h.  f{X)  = 


(Oii— ■^)(«22  — ^)-V' 


eine  Gleichang,  welche  stets  reelle  Wurzeln  hat,  weil 


=(a22-^)Si^+(öii-^)£2'-2a,2SiS2; 
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-  _  Oll  4-  otf  ±  ^(qii  —  q« )'  +  ^«1»' 

ist;  ferner  /"(A)  =  2A  —  (a,i  +  ajj); 

(p  (A)  ^  aji       ,  a22—^,  I2 

5,   ,       S2  ,  0 

also    Mi  +  ft.-i7«  =  f 2Z,~a„-a^ ' 

wo  noch  für  den  Nenner  respective  Aj  —  Aj  oder  Aj  —  A,  zu 
setzen  statthaft  ist. 

Den  speciellen  Annahmen  a^^  =  0229  (1^2  "^^  entspricht 
die  Unbestimmtheit  des  Problems ;  dann  sind  beide  Curven 
Kreise. 

Wenn  man  die  Substitution 

^\'^ß\\yi  +  ßnViy  ^2  =  ßixVx  +  ß^^y^ 

in  die  Ereisgleichung  a:,^  +  •^2'  =  ^  vollzieht,  so  ergiebt  die 
Identität  der  linken  Seite  mit  J^|^  +  y.^  ^^^  Bedingungen 

/».l'  +  /52l'=l,       ^,2^  +  ^22^=1,      ^11^12+^21^2  =  0, 

d.  h.  fQr  ^,1  =  cos  9,  /Jjj  =  sin  9),  ^,2  =  coö  ^,  /Jjj  =  sin  ^ 
und  cos  (9)  —  ^)  =  0  oder  ^  =  90®  —  (p 

und  somit  ß^2  =  —  sin  g),    ^22  =  ^^^  tp, 

so  dass  die  Transformationsgleichungen  die  Form  der  für  recht- 
winklige Systeme  bekannten  annehmen  und  tp  der  Winkel  der 
Hauptaxe  gegen  das  gegebene  Coordiuatensystem  ist.  Man 
findet  (Art.  103,  166) 

tan  2  g)  = —  —  . 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

f{l)  =  0    oder    k^  —  (a^  +  «22)^  +  (0^11^22  —  ^12^)  "=*  0 
sind  die  reciprokeu  Werthe  der  Quadrate  der  Halbaxen  des 
Kegelschnitts;  darum  sind  a,^  +  ^22?  ^11^22  —  ^12^  Inva- 
rianten der  Beziehung  auf  rechtwinklige  Systeme 
um  den  Mittelpunkt;  etc.  (Art.  167—169). 

Äufg.  Die  Durchschnittspunkte  von  zwei  concentrischen  Ke- 
gelschnitten liegen  in  zwei  Durchmessern,  welche  mit  dem  Paar 
der  gemeinsamen  coi^jugirten  Durchmesser  ein  harmonisches  Büschel 
bilden,  und  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  bilden  ein  Parallelo- 
gramm, dessen  Ecken  auf  diesen  Durchmessern  liegen. 

.     36* 
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363.  Mit  Hilfe  der  Theorie  der  Invarianten  können  leicht 
die  Aequi valente  zu  gewissen  in  Cartesischen  Coordinaten  wohl- 
bekannten und  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  wichtigen 
Functionen  in  trimetrischen  Coordinaten  untersucht  werden. 

So  ist  in  Cartesischen  Coordinaten  die  Gleichung  einer 
geraden  Linie ,  welche  durch  einen  der  unendlich  entfernten 
imaginären  Kreispunkte  geht,  allgemein  ^  +  yi  +  <^  =  0,  und 
die  gerade  Linie  |a;  +  i^y-f"S  =  0  geht  somit  durch  einen 
dieser  Punkte,  wenn  g^  _|_  ^2  «_  q  ist,  oder  dies  ist  die  Tan- 
gentialgleichuDg  dieser  Punkte.  Ist  dann  £  ^=0  die  Tangen- 
tialgleichung  eines  Kegelschnitts,  so  kann  man  die  Discrimi- 
nante  bilden  von  2J  +  Ä(S^  +  V^)  =  0,  d.  h.  die  Grenzfalle 
der  Kegelschnitte  untersuchen,  die  dem  Vierseit  eingeschrie- 
ben sind,  welches  die  von  den  besagten  Kreispunkten  an  den 
gegebenen  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten  mit  einander 
bilden.  Aber  es  ist 
Z  +  A-r  -  (^„  +  A-I?„)l,» +....+ 2(^j  +  Ä-B„)|,  |,  =  0 

und  die  Discriminante  davon  also 

-4,j  -f"  ^^11  >  ^12  "f"  ^*-Sl2>  -^13  "f"  ^'-^13 
A21  -J-  '»•^^21>  -^22  1  ^'-^22,  -/I23  1  '*'-"23 
-^31  +  ^'-^Sl;    -^32  "f"  ^'-^32;    -^33  "f"  ^-^33 

sie  zerfallt  nach  den  Summanden  ihrer  Elemente  in  acht  Par- 
tialdeterminanten  wie  die  entsprechende  in  Art.  346,  und  da 
nach  einem  im  Art.  80  bewiesenen  Satze  die  Unterdetermi- 
nanten einer  aus  den  A^  gebildeten  Determinante  dritten  Grades 
dieProducte  der  Originaldeterminante  in  die  ihnen  entsprechen- 
den Elemente  dieser  letzteren,  die  Determinanten  der  Afj  oder 
Bij  selbst  aber  gleich  den  Quadraten  der  Determinanten  der  a,j 
oder  hff  sind,  so  liefern  sie  mit  den  Bezeichnungen  des  Art.  346 
die  Entwickelung 

zf'-fÄ^{aiijB„+fl^22^22+«33^33+^Ö23-B23+2a3l^31+2a|ji?n} 

+  Ä»z/{.4„6,,  -f  -422622  +  etc.}  +  fc3^2 

oder  J^  +  hJ&  +  ¥J'S  -f  Pz/'^. 

Und  da  insbesondere  dem  Kegelschnitt  5'^  -J-  ^^  =  0  die  Werthe 

iJj,  =  -B22  =  1  ^^^  -^33  *==  ^)  -^23  **  ^31  *=*  -^12  *=*  ^  entspre- 
chen, so  werden  für  das  betrachtete  specielle  System  die  Fac- 

toren  von  k^  und  Ic^A  auf  (flu  "f"  ^22)*  ^^^  —  ^^^1  ^°  ^^^ 
zugeordneten  Form  von  5^  +  ^^  ^*s  einzige  Glied  b^  existirt^ 
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also  633  =  1  ist.  —  auf  (öTh  «22  —  ^12')  reducirt,  während  //=  0 
ist;  oder  man  erhält  durch  directe  Berechnung 

/P  +  TcJ{a^^  +  «22)  +  *^(aii  «22  —  «12^)*) 
und  erkennt  in  den  Werthen  von  &  und  von  ®  die  Func- 
tionen wieder,  durch  deren  Verschwinden  die  gleichseitige  Hy- 
perbel und  die  Parabel  charakterisirt  werden  (Art.  96,  182). 
Da  sie  Invarianten  sind,  so  schliesst  man,  dass  für  jedes  mög- 
liche Coordinatensystem  das  Verschwinden  der  Invarianten  & 
und  S  für  das  von  einem  Kegelschnitt  mit  den  beiden  ima- 
ginären Rreispunkten  gebildete  System  die  Bedingung  giebt, 
unter  welcher  jener  Kegelschnitt  respective  eine  gleichsei- 
tige Hyperbel  oder  eine  Parabel  ist.   Wenn  die  Gleichung 

^  +  tz/(rtii  +  «22)  +  ^•^(«ll«22  —  «12^)  =  0 

gleiche  Wurzeln  in  Ic  besitzt*'^),  so  zeigt  dies  an,  dass  die 
Ereispunkte  selbst  dem  betrachteten  Kegelschnitt  angehören, 
da  dann  die  von  ihnen  ausgehenden  Tangenten  nur  ein  zu- 
sammenfallendes Paar  von  Schnittpunkten  haben.  Die  Beding- 
ung (aj,  +«22)^  °==  ^iß\\^22  ■"  ^12^);  welche  für  keine  an- 
dern reellen  Werthe  als  a,|  =  022»  ^12=  ^  erfüllt  werden 
kann,  ist  daher  die  charakteristische  Bedingung  für  den 
Kreis  (Art.  103)  und  es  ist  kein  Kegelschnitt  möglich,  der 
nur  einen  der  Kreispunkte  enthielte. 

Die  Gleichung  |^  -J-  i^^  =  0  schliesst  zugleich  ein  (Art.  34), 
dass  die  Länge  der  Senkrechten  unendlich  gross  ist,  welche 
man  von  einem  beliebigen  Punkte  auf  eine  Gerade  fallt,  die 
durch  einen  der  imaginären  Kreispunkte  geht;  man  erhält  die 
äquivalente  Bedingung  in  trimetrischen  Coordinaten,  indem 
man  den  Nenner  in  dem  Ausdruck  der  Länge  der  Normalen 
(Art.  61)  gleich  Null  setzt.  Die  allgemeine  Gleichung  der 
unendlich  entfernten  imaginären  Kreispunkte  in  trimetrischen 
Tangentialcoordinaten  ist  somit 

S|'  +  l2'  +  53'-2g2g3COS^,- 263?,  cos  ^2-261^2  cos  ^3-0 

und  die  zugeordnete  Form  derselben 

Xj^  sin^  -4j  -J-  ®tc.  '\'2x2X^  sin  A2  sin  A^  -[-  etc.  =  0. 

*)  Die  Beduetion  der  Discriminante  auf  die  zweite  Potenz  in  k 
zeigt  an,  dass  von  den  drei  Paaren  von  Darchachnittspankten  der  ge- 
meinsamen Tangenten  des  Syatems  das  eine  mit  den  Kreisponkten  selbst 
zosammenfallt. 

*♦)  Sie  sind  =(a,s«-f  o^»  -  anaj,).    (Vergl.  Art.  117.) 
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Indem  man  für  das  von  ihnen  mit  einem  darch  die  all- 
gemeine Gleichung  gegebenen  Kegelschnitt  gebildete  System 
die  Invarianten  0  und  &  bildet,  erhält  man  die  Bedingung, 
unter  welcher  die  allgemeine  Gleichung  eine  gleichseitige 
Hyperbel  darstellt,  &=0  in  der  Form  • 

«11  +  a22  +  «33  —  2a.^3  cos  Ä^  —  2a^^  cos  A2  —  2a,2  cos  -^j^O; 
weil  die  Coefficienten  der  Gleichung  der  Eretspunkte  die  Grössen 
^11;  -^22'  ^^*  sind;  und  die  Bedingung,  unter  welcher  die 
Curve  eine  Parabel  ist,  0  =  0  in  der  Form 

^,j  sin^  Ä^  +  -<*22  ^^^  ^2  +  -^33  sin^  4^  +  2^33  sin  Ä^  sin  A^ 
+  2^5,  sin  A^  sin  -4,  +  2-4,2  sin  A^  sin  A2  =  0, 

nach  den  Coefficienten  der  zugeordneten  Form  der  Gleichung 
der  Ereispunkte. 

Unter  der  Bedingung  ö'^  =  40,  welche  in  verschiedenen 
Arten  in  eine  Summe  von  Quadraten  umgeformt  werden  kann, 
ist  die  GurvC;  welche  die  allgemeine  Gleichung  darstellt,  ein 
Kreis. 

Die  Bedingung  g2-J-^'=0  enthält  auch  den  Satz  (Art.  25), 
dass  jede  nach  einem  der  imaginären  Kreispunkte  gehende 
Gerade  zu  sich  selbst  rechtwinklig  ist;  wir  haben  die  Auf- 
klärung dieser  Paradoxie  bereits  in  der  Auffassung  der  Schenkel 
des  rechten  Winkels  als  eines  Paares  von  Strahlen,  die  zu  den 
imaginären  Kreispunkten  harmonisch  conjugirt  sind,  gewonnen, 
zu  welcher  die  Betrachtung  der  projecti vischen  Gebilde  ge- 
führt hat;  sie  begründet  sich  analytisch  auch  aus  der  Formel 
der  Aufg.  4  des  Art.  61  für  die  Tangente  des  Winkels  von 
zwei  Geraden,  denn  das  Verschwinden  ihres  Nenners  fiir  ein 
Paar  sich  deckende  Gefade  führt  auf  die  allgemeine  Gleichung 
der  Kreispunkte  zurück.  Dieser  Umstand  erklärt  das  Auftreten 
gewisser  scheinbar  der  Frage  fremder  Factoren  in  den  Glei- 
chungen von  geometrischen  Oertern.  So  findet  man  durch 
sie  die  Erklärung  des  Umstandes,  dass  in  die  Gleichung  des 
Ortes  der  Fusspunkte  der  Senkrechten  von  einem  Brennpunkt 
{a ,  ß)  auf  die  Tangente  der  Factor 

{(«  -  ay  +  (y  -  ß)^} 

eintritt;  er  repräsentirt  die  durch  diesen  Brennpunkt  gehenden 
Tangenten  selbst,  die  mit  ihren  Normalen  zusammenfallen  und 
daher  zum  fraglichen  Ort  gehören. 
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Aufg.  1.  Wann  stellt  a2^X2X^  +  ^31^3^1  +  <»i2^i^2  =="  ^  ^^^ 
gleichseitige  Hyperbel  dar?    Für 

023  ^^^  «^1  "f"  ^31  ^^8  A2  +  Ot2  ^^s  -^3  =  ^• 

Sie  enthält  daher  den  Höhensohnittpankt  des  Dreiecks.    (Art.  61, 
Aufg.  6.) 

Für  a„  +  ^22  +  a.^3  =  0  giebt  a,, äJj^  +  «32  V  +  «S3^s^  =  0 
die  gleichseitige  Hyperbel.  Sie  geht  durch  die  Centra  der  Berüh- 
rungskreise  des  Fondamentaldreiecks. 

Aufg,  2.    Wann  reprSsentirt 

(fli^i)*  +  («2^2)*  +  («3^3)*  =  0 
eine  Parabel?    Für  a|52*3  "f"  ^2^3*1  "f"  ^3^1*2  "^  ^* 

364.  Die  Covariant«  i^s=  0^  gebildet  in  Bezug  auf  das 
aus  einem  Kegelschnitt  und  zwei  Punkten  bestehende  System, 
bezeichnet  den  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  das  Paar  seiner 
Tangenten  an  den  Kegelschnitt  zu  dem  Paar  seiner  Verbin- 
dungslinien mit  jenen  festen  Punkten  harmonisch  conjugirt 
ist.  Ist  das  Punktepaar  speciell  das  Paar  der  imaginären  Kreis- 
punkte, so  bezeichnet  i^ «=  0  den  Ort  des  Durchschnitts- 
punktes der  Paare  rechtwinkliger  Tangenten.  Dafür 
J2  ^  ^2  ««  0  als  (Tangential-) Gleichung  des  zweiten  Kegel- 
schnitts By ,  «  i?22  =  1  ^^^  aII^  andern  B  gleich  Null  sind, 
so  ist  nach  dem  im  Art.  354  gegebenen  Werthe  jetzt  F  durch 

^3(^1'  +  ^2')  -  2^,3^1  —  2.123^2  +  ^11   +  ^22  =  0 

vertreten.  Dies  ist  die  allgemeine  Gleichung  des  Ortes  der 
Schnittpunkte  rectangulärer  Tangenten  in  Cartesischen  Coor- 
dinaten.  (Art.  326,  2.)  Für  ^33  «=  0  oder  aiia22  *=  «12^  erhält 
man  die  Parabel,  und  die  Covariante  JP  «=  0  giebt  ihre  Direc- 
trix  mit  2{A^^x^  +  A^^x^  =  ^,j  -J-  A^^.  In  trimetrischen 
Punktcoordinaten  findet  man  die  allgemeine  Gleichung  jenes 
Ortes  in  der  Form 

(^22  +  A3  +  2^3  cos  ^1)  :r,2  +  (^33  +  ^„  +  2^31  cos  ^2)  ^2^ 

+  (^j^  4-  ^22  +  2-4^2  cos  ^3)  V 
+  2(-4,,  cos  A^  —  -423  —  -^13  cos  -^3  —  -4,2  cos  A<^X2X^ 
-f-  2(^^22  cos  -42  —  -^31  —  -^21  cos  -4j  —  -4^3  COS  -43)0:30?, 
+  2(^33  cos  -43  —  ^,2  —  ^2  cos  A^  —  A^^  cos  -4,)x,a?2=  0; 

dass  sie  einen  Kreis  repräsentirt,  kann  gezeigt  werden  (vergl. 
Art.  160),  indem  man  sie  auf  die  Form 
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sin  -4j  siü  Ä2  ein  A^  (x^  sin  Ä^  +  X2  sin  Ä2  +  0:3  sin  A^)  x 

\  imÄ^  ^i*T-  ^i5^4^  ^2i  sü^j;^         '»3j 

=  (-4,,  sin^-4j  +-^22  sin^-äj^-  -^33  8in^-43  +  2^23  sin.-lj  sin-^j 
+2J.3jSin^38inj!li+2-4j28in^,8in-42)(jP2a:3sin-4i+a:3a:,sin.42+iC,Ä^8inii3 

bringt.  Wenn  der  erste  Factor  rechts  yersch windet,  so  ist 
(Art.  363)  die  Curve  eine  Parabel  ^  und  unsere  Gleichung  re- 
präsentirt  ihre  Directrix.  Auch  hier  erscheint  (Art.  62)  die 
Gleichung  der  unendlich  entfernten  Geraden  im  Orte,  als  eine 
Linie,  die  auf  sich  selbst  rechtwinklig  ist 

Aufg»  1.    Man  zeige,  dass  die  Directrix  der  durch 

(«i^i)*  +  (»2^2)*  +  («3^3)*  =  0 
dargestellten  Parabel  durch 

a|  Xy  tan  A2  tan  A^  -f-  02^2  ^^^^  ^3  ^^  ^1  4"  ^3^3  ^^  -^i  ^^  -^^2  '^  ^ 
gegeben  ist. 

Aufg,  2.    Die  Oleichung 

sinJ.,  {S2K^—S^K2)+BinA2{8^K^—S^K^)+smA^{S^K2  -  i^2^i)=0, 

in  welcher  S^,  .  ,  die  partiellen  Differentiale  der  Gleichung  des 
gegebenen  Kegelschnitts  und  K^^ . .  die  entsprechenden  Differentiale 
für  die  Gleichung  des  Ortes  der  Schnittpunkte  seiner  orthogonalen 
Tangenten  bezeichnen ,  drückt  das  Product  der  Gleichung  der  Axen 
des  Kegelschnitts  in  die  Constante 

rTj  sin  A^  -f"  ^2  ®^  -^2  "f"  ^3  ^^  -^3 
•  aus. 

Denn  sie  ist  nach  Art.  360  die  Bedingung  für  die  Coordinaten 
eines  Punktes ,  dessen  Polaren  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  und  den 
Kegelschnitt  einander  parallel  sind. 

365.  Die  Gleichung  27+  42?'  =  0  bezeichnet  im  Allge- 
meinen einen  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  27=0, 
27'  SS  0  berührenden  Kegelschnitt  ^  und  falls  h  so  bestimmt 
wird,  dass  die-  Discriminante  von  27  -J-  ifc27'  «^  0  verschwindet, 
so  sind  die  dargestellten  Punkte  zwei  Gegenecken  des  Yier- 
seits  der  gemeinsamen  Tangenten.  In  dem  speciellen  Falle, 
in  welchem  27'  «=  0  das  Paar  der  imaginären  Kreispunkte  be- 
zeichnet, wird  durch  27  +  Ä;27'  =  0  für  die  entsprechende  Be- 
stimmung vonÄJ  das  Paar  der  Brennpunkte  dargestellt.  (Art.  310.) 

Wenn  also  die  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  bestimmt 
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werden  sollen,  der  durch  eine  numerische  Gleichung  in  Carte- 
sischen  Coordinaten  gegeben  ist;  so  bestimmen  wir  zuerst  l 
aus  der  quadratischen  Gleichung 

(«n  «22  —  «12^)*^  +  ^(«11  +  «22)*  +  -^^  =  0*); 

snbstituiren  wir  einen  seiner  Werthe  in  27+äj(5'  +  ^*)  =  ^> 
so  zerfallt  diese  Gleichung  in  zwei  lineare  Factoren 

iU'  +  ny'  + 1"')  (I«"  +  ny"  +  tn, 

und  die  Brennpunkte  sind  durch 

xiis',  y':0']    x'':0'\  y"  :  0" 

bestimmt.  Der  eine  Werth  von  k  giebt  die  beiden  reellen^ 
der  andere  zwei  imaginäre  Brennpunkte.  Dasselbe  Verfahren 
ist  auf  die  Gleichung  in  trimetrischen  Coordinaten  anwend- 
bar.   (Vergl.  Art.  360,  Aufg.  8.) 

Im  Allgemeinen  repiilsentirt  2?  -f-  Ä  (|^  +  iy^)  =  0  einen 
mit  dem  gegebenen  confocalen  Kegelschnitt  durch  seine  Tan- 
gentialgleichung.  Bildet  man  nach  der  Regel  des  Art.  316 
die  entsprechende  Gleichung  in  Cartesischen  Coordinaten,  so 
erhält  man  die  allgemeine  Gleichung  eines  mit  dem  gegebe- 
nen confocalen  Kegelschnitts  in  der  Form 

Man  erhält  aus  ihr  die  Gleichung  der  Enveloppe  des  Systems, 
d.  h.  der  gemeinschaftlichen  Tangenten,  als 

{Ä^(^  +  f)  -  2A^,x  -  2A^y  +  ^„  +  A^^y  =  AJ8. 

Durch  Zerlegen  derselben  in  das  Factorenpaar 

{{x  -  ay  +  (y  -  ß)-^}  {{X  -  aj  +  (y  -  ß^f} 

würde  man  die  Coordinaten  der  Brennpunkte  a,  ß]  a,  ß'  eben- 
falls erhalten. 

Allgemein  entspricht  der  Gleichung 

^  +  Ä(gi'  +  S2'  +  63'  -  2S2S3  cos  A,  -  etc.)  =  0 
die  Gleichung  in  Punktcoordinaten 

^S+k^{{A,,  +  A,,+  2A,,cosA,)x,^  +  ..  +  2{A,,coBA,^A,, 
—  Jljgcos  A^  —  A^2  cos-AjjaJgiPg  -[- . .}  +*^  {^1  sinudi-f- .  .p  =  0. 

*)  Sie  hat  gleiche  Wurzeln  für  den  Fall  des  Kreises  und  wird  linear 
für  den  Fall  der  Parabel. 


570  XXII.   Die  Metrik  und  die  ProjecÜTit&t.   866. 

Wenn  Tc  einen  der  aus  dieser  quadratischen  Gleichung  entsprin- 
genden Werthe  erhält,  so  liefert  die  zu  IJ+^Cli'  +  ^'O^^ 
entsprechende  Gleichung  in  Punktcoordinaten  das  Quadrat  der 
Gleichung  einer  der  Axen  des  Kegelschnitts.**') 

Aufg,  1.  Man  bestimme  die  Brennpunkte  Ton 

2x^  —  2xy  +  2y^  -  2a;  —  8y  +  11  =  0. 

Die  quadratische  Gleichung  in  Ä;  ist  3A;'  -f'  ^^^  4~  ^  =  0, 
und  ihre  Wurzeln  sind  Ä  =  —  J  und  Ä  «==  —  -J"  ^  ^^^  J  =  —  9. 
Für  den  Werth  Aj  =  3  wird 

6$'  +  2W  +  3^2  +  iSfit  +  12U  +  30St?  +  3(1'  +  n') 
=  3(J  +  2i?  +  f)(3S  +  4i;  +  t); 

dies  liefert  die  Brennpunkte  1,2;  3,  4.  Der  Werth  9  giebt  die 
imaginttren  Brennpunkte  2  +  1,  3  4^  i. 

Aufg.  2.    Dem  Kegelschnitt 

2a;'  -f  4a;y  —  y'  +  24y  +  6  =  0 

entsprechen  die  Coordinaten  der  reellen  Brennpunkte  —  1 ,  —  2 ; 
—  7,  10  und  die  Coordinaten  der  imaginären  Brennpunkte 

—  (4  +  6i)     und     (4  +  3i). 

Aufg,  3.  Man  soll  die  Coordinaten  des  Brennpunktes  einer 
Parabel  bestimmen,  welche  durch  die  allgemeine  Gleichung  in  Car- 
tesischen  Coordinaten  gegeben  ist. 

Die  quadratische  Gleichung  wird  linear^  und 

ist  in  Factoren  zerlegbar;  dieselben  müssen  sein 

{au+ih,){2A^^i  +  2A^fl) 
und 

(«1!  +  Ott)  Aji  —  d  ^    .    (a<i +qtt)  ^tt  —  ^  •,  O-  ^ 
2(aii+«tt)iiis      ^"^     2(a«  +  a«)^„    "^  ^  ^' 

Der  erste  Factor  liefert  den  unendlich  fernen  Brennpunkt  und  zeigt, 
dass  die  Axe  der  Curre  zu  A^z^  —  -^13^  *"  ^  parallel  ist.  Der 
zweite  Factor  zeigt,  dass  die  Coefficienten  seiner  Glieder  in  |  und 
f}  die  Coordinaten  des  endlichen  Brennpunktes  sind. 

Aufg.  4.  Man  soll  die  Coordinaten  des  Brennpunktes  einer 
durch  die  Gleichung  in  trimetrischen  Coordinaten  gegebenen  Para- 
bel bestimmen.  Die  das  Paar  der  Brennpunkte  repräsentirende  Glei- 
chung ist 

e'2:-^iai'+5j'  +  J3'-2y3C084i-2y,P0S^-2|,|jC08i3)- 

Die  Coordinaten  des  unendlich  entfernten  Brennpunktes  sind  aos 
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Art.  324  bekannt  als  Coordinaten  des  Pols  der  unendlich  entfern- 
ten Geraden;  daher  sind  die  des  endlich  entfernten  Brennpunktes 

^.^H  -  ä 

^11  sin  udi  -|-  '«^12  sizi  'A.i  +  '«^is  ^^^  ^s  ' 

^.äg-z/ 

J,i  sin  Ax  +  -^  8Ü^  -^t  +  -^ta  ^in  A^  ' 

&An  —  d 

^11  sin  Ax  -f-  -^81  Bin  A^  -f-  ^s«  sin  A% 

Aufg.  5.  Man  kann  die  Brennpunkte  mit  Hilfe  des  Satzes 
bestimmen,  wonach  das  Rechteck  der  Entfernungen  eines  Brenn- 
punktes von  zwei  parallelen  Tangenten  constant  ist.    (Art.  195.) 

Denn  eine  zur  Fundamentallinie  x^^=»0  parallele  Gerade 

(X  —  5,)  a;,  +  Jf  =  0 

(Art.  63,  64)  berührt  den  durch  die  allgemeine  Gleichung  dar- 
gestellten Kegelschnitt  für 

(^? «33 —  «23^) ^^  +  2  {«23 ^31 —«12  023)^2+  (<»12«23—  ^\^^22)h}  ^ 
+(«33»11— Ö13'>2^+  (»11  »22— «12^)^3^+  2  (0,30,2— a23«u)V3  =  ö, 

und  die  Substitution  des  aus  (X  —  ^i)  ^j  -{-  M^=i  0  entspringen- 
den Werthes  Ton  l  führt  sie  über  in 

för  2>  als  die  Determinante  oder  linke  Seite  der  Bedingung  der 
Berührung  des  Eegelschnitt-s  mit  der  unendlich  entfernten  Gera- 
den und  ^i',  2^,,'  als  ihren  ünterdeterminanten 

«12(<»23*3  —  «33^2)  +  Ö22(«33^1  —  ^n^z)  +  «23  («13^2  —  «23^0 

und  (022^33  —  «23^)  respective. 

Die  parallelen  Tangenten  zu  den  Fundamentallinien  x^  «»  0, 
jr3  =s  0  geben  analoge  Gleichungen 

x^^L»-^2Mx^Z^'+M'Z.,^'=0,  V-^-2Jlfa;32:3'+2f22;33'— 0, 

in  denen  Z^'  und  2^*3',  2*22'  ^^^  '^ss'  ^^®  ^^^^  ^2«  ^3  ebenso  ge- 
bildeten ünterdeterminanten  von  2^  bezeichnen,  wie  1?,',  ^,,'  nach 
s,.  Sind  dann  a;/,  x"  die  Wurzeln  der  ersten,  x^^  x^  die  der 
zweiten  und  rr/,  x^'  die  der  dritten  unter  ihnen ,  so  sind  für  x^ , 
^2,  x^  respective  als  die  entsprechenden  Coordinaten  des  Brenn- 
punktes die  Differenzen 

j,  —  x(f  Xi  —  a;/' ;    rcj  —  ajj'i  ajj  —  o^j" ;    0^3  —  «3',  x^  —  «'s" 

die  Abstände  desselben  von  den  drei  Paaren  paralleler  Tangenten ; 
und  man  hat  nach  dem  citirten  Satze  die  Gleichheit  ihrer  Froducte, 
also  die  Relationen 
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^1*  —  (^i'  +  ^i")  ^1  +  ^i'^i"  =  ^2   —  {^2  +  <')  ^  +  ^aV 

d.  h.  die  Gleiohungen 
x^^Z'  —  2Mx^  r,'  +  M^i:^^'  =  V-S*  -  2Mx2£2'  +  Jl^I-j^' 

liefern  die  Coordinaten  der  Brennpunkte  des  Kegelschnitts.  Die 
geometrische  Bedeutung  dieser  Oleichungen  hesteht  darin,  dass  jede 
von  ihnen  den  Ort  eines  Punktes  bezeichnet,  für  welchen  die  Fuss- 
punkte  der  Normalen  auf  die  vier  den  bezüglichen  FundamenUl- 
linien  parallelen  Tangenten  des  Kegelschnitts  in  einem  Kreise  liegen. 

Für  die  Parabel  ist  £^=0,  und  man  erhält  nur  einen  BrenB- 
punkt. 

Der  Fundamentalsatz  des  Art.  194  über  Brennpunkt  und  Direc- 
trix  kann  in  analoger  Weise  benutzt  werden.  Man  bildet  das  Qua- 
drat des  Abstandes  eines  Punktes  Xi  vom  Brennpunkt  y.-  nach  Art  66 
und  ebenso  nach  Art.  61  das  seines  Abstandes  von  der  zugehörigen 
Directrix  yi  und  vergleicht  die  aus  jenem  Fundamentalsatze  ent- 
springende Relation  desselben  mit  der  allgemeinen  homogenen  Glei- 
chung zweiten «Orades.  Man  erhftlfc  sechs  Bedingungen,  welche  mit 
^1^1  ~i~  ^2^2  ""f"  ^3^3  '^  0  (Art.  63)  zusammen  die  Elimination  der 
Unbekannten  gestatten  und  die  Brennpunkte  und  Direotrixen  be- 
stimmen. 

Äufg,  6.  Für  die  auf  ein  System  harmonischer  Pole  bezogene 
Parabel 

«11^1^  +  «22  V  +  «33  V  =  ö, 
für  welche 

»11022  V  +  «22^33^1^  +  ^3<*n  V  =  ^ 

ist,  werden  die  Bestimmungsgleichungen  des  Brennpunktes 

«1^1  ••  «2^2  ••  «3^3  =  (»22  +  O33)  '•  («33  +  ^11)  •  (»11  +  «22) 
und  daher 

«1^(%«3+«1^1— «2^2)(«l  ^1+^2^2— «3^3)  + V(«l«^l +«2^2— ^3^3) 

{S2X2 + s^x^—s^x^)  +  s^^s^^  +s^x^ — s^x^)(s^x^+  s^x^ — s^  a?,)=0. 

Man  hat  daher  den  Satz:  Der  Ort  der  Brennpunkte  aller  Para- 
beln, welche  ein  gemeinschaftliches  System  harmonischer  Pole  haben, 
ist  der  durch  die  Mittelpunkte  der  Seiten  ihres  Dreiecks  gehende 
£[rei8. 

Aufg.  7.  Auch  die  Längen  der  Halbaxen  lassen  sich  durch 
die  vorigen  Gleichungen  bestimmen ;  denn  für  r  als  die  Länge  einer 
solchen  ist  jedes  der  drei  in  sie  eintretenden  quadratischen  Poly- 
nome =sr'^  (Art.  195);  die  Elimination  zwischen  den  durch  diesen 
Werth  verbundenen  Gleichungen  und  s,a?j  +  «2^2  4"  ^3^3  =^  ^ 
liefert  für  sie  die  Gleichung 
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mit 

Xi  Xf Xj 


(-£•) 


*^« 


^23»    ^33  >    ®22 


^33»   ^31  »    ^11  I 

I 

^22»    ^11»    ^12 


In  der  That  hat  für  Z|  =  Xj  =  X3  diese  Oleichung  in  r  gleiche 
Wurzeln,  und  die  Gleichheit  der  Nenner  derselben  Grössen  in  den 
vorigen  Relationen  stimmt  mit  den  Bedingungen  des  Kreises  über- 
ein. (Art.  158.)  Die  Bestimmungsgleichung  für  r^  erhält  die  Form 
Ar*  -{-  2Br^  -^  0=0  mit  den  Coefficientenwerthen 

^==S,*4--—2S2*^3^—..=— 5(5— 25,)(s--252)(s--253),(«=5, +52+^3)) 

B=  —  25j5253(5,Z,cos-4,+ ..),  0=5,''Xj^+  ••  —  2^2^53^X2X3  —  .. , 

and  hat  in  r^  stets  reelle  Wurzeln.  Die  Untersuchung  derselben 
auf  ihre  Gleichheit,  auf  die  Gleichheit  ihrer  Zeichen  oder  die  Ent- 
gegensetzung derselben  und  ihre  Gleichheit  bei  entgegengesetzten 
Zeichen  liefert  die  bekannten  Unterscheidungszeichen  der  Kegel- 
schnitte wieder. 

Äufg.  8.  Wenn  der  gegebene  Kegelschnitt  auf  seine  Haupt- 
axen  bezogen  ist,  so  dass  -g  "f*  ^t  "^  1  seine  Gleichung  wird,  so 
erhält  man  die  Gleichung  des  confocalen  Systems  in  der  Form 

oder  mit  a'^b^k  =  l  in  der  Form 

Dass  durch  jeden  Punkt  zwei  Kegelschnitte  des  confocalen  Sy- 
stems gehen ,  folgt  schon  aus  der  allgemeinen  Natur  desselben  (Art. 
331);  man  zeige,  dass  sie  immer  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel 
sind,  und  dass  sie  sich  rechtwinklig  diirchschneiden.  (Art.  196.) 

Wenn  l  alle  Werthe  von  —  00  bis  +  oc  durchläuft,  so  ent- 
stehen alle  Kegelschnitte  des  Systems,  und  den  Grenzwerthen  —  00 , 
&^,  d^  entsprechen  als  solche  der  concentrische  Kreis  mit  unend- 
lich grossem  Halbmesser ;  die  Axe  x  als  Grenze  der  Ellipsen,  deren 
Excentricitfit  stetig  mit  X  gewachsen  ist,  und  die  Axe  y  als  Grenze 
der  Hyperbeln,  welche  allen  Werthen  von  k  zwischen  6*  und  a^ 
entsprechen;  für  iL  >  a^  erhält  man  nur  imaginäre  Kegelschnitte. 

366.  Die  Bedingung  ^  unter  welcher  zwei  gerade  Linien 
rechtwinklig  zu  einander  sind  (Art.  61); 
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—  (5l62'  +  ?2S|')COS^3=0, 

ist  identisch  mit  der  Bedingung  (Art«  324)^  unter  welcher  diese 
Geraden  zu  dem  Kegelschnitt  der  imaginären  Ereispunkte 

Sl^+§2'  +  53'-2gJ3CO8^,-2536jCO8^-26,g,COS^3  =  0 

harmonische  Polaren  sind^  d.  h.  die  Beziehung  der  ßecht- 
winkligkeit  ist  ein  besonderer  Fall  yon  der  Be- 
ziehung zwischen  harmonischen  Polaren  in  Bezug 
auf  einen  festen  Kegelschnitt.  So  tritt  sie  auch  in  die 
Sätze  ein ;  es  ist  z.  B.  ein  specieller  Fall  des  Satzes  von  dem 
Durchschneiden  derVerbindungslinien  der  entsprechenden  £cken 
von  zwei  in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt  zu  einander  con- 
jugirten  Dreiecken  in  einem  Punkte,  dass  die  Hohenperpen- 
dikel  eines  Dreiecks  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Die 
Charakteristik  der  individuellen  Kegelschnitte ,  des  Kreises  und 
der  gleichseitigen  Hyperbel^  sowie  dös  Grenzfalles  der  Para- 
bel, die  Beziehung  des  Kegelschnitts  auf  seine  Hauptaxen,  die 
Bestimmung  der  Brennpunkte  und  der  Directrixen ,  alle  diese 
metrischen  Charaktere,  welche  der  Kegelschnittstheorie  ange- 
hören, sind  als  abhängig  von  dem  analytischen  Ausdruck  der- 
selben imaginären  Kreispunkte  erkannt  worden,  und  über- 
all ist  hervorgetreten,  dass  dieselben  nur  die  speciellen 
Vertreter  eines  festenKegelscfanittsüberhaupt  sind; 
den  man  zur  Einheit  des  Maasses  benutzt.  Dass  dar- 
auf alle  Metrik  beruht,  sowohl  die  der  Gebilde  erster  Stufe 
oder  der  homogenen  Formen  mit  zwei  Veränderlichen,  ab  die 
des  ebenen  Systems  überhaupt  oder  der  homogenen  Formen 
mit  drei  Veränderlichen,  soll  im  Folgenden  kurz  nachgewiesen 
werden.  *'^) 

Wenn  a^^x^^  -[-  2a^2^^^2  +  »22^2^  =  0  oder  17=  0  ein 
gegebenes  festes  Paar  von  Elementen  ist,  so  kann  die  Glei- 
chung eines  beliebigen  andern  Paares  von  Elementen  dessel- 
ben Gebildes  erster  Stufe  (vergl.  Art.  336)  in  doppelter  Art 
in  der  Form 

Kl  V  +  2a^2^^X2  +  «22^2^)  +  ^'(li'^i  +  62' ^2)^  «^  0 

oder  U+kL^  =  0 

dargestellt  werden ;  die  durch  die  beiden  Werthe  von  L  oder 

Si'^i  -J-  S2'^2  =  ^  bestimmten  Elemente  sind  die   Doppelele- 
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mente  der  durch  das  erste  mit  dem  zweiten  Paar  bestimmten 
Involation.  In  Erinnerung  an  die  Bedeutung  der  Gleichung 
S  -j-  L^  _-,  0  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte^  welche  das 
System  der  den  Kegelschnitt  5 «»  0  doppelt  berQhrenden  oder 
ihm  eingeschriebenen  Kegelschnitte  bezeichnet,  kann  man  sagen^ 
das  Paar  Z7' «»  0  sei  dem  Paar  U  =^0  eingeschrieben ,  und 
die  Elemente  Xr,  »=  0,  L,  =  0  (den  beiden  möglichen  Werthen 
Ton  L  entsprechend)  können  als  Centrum  und  Axe  der  Ein- 
schreibung bezeichnet  werden ;  das  eine  von  ihnen  ist  das  con- 
JQgirt  harmonische  des  andern  in  Bezug  auf  das  gegebene  Ele- 
mentenpaar; wird  also  eines  durch  x^x^'  --  rCjO;/  »»  0  darge- 
stellt (wo  die  x'  Gonstanten  sind);  so  ist  das  andere  noth wendig 

a^^X^Xi    -f-  <Z|2(^1^2    H"  ^2^1  )  "f"  ^22 ^2 ^t'  *™  ^* 

Wenn  man  nun  in  der  Gleichung  des  Art.  326 

SS'  -  P«  =  0, 

die  im  Art.  359  wiederholt  und  ganz  in  Bezug  auf  daä  hier 
entsprechende  Problem  gebraucht  worden  ist;  alle  x^  enthal- 
tenden Glieder  verschwinden  lässt ,  so  erhält  man  die  Identität 

(«11^1^  +  2ai2^,rr2  +  «22 V)  («11  <^  +  ^a^^x^'x^  +  «22^2'^) 
—  {a„ x^Xi  -f  ai2  {x^^2  +  ^20  +  «22^2^2'}* 

=»  (^11^22  *^12  /  ('^l'^2  ^2'^x)    > 

und  erkennt  aus  ihr^  dass  das  eingeschriebene  Elementenpaar 
für  $  als  eine  Constante  in  ^en  beiden  Formen 

(ai,Xi2+2a,2a:ja:2-f«22V)(«ii^i'^  +  2aj2^i'^2'+«22^2'')8"^^^ 
—  (a„  «22  — «j2^)0^i^V— ^2^iT=0, 

{flu^l^  +  ^a\2^i^2  +  ^Q2^2^){^U^l^  +  ^^X7^\\'+^2r^^^^ 
—  {«11^1^1' +  «12(^1^2' 4-^2^1 ')  +  «22^2^2'}^=0 

dargestellt  werden  kann^  je  nachdem  von  den  Elementen 

x^X2 — a?2iCi'=0,  (^n^i^i  -\- (ii2(p^i^2  "^ ^2^1) "h ^22^2^2  ""^ ^ 
das  erste  oder  das  zweite  als  Axe  der  Einschreibung  angesehen 
wird.  Behalt  man  die  Bezeichnungen  S,  S'  und  P  bei;  so 
kann  man  die  obige  Identität  in  der  Determinantenform 

S,  P 


p,sr 


=  (a„  a22  —  «12^) 


Xi,  X2 

f  t 

x^ ,  x^ 


schreiben  und  durch  I^etrachtnahme  einer  dritten  Reihe  x{\ 
^2  7  ^o  S"  das  entsprechende  5,  und  P',  P"  die  mit  x  und  x' 
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zusammen  gebildeten  Polar-  oder  harmonischen  Gleichungen 
bezeichnen,  also 

erhält  man,  da  die  Determinante  rechts  y erschwindet, 

SS'S"  +  2PP'P"  —  SP"2  —  S'P'2  —  S"P^  =  0; 
weil  aber 

SS'  cos»  $  =  P^    S'S"  cos'  Ö'  =  P"2,    SS"  cos«  f  =  F^ 
ist,  so  wird  dies  durch  Division  mit  SS'S"  in 

{l  —  cos«  $  —  cos«  ff  —  cos«  d"  +  2  cos  Ö  cos  e'  cos  e"}  =  0 
übergeführt,  d.  h.  in 

(cos  Ö  cos  Ö'  —  cos  r)«  =  (1  —  cos«  $)  (1  —  cos«  ¥) 
und  cos  (ö  +  $')  :=  cos  ö", 

und  liefert  also  die  Relation 

arc  I  cos=7p^^  I  +  arc  [co9^=z^==r^r:A  «=  arc|  cos=r7=r-Y 

367.  An  die  Formeln  des  vorigen  Artikels  schliessen  sich 
die  folgenden  Erklärungen.  Denkt  man  unter  den  Elementen 
eines  geometrischen  Gebildes  erster  Stufe  ein  Paar  £,  E*  als 
unveränderlich  —  man  nenne  es  das  absolute  Paar  —so 
kann  jedes  Paar  von  Elementen  dieses  Gebildes  als  ihm  ein- 
geschrieben angesehen  werden  und  bestimmt  dann  mit  ihm  zwei 
Elemente  als  Doppelelemente  der  erzeugten  Involution,  nach 
dem  Vorigen  zu  benennen  als  Centrum  und  Axe  der  Einschrei- 
bung. Insofern  das  betrachtete  Paar  dem  absoluten  einge- 
schrieben  ist,  wollen  wir  es  ein  Er  eispaar  nennen,  und  jene 
Doppelelemente  der  Involution,  die  das  absolute  und  das  Ereis- 
paar  zugleich  harmonisch  theilen,  sollen  Centrum  und  Axe 
des  Kreis paares  heissen  mit  der  Bestimmung,  dass  jedem 
von  ihnen  in  derselben  Betrachtung  derselbe  Name  (Centnim 
oder  Axe)  verbleibe.  Aus  dem  Centrum  und  dem  einen  Ele- 
ment des  Ereispaares  bestimmt  sich  das  andere  Element  des- 
selben in  einziger  Weise;  denn  zuerst  liefert  das  Centrum  die 
Axe  als  das  ihm  in  Bezug  auf  das  absolute  Paar  harmonisch 
entsprechende  Element,  und  das  zweite  Element  des  Ereispaares 
als  das  harmonisch  conjugirte  des  ersten  in  Bezug  auf  Centrum 
und  Axe.  Dann  ist  für  alles  Weitere  Äer  Begriff  der  Aequi- 
distanz  der  Elemente  grundlegend,   und  wir  setzen  ihn 
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so  fest,  dass  der' Satz  gilt:    Die  zwei  Elemente  eines 
Kreispaares  sind  äquidistant  vom  Centrum. 

Die  Metrik  der  Gebilde  erster  Stufe  gründet  sich  dann 
mathematisch  auf  folgenden  Prozess:  Sind  E^^  E'  zwei  Ele- 
mente des  Gebildes;  und  wird  ein  drittes  Element  ^"  dessel- 
ben Gebildes  so  »bestimmt,  dass  E^y  jB"  ein  Kreispaar  vom 
Centrum  E'  bilden;  sodann  jB'"  so,  dass  E'  und  E'"  ein  Kreis- 
paar vom  Centrum  jB";  E""  so,  dass  E"  und  jB""  ein  Kreis- 
paar vom  Centrum  f '  sind,  etc.;  ferner  andererseits  ein  Ele- 
ment J5?'  so,  dass  jB',  E  ein  Kreispaar  vom  Centrum  E^] 
E^  so,  dass  K^,  E^  ein  Kreispaar  vom  Centrum  E  sind,  etc. 
-  so  hat  in  der  Reihe  . .  . ,  K'\  E^,  E,  E\  E\  E", 
E"'y  .  .  .  jedes  Element  von  den  ihm  nächstbenach- 
barten Elementen  gleiche  Entfernung  in  entgegen- 
gesetztem Sinn.  Wenn  die  Elemente  jB^,  E'  einander  un- 
endlich nahe  w^aren,  so  wird  das  ganze  Feld  des  Elementar- 
gebildes in  eine  stetige  Folge  von  unendlich  kleinen  und  ein- 
ander gleichen  Elementardistanzen  getheilt;  die  Zahl  dersel- 
ben, welche  zwischen  irgend  zwei  Elementen  des  Gebildes  ein- 
geschlossen ist,  giebt  für  dieselben  das  Maass  ihrer  Distanz. 
Für  drei  auf  einander  folgende  Elemente  E,  E\  J5?"  gilt  dabei 
die  Relation 

Dist  {E,  E')  +  Dist.  {E\  E")  =  Dist.  {E,  E"). 

Ist  das  absolute  Paar  £,  £*  durch 

dargestellt,  so  hat  das  Kreispaar  vom  Centrum  x'  die  Gleichung 

(öji^i^  +  •  •)  (»11  ^j'^  +  •  •)  cos^  0  — 

{«n^i^i'  +  »12(^1^2'  +  a:jja:,')  +  a^^x^x^Y  =  0, 

und  sind  x,  x'  die  beiden  Elemente  desselben,  so  hat  man 

K(a«xt* -f  .  0  (a,,^/« +77)  VW^^^'^ .  OCaü^r^T^Ö 

als  Ausdruck  der  Wahrheit,  dass  x'  und  x  von  x  gleich  weit 
entfernt  sind.  In  Folge  dessen  ist  die  Distanz  der  Elemente 
X  und  X  eine  Function  von 

deren  Form  durch  die  Forderung  bedingt  ist,  dass  für  die  ge- 

Balmon-FiedleT,  »nal.  Geom.  d.  Kegeltchn.    4.  Aufl.  37 
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ordneten  Elemente  E,  E\  E"  die  Relation  besteht 

Dist.  (JE,  E')  +  Dist.  {E\  E")  =  Dist.  {E,  E"). 

Nach  der  Schlussformel  des  vorigen  Art.  wird  derselben 
Genüge  geleistet^  wenn  man  voraussetzt;  dass  die  Distanz 
von  X  zu  x'  einem  Bogen  gleich  sei,  der  den  letzt- 
erhaltenen Ausdruck  zu  seinem  Cosinus  hat,  sodass 
die  Entfernung  der  Elemente  x,  x  durch 

und,   was  nach  dem  vorigen  Art.  damit  gleichbedeutend  ist, 

'^'''''^  arc  /sin  =  (^H^-^»»')(^i^ -^i'^^l 

l  K(a«a?,«  +  ..)(a,iaJi'«+..)  / 

ausgedrückt  wird. 

Die  beiden  Formen  der  Gleichung  des  Kreispaares 

{CL^\X^  +  •  OC^ll^l'^  +  ^(^n^ix^   +  «22^2'^)  ^^^^  ^ 
\^11^1*^1      I     ^l2\P^i*^2      I     ^2^1  /     I     ^22^2^2  /     =  " 

und 

(«ll^j'+-0Kl^l'^+-08i^^^~(«llÖ22--«12^)(^1^2'~^2O'==0 

sagen  dann  gleichmässig  aus,  dass  die  Entfernungen  der  bei- 
den Elemente  desselben  vom  Centrum  dem  Bogen  $  gleich  sind, 
oder  dass  0  der  Radius  dieses  Kreises  ist. 

Insbesondere  hat  man  für  9  «=  0  die  Relation 

1   2  ^"^    1   2  '     ^i 
d.  h.  die  beiden  Elemente  fallen  zusammen,  und  für  $<={ic 
ergiebt  sich 

«11^1^1'  +  «12(^1^2'  +  ^2^1')  +  «22^2^2'  =  Oy 
d.  h.  die  Elemente  x  und  a;'  bestimmen  mit  den  Elementen  des 
absoluten  Paares  ein  harmonisches  System.  Die  Distanz 
zwischen  zwei  in  Bezug  auf  das  absolute  Paar  har- 
monischen Elementen  ist  daher  ein  Quadrant,  und 
wir  wählen  den  Quadranten  als  die  Einheit  der  Distanz. 
Wenn  insbesondere  das  absolute  Paar  in  ein  doppel- 
tes Element  zusammenfallt  (vergl.  Art.  369) ,  so  fallt  das 
harmonisch  conjugirte  eines  beliebigen  Elements  in  Bezug  auf 
dasselbe  mit  ihm  zusammen,  und  man  erkennt,  dass  jedes 
Paar  von  Elementen  als  ein  Kreispaar  betrachtet  werden  kann, 
welches  das  harmonisch  conjugirte  Element  des  Absoluten  zum 
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Centrum  hat.  Darnach  kann  wie  vorher  das  Feld  eines  Grund- 
gebildes erster  Stufe  in  unendlich  kleine  gleiche  Elenaentar- 
distanzen  zerlegt  und  die  Entfernung  von  zwei  Elementen  des 
Gebildes  durch  die  Anzahl  jener  Elementardistanzen  gemessen 
werden^  die  zwischen  ihnen  liegen.  Aber  die  Einheit  der 
Distanz  ist  willkürlich^  denn  der  Begriff  des  Quadranfen 
hat  keinen  Inhalt  mehr.  In  diesem  Falle  ist  aixa22 — (^n^^^) 
d.  h.  die  Distanz  ist  als  ein  Bogen  von  Sinus  Null  gegeben ; 
durch  üebergang  vom  Bogen  zum  Sinus  und  Unterdrückung 
des  verschwindenden  Factors  erhält  man  für  {b^x^ — 620:2)^  =  0 
als  das  absolute  Doppelelement  die  Distanz  von  x  und  x'  gleich 

(6,a?i  —  bt'xt) iPiX^-btXt') ' 
und  durch  Einführung  eines  willkürlichen  Factors 

(6, Ci_-  htCiUxi Xf' -- XtXj)     j  j     CjXj  —  c,a-i  _  c, ä/ --c^Xt' 

368.  Eine  andere  Betrachtung  mag  das  Vorige  noch  wei- 
ter erläutern.'  Wir  haben  gesehen,  wie  aus  dem  Anfangsele- 
ment E^E'  eine  zusammenhängende  Reihe  gleicher  Elemente, 
aus  dem  angenommenen  Sealentheil  die  ganze  Scala  abgeleitet 
wurde.  Durch  Bewegung  des  ersten  geschieht  beim  gewöhn- 
lichen Messen  die  Bildung  der  Scala  oder  des  Maassstabes; 
durch  lineare  Transformation  ersetzen  wir  diese  für  die  mathe- 
matische Untersuchung;  die  beiden  bei  einer  solchen  im  All- 
gemeinen festbleibenden  Elemente  sind  die  absoluten  der  vorigen 
Betrachtung.  Wird  dann  die  Lage  eines  Elementes  im  Gebilde 
erster  Stufe  durch  den  Werth  e  des  Verhältnisses  zweier  Varia- 
ben x^  :  X2  bestimmt,  so  ist  ^r'  =  X^r  die  Form  der  fraglichen 
Transformation ,  sobald  wir  die  absoluten  Elemente  als  die  fun- 
damentalen nehmen ,  oder  sobald  wir  diese  durch  jer  =  0  und 
j?  =s  00  ausdrücken.  Durch  die  wiederholte  Anwendung  dieser 
Transformation  auf  ein  Element  i?  =  jet^  entsteht  dann  die  Ele- 
menteureihe  Zi,  Aj?,,  A^j?,,  X^e^^  etc.  als  unsere  Scala.  Sie 
geht  durch  die  erzeugende  Transformation  in  sich  selbst  Über. 
Ist  der  Sealentheil  die  Einheit  der  Distanz,  so  sind  die  Distan- 
zen der  bezeichneten  Elemente  von  dem  Elemente  js,  respec- 
tive  gleich  0,  1 ,  2,  3,  etc.    Die  Unterabtheilung  der  Scala  wird 

dann  durch  eine  Transformation  je?' =  1^0  bewirkt,  bei  der 

37* 
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man  die  n^®  Wurzel  so  zu  wählen  hat,  dass  das  bezeiclmete 
Element  zwischen  z  und  kz  liegi  Dann  ist  der  Exponent  yon 
k  der  Ausdruck  der  Distanz,  oder  die  Distanz  des  Ele- 
mentes z  Yom  Elemente  0^  ist  gleich  dem  durch  die 
üonstante  log  k  diyidirten  Logarithmus  des  Quo- 
tienten ^  :  £^];  und  Adk  z  i  z^  das  Doppel verhältniss  der  beiden 
bezeichneten  Elemente  als  Theilelemente  des  absoluten  Paares 
ist,  so  haben  wir  die  Distanz  zweier  Elemente  als  den 
mit  einer  Gonstanten  c  multiplicirten  Logarithmus 
des  Doppelyerhältnisses  zu  erklären,  das  sie  mit  dem 
absoluten  Paar  bilden.  Die  beiden  Elemente  des  Abso- 
luten sind  als  unendlich  fern  zu  betrachten,  denn  ihre  Distanz 
Yon  einem  beliebigen  andern  Element  ist  unendlich  gross  als 
log  0  oder  log  00.  Wenn  die  Punkte  des  Absoluten  reell  ge- 
dacht werden,  so  können  von  einem  beliebigen  Elemente  aus 
nur  die  Distanzen  in  dem  Gebiete  zwischen  jenen  gemessen 
werden^  in  welchem  jenes  Element  selbst  liegt;  dies  Gebiet 
ist  durch  zwei  unendlich  ferne  Elemente  begrenzt^  und  von 
dem  Gebiete  jenseits  derselben  ist  eine  Kenntniss  nicht  erreich- 
bar —  die  Vorstellung  der  sogenannten  hyperbolischen 
GeometrieJ^^)  Sind  dagegen  die  Elemente  des  Absoluten 
conjugirt  imaginär,  so  müssen  wir  zuerst  der  Constanten  c 
einen  rein  imaginären  Werth  ci  geben,  damit  die  Distanz 
reeller  Elemente  reell  sei,  dann  ist  die  Distanz  reeller  Elemente 
stets  reell  lind  bis  auf  Vielfache  einer  reellen  Periode 

2nic  =  —  2itc 

nach  der  Periodicität  des  Logarithmus  bestimmt;  es  giebt  keine 
reellen  unendlich  fernen  Elemente.  Die  Gerade  kehrt  wie  der 
sich  drehende  Strahl  in  sich  zurück,  und  die  Periode  ist  ihre 
Gesammtlänge  —  gemäss  den  Vorstellungen  der  elliptischen 
Geometrie. 

Wir  gelangen  von  diesen  Entwickelungen  zu  den  verlier 
gefundenen  Ausdrücken,  indem  wir  das  absolute  Paar  allge- 
mein durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades 

a^iX^  +  2a,2^i ^2  +  «22^2^  =  0    oder    5  =  0 

gegeben  voraussetzen  und  nach  Art.  335,  1  unter  Benutzung 
der  Identitäten  des  Art.  366  das  Doppelverhältniss  bilden,  wel- 
ches das  Paar  der  Elemeute  x,  x  von  zu  bestimmender  Distanz 
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mit  diesem  absoluten  Paar  bestimmen.  Sind  S,  S'  die  Resul- 
tate der  Substitution  der  Coordinaten  der  Elemente  in  die  Glei- 
chung des  Absoluten  , 

und  ist 

Pe=  öji^^i^:,'  -f  a,2  (^,^2'  +  ^i'^2)  +  a^^x^x^, 
so  wird  jenes  Doppelverhältniss 

P  +  Vlif-ss" 
und  die  Distanz  ist  somit  der  c  fache  log  desselben.    Wegen 

c  log  a  =  2tc  .  arc  cos  - '--- , 

erhält  man  aber  für  diese  Distanz  auch  den  Ausdruck 

=  2tc  .  arc  cos  rp-- , 

yss' ' 

der  für  c  =  —  ^i  in  den  Ausdruck  des  Art.  366  übergeht. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Art.  betrachtete  specielle 
Maassbestimmung  unter  Voraussetzung  des  Zusammenfallens 
der  beiden  Elemente  des  absoluten  Paares  entspricht  der  ein- 
zig möglichen  speciellen  Art  linearer  Transformationen,  bei 
welchen  ein  doppelt  zählendes  Element  ungeändert  bleibt ,  und 
der  gewöhnlichen  Messung  in  der  Geraden  oder  der  der  Eukli- 
deischen oder  parabolischen  Geometrie. 

Die  ZurÜckführung  der  Untersuchung  auf  Doppelverbält- 
nisse  macht  sie  entscheidend  über  die  Frage  nach  den  über- 
haupt möglichen  Maassbestimmungen  der  Geometrie;  sofern 
jene  als  reine  Zahlen  unabhängig  von  einer  Maassbestimmung 
erklärt  werden  können. 

In  der  Nähe  eines  bestimmten  Elementes  kann 
die  allgemeine  Maassbestimmung  stets  bis  auf  Glie- 
der höherer  Ordnung  genau  durch  die  specielle  er- 
setzt werden;  für  diese  Beziehung  erscheint  der  Ausdruck 
Berührung  der  beiden  Maassbestimmungen  geeignet. 
Man  muss  dazu  das  dem  gegebenen  Element  harmonisch  con- 
jugirte  in  Bezug  auf  das  absolute  Paar  der  allgemeinen  Maass- 
bestimmung als  das  absolute  Element  der  speciellen  Maass- 
bestimmungen wählen  und  die  Constanten  geeignet  bestimmen. 
Sind  also  die  Elemente  des  absoluten  Paares  als  harmonisch 
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zu  z  =  0  und  0  *^  cx)  gelegen  durch  z^  =  a  bestimmt^  so  ist 
die  Distanz  des  Elementes  e  vom  Coordinatenanfang  nach  der 
allgemeinen  Maassbestimmung 

=  2c^arctan7.— ,  d.i.  =  z7=j8f -;_-.  £'*  +  — - -i  jg* [-etc., 

und  nach  der  speciellen 

2et 

Wir  wollen  femer  das  negativ  genommene  Verhältniss  des 

zweiten  Gliedes  der  Reihe  zum  Cubus  des  ersten,  d.  i.  —  — ,, 

das  Krümmungsmaass  der  allgemeinen  Maassbestim- 
mung nennen,  so  dass  dasselbe  bei  reellen  Elementen  des  Ab- 
soluten negativ  und  bei  imaginären  positiv  (für  =3  —  ^i  gleich 
Eins)  wird;  für  die  parabolische  Maassbestimmung^  der  eine 
unendlich  grosse  Gonstante  entspricht ,  aber  den  Werth  Null 
erhält.  Die  elliptische  Maassbestimmung  bleibt  gegen  die  spe- 
cielle,  die  sie  in  einem  Punkte  berührt,  zurück,  oder  giebt 
kleinere  Werthe  der  Entfernungen  für  dieselben  Punkte  als 
diese;  indess  die  hyperbolische  derselben  voreilt. 

369.  Das  System  der  einen  gegebenen  Kegelschnitt  5=0 
doppelt  berührenden  oder  ihm  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitte war  in  Punktcoordinaten  durch  S  +  iP^  =  0  für 
P  als  ein  lineares  Polynom  und  in  Liniencoordinaten  darch 
Z"  +  A772  =  0  ausgedrückt,  wenn  27  =  0  die  Tangentialglei- 
chung  des  Kegelschnitts  und  77  «=  0  die  Gleichung  des  gemein- 
schaftlichen Pols  der  Berührungssehne  —  des  Centrums  der 
Einschreibung  —  in  Liniencoordinaten  bezeichnet,  d.  h. 
nach  dem  Früheren,  wenn 

n  =  ^„l,l,'+ ....  +  ^„(l.l/+ 1,5,') 

ist,  für  die  Gleichung  der  Berührungssehne 

P  =  i^'x^  +  gj'xj  +  i^'x^  =  0, 
d.i.  derAxe  der  Einschreibung.    Nach  Art.  358  ist  jene 
Tangentialgleichung  auf  Grund  der  Identität 
(^,  Ji»  +  ....  +  2.4„|,y(^„|,'=«  +  ....  +  2A»liV) 

-  {^,jii,'  +  ....  +  A,,a,i,'+  ia,)y 

=^{«11(^2  6s'-5,'l3)+--+2o,2(6i5,'-S,'6,)(52l,'-l»'^»)} 
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in  den  beiden  Formen  darstellbar 

(-^ii5i    "r  ••••  "f"  2-4,26j§2) 

Sind  dagegen  x'  die  Goordinaten  des  Centruins ,  so  ist  die 
Gleichung  der  Axe 

^11     1     1  ~l"   ••••     i~  ^12  vi  "^^^2  "l     *^1   "^2/  ^^^  ^ 

und  in  Folge  der  Identität  des  Art.  326,  d.  i. 

(«n^i^  +  ....  +  2a,2a:,;r2)(a,,a';2  +  ....  +  2a^^x;x^) 

sind 

—  {a,iXi:c/+  ....  +  a^'i{x^x^+  <a?2)}-  =  0, 

—   {^,1(^2^3'— ^2'^3)'+--+2^J2(^l<~^|'^3)(^J^3'-^2'-^3}  =0 

zwei  äquivalente  Formen  der  Gleichung  des  eingeschriebenen 
Kegelschnitts  für  den  Punkt  x'  als  Centrum  und  daher  die 

Linie  von  den  Goordinaten  6'(=  ^ii^i'  +  «12^2'  +  0^13^3'  ^tc.) 
respective  als  Axe  der  Einschreibung.     Dann  ist 

Änl(^  +  ....  +  2^,21/62'  =  ^(«11^1''  +  ....  +2a,2a:,'a:2'). 
Damit  endlich  aber 

C^ii^i'  +  ....  +  2012^1^2)  (^11^/*  +  —  +  2a^2^^'^2)  cös^  ^ 

—  {a^x^^x^  +  ....  +  0,2(^^,^2'  +  ^\^%iY  ""  ^ 
mit  der  vorausgesetzten  Form 

«11^1^  +  ....  +  2a,2^ia?2  +  A(g>,  +  l^x^  +  l^x^Y  =  0 
oder  mit 

^Jl^l^  +  *-'*+2ötl2^1^2+^{^ll^l^l'+-'-+^l2(^1^2'+^l'^2)}^'*'ö 

übereinstinmie;  muss  sein 

(ai,  x(^ +....+ 2  a„  aji'a;,')  cos»  0        (^„  £/*+....+ 2 -dL„i/|/)  cos«  ö' 
Dann  entspringt  aus  den  obigen  äquivalenten  Formen  der  Punkt- 
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gleichung  das  Paar  der  Formen  der  TaDgentialgleichung  des- 
selben eingeschriebenen  Kegelschnitts 

(^„li'  +  ••••  +  2a,J,|,)  (^„6,'»+  ....  +2^„|,'|/) sin'« 

-  {^„g.l,'  +  ....  +  ^„(l.l,'  +  l.'S,)}*  =  0, 
(^„1,2  +  ....  +  ^,jg,g,)  (^il,'"  +  ....  +  2^,al,'|j')  cos»9 

-^  {«„(gjl3'-|,'l3)*+....+2a,j(|.|j-S,'|3)(|j|3'-g;|,)}  =0. 

Mit  den  Symbolen 

Clt  I  »J/j     ~f~   •  •  • .  ~p"  ^ ^12     1     2  ~~~"  ^       ^'1  i      I         •"   •  •  •  •  — -—  ^  j 
flf  II  il/j         "Y"  . .  . .  •  ::_^^  '^    y      ^11  *X/^Xy   "J"  .  •  •  •  ~]~  0|o  \^|^2     i"*^!  •^2/  ~~"        > 
Ct|  I  tvi  ^j      "j"  •  •  •  •  ~|~  ^J2  v,'*^!  '*^J       l"  *^2      2/  ~^~  "^  f 
CL*  1  »Kl  »VI     "Y"  •  •  •  •     j"  ^12  \    1     2    "l        1  *^2  /  "^~~  ^^ 

erhält  man  die  Identität 

S,  P  ,  P'  *      *      '^     * 

P,  S' ,  P" 


F,  P",  S" 


=  ^ 


X\    )   ^2   }   "^3 


^\  }  *^2  y 


X 


3 


/¥•    "  "  " 

^1      ;      ^^2      9       3/3 


und  daher  für  drei  Punkte  in  gerader  Linie,  als  für  welche 
die  rechtsstehende  Determinante  verschwindet,  wieder  wie  im 
Art.  366 

S{S'S"  -  P"2)+  P(P"P'_PS")  +  P'(PP"-  P'5')=0, 
d.  h.  nach  den  vorher  entwickelten  Relationen 


arc  cos 


¥ 


arc  cos 


arc  cos 


Wv 


370.  An  die  Formeln  des  vorigen  Art.  schliessen  sich  dann 
wieder  die  folgenden  Erklärungen:  Man  denke  einen  Kegel- 
schnitt innerhalb  des  ebenen  Systems  als  unveränderlich  —  wir 
nennen  ihn  den  absoluten  Kegelschnitt —  so  kommt  zu- 
nächst'die  Theorie  der  Art.  366,  367  in  folgenden  Zusammen- 
hang mit  demselben.  Jedes  Gebilde  erster  Stufe  hat  mit  dem 
absoluten  Kegelschnitt  zwei  Elemente  gemein  —  nämlich  eine 
Punktreihe  das  Paar  der  Schnittpunkte,  ein  Strahlbüschel  das 
Paar  der  berührenden  Strahlen  —  welche  das  absolute  Paar 
dieses  Gebildes  liefern.  Insbesondere  wird  für  die  Tangenten 
des  absoluten  Kegelschnitts  als  Träger  von  Reihen  das  Paar 
der  absoluten  Elemente  ein  Paar  zusammenfallender  Punkte 
und  für  die  Punkte  des  absoluten  Kegelschnitts  als  Träger  von 
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Büscheln  ein  Paar  zusammenfallender  Strahlen.  Die  Theorie 
der  Distanzen  für  jedes  einzelne  von  allen  diesen  Gebilden 
erster  Stufe  ist  in  den  genannten  Artikeln  enthalten ;  und  es 
bleibt  nur  die  Yergleichbarkeit  derselben  von  einem  Gebilde 
zum  andern  zu  begründen.  Dies  geschieht  aber  einfach  durch 
die  Voraussetzung,  dass  die  Einheit  der  Distanz  für 
dieselben,  der  Quadrant,  von  einem  Gebilde  zum 
andern  und  für  alle  Gebilde  des  Systems  dieselbe 
Grösse  sei  —  eine  Voraussetzung,  die  darin  schon  im  Vorigen 
stillschweigend  gemacht  ist,  dass  der  Quadrant  durch  das  Sym- 
bol ^n  bezeichnet  wurde.  Nennt  man  dann  den  Pol  einer 
Geraden  in  Bezug  auf  den  absoluten  Kegelschnitt  den  abso- 
luten Pol,  die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  den  abso- 
luten Kegelschnitt  die  absolute  Polare,  so  gilt  nach  den  vori- 
gen Formeln  das  Gesetz,  dass  die  Distanz  von  zwei  Punk- 
ten oder  von  zwei  Geraden  der  Distanz  der  abso- 
luten Polaren  oder  der  absoluten  Pole  derselben 
respective  gleich  ist.  Als  Definition  für  den  Begriff  der 
Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Geraden  dient 
dann  die  Bestimmung,  dass  dieselbe  das  Gomplement  der 
Entfernung  der  absoluten  Polare  des  Punktes  von 
der  Geraden  oder  das  Gomplement  der  Entfernung 
des  absoluten  Pols  der  Geraden  vom  Punkte  ist; 
dann  ist  die  Entfernung  des  Punktes  und  seiner  absoluten 
Polare  oder  der  Geraden  und  ihres  absoluten  Pols  ein  Qua- 
drant, das  Gomplement  von  Null. 

Mittelst  des  absoluten  Kegelschnitts  wird  jede  geradlinige 
Punktreihe  und  jedes  punktförmige  Strahlbüschel  in  eine  un- 
endliche  Reihe  unendlich  kleiner  Elementardistanzen  getheilt, 
die  einander  gleich  sind ;  ihre  Zahl  zwischen  zwei  Punkten  der 
Reihe  oder  zwischen  zwei  Strahlen  des  Büschels  misst  die  Di- 
stanz zwischen  diesen  Punkten  oder  Strahlen.  Mittelst  des 
Quadranten  vergleicht  man  die  Distanz  zweier  Linien  mit  der 
Distanz  zweier  Punkte;  die  Distanz  eines  Punktes  von  einer 
Geraden  kann  ebenso  als  Distanz  von  zwei  Punkten,  wie  als 
Distanz  von  zwei  Geraden  dargestellt  werden. 

Nennt  man  dann  einen  dem  absoluten  Kegelschnitt  ein- 
geschriebenen Kegelschnitt  einen  Kreis  und  das  Centrum  und 
die  Axe  der  Einschreibung  das  Centrum  und  die  Axe  des 
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Kreises,  so  sind  offenbar  alle  Punkte  des  Kreises  äquidistant 
vom  Centrum  und  alle  Tangenten  desselben  äquidistant  yon 
der  Axe  desselben,  und  die  letztere  Entfernung  ist  das  Com- 
plement  der  ersteren. 

371.  Damit  ergiebt  sich  die  analytische  Ausdrucks- 
form der  gewonnenen  Begriffe.    Ist 

11  ^1       1*  •  •  •  •  ~|     ^  ^12  •'^l  ^*1  ^'^ 

die  Gleichung  des  absoluten  Kegelschnitts  in  Punktcoordina- 
ten,  also  ^.,g,J +  ....  + 2^„SJ,  =  0 

seine  Gleichung  in  Liniencoordinaten,  so  ist  die  Gleichung  des 
Kreises  vom  Centram  x   in  Punktcoordinaten  entweder 

(^11^1^  "f  ••••  +  2ai2^i^2)  (^11^/^  "f"  ••••  H"  Zflrjjaj/Xj')  cos'ö 

"""    •  ^11     1     1       l~*  •  •  •  •  "i     ^12  \    1     2    ~l         !  *^2/ 1     '^^ 

oder 

(^ii^i^  +  .>..  +  2ai2^i^2)  (^n^i'  +  ••••  +  2a^^x(x^)  sin^ö 
{-^ii(*^2^3     «^2^3)   i*"'"r-^  12(^1^3  — ^3^1  /(•'^2^3  — ^^3^2  )}^^^> 

und  nach  dem  ganz  analogen  Gedankengange  wie  im  Art  367 
erhält  man  die  Distanz  der  Punkte  Xy  x'  in  einer  der  beiden 
Formen 

f  cos  = ?ll^l?/_+ +  g»(^|gl'  + 3^23^1  )' 

1  f^(a„  0?,«  +....+ 2  a„a:,  rc,)  (a„a:,'« +. . . .  +  2  a^x^xi) 


arc  jcos 
oder 


arc 


Isin  =t/^"  ^^'^g  — a^'g8)'+....  +  2^|,(a;tga'~  a?i'^)  (aygs  ~^'^)  1 
1  '^       (a„a;|*+....  +  2o„a;,Xj|J(ai,ar/»+....+2a,t«i'Äj')    T 

und  nach  der  am  Schluss  des  Art  368  gewonnenen  Relation 
für  die  Distanzen  von  drei  Punkten  in  einer  geraden  Linie 

Dist.  (E,  E')  +  Dist.  (£',  E")  —  Dist.  (-B,  E"\ 

Sind  dagegen  \'  die  Liniencoordinaten  der  Axe  derEiu- 
Schreibung;  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises  in  Liniencoordi- 
naten 

(^„1.»  +  ....  +  2^,,g,y  (^„|,'»+  ....  +  2^„|,'|j')  sinn 

-  {^n  Si  Si'  + . .  •  •  +  ^,2  (g,  gj'  +  6i'  y  }* = 0 

oder 


arc 
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und  die  Distanz  der  geraden  Linien  von  den  Goordinaten  |,  §' 
isii  d  all  er 

arc  /cos -  ^it»»^+ .»>  +  ^i.(i«e; +  {/£»)_ ) 

\  K(^ii{i'+..-.+2A|tSiSi)(^ii{i'*+....+2Ait£/St']J 

oder 

/sin  =  7A[«n(6ti»-i;6,)'+-..»+2«i«(St£3-g/l«)(£i£/^l7i;)]l 

Indem  man  endlich  in  den  ersten  von  den  Formeln  dieser 
und  der  vorigen  Gruppe  die  x  durch 

oder  die  g'  durch  a^iiP,  +  ajjiCj  +  »,3X3,  etc.  und  zugleich 
arc  cos  durch  arc  sin  ersetzt ,  erhält  man  für  die  Distanz  des 
Punktes  x  von  der  Linie  |'  den  Ausdruck 

/sin  —  -^  ^-  -  -.  (ii>«  +  S«S+6;^s)/^         1 

372.  Die  vorher  entwickelte  Theorie  der  allgemeinen 
Maassbestimmung  in  der  Ebene  steht  mit  den  besonderen  li- 
nearen Transformationen,  die  den  Bewegungen  in  der  Ebene 
entsprechen,  im  engsten  Zusammenhang.  *^^) 

Ein  gegebener  absoluterKegelschnitt  kann  durch  dreifach  un- 
endlich viele  lineare  Transformationen  in  sich  selbst  übergeführt 
werden,  weil  eine  lineare  Substitution  acht  und  die  Kegelschnitts- 
gleichung nur  fünf  verfügbare  Constanten  entliält.  Bei  einer 
solchen  Transformation  bleiben  offenbar  im  allgemeinen  zwei 
Punkte,  die  Doppelpunkte  der  projecti vischen  Reihen  der  ent- 
sprechenden Punkte,  unverändert:  somit  auch  die  entsprechen- 
den Tangenten  des  Kegelschnitts  und  ihre  Berührungssehne, 
d.  h.  ein  Fundamentaldreieck,  für  welches  seine  Gleichung 


arc  4  sin 


X4  Xn    "^~  X9      ^^   \J 


ist.  Die  Transformation  a;,  =  «1^1,  ^2  =  '"^2y2>  ^3  =  ^3^3 
führt  diesen  Kegelschnitt  in  sich  selbst  über,  wenn  a^a2  «^  a^^ 
ist,  d.  h.  dies  ist  noch  auf  einfach  unendlich  viele  Arten  mög- 
lich. Da  hierbei  das  Verhältniss  x^  X2 :  x^^  seinen  Werth  be- 
hält, so  gehen  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  x^  x^  — Tcx^*=0 
in  sich  selbst  über.  Je  nachdem  ^3  «»  ^  V^\^2  ^^)  werden 
die  unveränderten  Punkte  des  Kegelschnitts  vop  je  einem  Paar 
entsprechender  Punkte  getrennt  oder  nicht  getrennt.  Die  Trans- 
formationen der  letzteren  Gruppe  lassen  sich  durch  Wieder- 
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holung  einer  reellen  unendlich  kleinen  Transformation  dersel- 
ben Art  erzeugen  und  sollen  als  Bewegungen  der  Ebene 
bezeichnet  werden;  bei  denen  der  andern  Oruppe  ist  jenes 
nicht  der  Fall.  Dann  ist  das  Vorige  in  dem  Satze  zusammen- 
gefasst:  Bei  einer  Bewegung  der  Ebene  geht  der  ab> 
solute  Kegelschnitt  in  sich  selbst  über,  und  ebenso 
jeder  solche  Kegelschnitt,  der  ihn  in  den  beiden 
festbleibenden  Punkten  berührt.  Der  Punkt  a;i=X2=0 
ist  das  gemeinsame  üentrum  dieser  Kreise,  und  die  Bewe- 
gung der  Ebene  darf  daher  als  eine  Rotation  um  diesen 
Punkt  betrachtet  werden.  Fällt  jenes  Gentrum  der  Rotation 
in  den  absoluten  Kegelschnitt  selbst,  d.  h.  unendlich  fem,  so 
haben  wir  die  Translation  der  Ebene.  Nach  diesen  Er- 
kläi^ungen  aber  ist  offenbar  der  Satz  durch  das  Vorige  be- 
gründet: Bei  den  Bewegungen  der  Ebene  bleiben  die 
Maassverhältnisse  unge'ändert. 

Diese  Unveränderlichkeit  der  Maassverhältnisse  gilt  aber 
auch  von  der  andern  Art  der  den  absoluten  Kegelschnitt  in 
sich  überführenden  Transformationen  und  überdies  von  den 
reciproken  Substitutionen,  die  das  Nämliche  leisten,  insofern 
als  die  Distanz  zweier  Punkte  der  der  entsprechenden  Geraden 
gleich  ist,  und  umgekehrt. 

Im  Falle  «der  Euklideischen  oder  parabolischen  Geometrie 
ist  der  absolute  Kegelschnitt  ein  imaginäres  Punktepaar  als 
Liniengebilde  und  die  zweifach  zählende  Verbindungslinie  des- 
selben als  Punktgebilde,  die  Kreispunkte  und  die  unend- 
lich ferne  Gerade  der  Ebene.  (Art.  373.)  Ein  Punktepaar 
geht  aber  durch  vierfach  unendlich  viele  lineare  Substitutionen  in 
sich  selbst  über;  dreifach  unendlich  viele  von  ihnen  zerfallen  in 
zwei  Gruppen,  welche  den  Beziehungen  der  Congruenz  —  und 
diese  sind  die  Bewegungen  der  Ebene  —  und  der  Symmetrie 
entsprechender  Figuren  zukommen ;  die  ersteren  lassen  jeden 
der  beiden  Punkte  des  Absoluten  un geändert,  die  letzteren 
vertauschen  dieselben  mit  einander.  Der  letzten  einfach  un- 
endlichen Reihe  der  erwähnten  Transformationen  entspricht 
aber  die  directe  und  die  inverse  Aehnlichkeit  der  entsprechen- 
den Figuren.    . 

Wenn  der  absolute  Kegelschnitt  imaginär  ist,  so  giebt 
es  weder  reelle  unendlich  ferne  Punkte  noch  reelle  Geraden, 
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welche  mit  andern  unendlich  grosse  Winkel  bilden ;  ist  er  reell, 
90  gilt  für  alle  Punkte  ausserhalb  desselben  und  für  alle  Ge- 
raden, die  ihn  schneiden,  die  hyperbolische  Maassbestimmung; 
für  die  Punkte  des  Innern  und  die  ihn  nicht  schneidenden 
Geraden  die  elliptische.  Denken  wir  uns  im  Innern  des  Ke- 
gelschnitts, so  kann  jedes  Büschel  von  einem  Punkte  dessel- 
ben ausgehender  Strahlen  von  jedem  Strahle  aus  durch  Dre- 
hung um  ihn  vollständig  durchlaufen  werden,  und  die  Distanz 
zweier  Punkte  hat  einen  endlichen  reellen  Werth.  Keine  Be- 
wegung der  Ebene  kann  uns  aus  dem  Innern  des  Absoluten 
herausfuhren,  und  die  Ebene  ist  daher  für  uns  durch  den  ab- 
soluten Kegelschnitt,  den  wir  nie  erreichen  können,  begrenzt. 
Das  im  Art.  371  über  den  Begriff  der  Ejrümmung  Gesagte 
bleibt  fSr  die  ganze  Ebene  gültig. 

Von  der  Maassbestimmung  mit  einem  in  zwei  Punkte  de- 
generirten  Kegelschnitt  und  dem  Uebergang  zur  Euklideischen 
Geometrie  handeln  wir  noch  im  nächsten  Artikel. 

373.  Wenn  man  den  absoluten  Kegelschnitt  als  in 
ein  Punktepaar  degenerirt  denkt,  so  vertritt  die  Ver- 
bindungslinie derselben  den  absoluten  Kegelschnitt  als  Ort, 
denn  sie  enthält  alle  die  Punkte,  von  welchen  aus  an  ihn 
zwei  zusammenfallende  Tangenten  gehen;  eine  geradlinige 
Punktreifae  hat  daher  mit  ihm  nur  ein  Pisiar  zusammenfallen- 
der Punkte  gemein,  und  die  Metrik  aller  geradlinigen 
Reihen  des  Systems  kommt  daher  auf  den  speciellen 
Fall  zurück,  dessen  im  Art.  367  am  Schlüsse  gedacht 
ist,  und  der  für  einen  wirklichen  absoluten  Kegelschnitt  nur 
für  diejenigen  Reihen  eintritt,  deren  Träger  diesen  berühren. 
Weil  dagegen  jeder  Punkt  des  Systems  —  mit  alleiniger  Aus- 
nahme derer,  die  in  der  absoluten  Geraden  liegen  —  mit  den 
beiden  Punkten  des  absoluten  Kegelschnitts  ein  Paar  von  Tan- 
genten, d.  h.  Verbindungslinien,  bestimmt,  so  bleibt  die 
Metrik  des  Strahlbüschels  durch  die  allgemeinen 
Formeln  des  Art  367  gegeben.  Die  Vergleichbarkeit  der 
Distanzen  von  Punkten  in  verschiedenen  Geraden  fällt  hinweg 
mit  dem  Verschwinden  des  Quadranten  als  der  al^emeinen 
Einheit  der  Distanz.  Nennt  man  aber  einen  durch  die  beiden 
Punkte  des  absoluten  gehenden  d.  h.  demselben  eingeschrie- 
benen Kegelschnitt  einen  Kreis,  so  kann  derselbe  zur  Ver- 
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gleichung  solcher  Distanzen  in  verschiedenen  Ge- 
raden dienen.  Der  Pol  der  absoluten  Linie  in  Bezug' auf  ihn 
oder  der  Durchschnittspunkt  der  von  den  Punkten  des  abso- 
luten Kegelschnitts  an  ihn  gehenden  Tangenten  wird  sein 
Centrum ,  jene  Linie  seine  Axe  der  Einschreibung  genannt, 

.^  und  es  wird  vorausgesetzt ,  dass 

^ y  '^.  alle  Punkte  des  Kreises  äquidistant 

y         /  sind  von  seinem  Gentrum.     Die 

V  ^  /  'ä iC  Construction  des  Euklid,  um  durch 

P'  einen  Punkt  A  eine  Linie  AB 

/      oder  Aiy  von  gleicher  Lange  mit 
...  /  X '         der  begrenzten  geraden  Linie  BC 

^ zu  ziehen,  gilt  nach  den  hier  ge- 

machten Voraussetzungen:  Man  zieht  ABj  construirt  fiber 
ihr  das  gleichseitige  Dreieck  ABE,  verlängert  seine  Seiten, 
EAjEB  über  A  und  B  hinaus,  um  von  B  aus  auf  die  letztere 
BF ^=^BC  abzutragen  und  dann  aus  E  mit  dem  Kreise  durch 
F  die  erstere  in  D  zu  schneiden.  Denn  durch  sein  Gentrum 
und  einen  seiner  Punkte  ist  jeder  Kreis  bestimmt,  weil  die 
beiden  Geraden  vom  Gentrum  nach  den  Punkten  des  absolu- 
ten Kegelschnitts  zwei  Tangenten  sammt  ihren  Berührungs- 
punkten, also  mit  jenem  Punkte  fünf  Elemente  bestimmen, 
denen  nur  ein  Kegelschnitt  entspricht. 

Da  aber  die  Längeneinheit  in  der  Metrik  der  geradlinigen 
Punktreihe  unbestimmt  ist,  so  fällt  die  Möglichkeit  einer 
Vergleichung  der  Distanzen  innerhalb  der  Reihe 
mit  solchen  innerhalb  des  Büschels  weg. 

Die  Distanz  eines  Punktes  von  einer  Geraden 
kann  aber  mit  der  Distanz  zweier  Punkte  verglichen  werden, 
sobald  man  festsetzt,  dass  sie  die  Distanz  desjenigen 
Punktes  der  Geraden  von  ihm  ist,  in  welchem  der 
der  Geraden  in  Bezug  auf  das  absolute  Punktepaar 
conjugirt  harmonische  Strahl  aus  ihm  sie  schneidet 

Wenn  die  Coordiuaten  der  beiden  Punkte  des  absoluten 
Kegelschnitts  durch  y'  und  y"  bezeichnet  sind,  so  wird  seine 
Gleichung  in  Liniencoordinaten 

2(9,'l,  +  y^U  +  ys'ls)  (yi"li  +  y^l^  +  y/'Sa)  •=  «,  - 

die  -4, , ,  -4,2 ,  A^z ;  -^23  y^zM-^n  erhalten  die  respectiven  Wertbe 
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2yi'y.",  2y,'y,",  2y^y^\  y,'y,"  +  y,"y,',  y,'y{'  +  y,"y,', 

y{yi'  +  y"yi^ 

A  wird  gleich  Null.    Die  Gleichung  der  absoluten  Linie  ist 


\y(,y%,yi 

//  It       ,  ff 


0;  2i(ana;,*+....+  2ai2^i^2)  = 


^1   >  ^2  >  ^3 

yi' ,  y2'  >  ys' 
y.",  y/',  y," 


und  entspricht  also  dem  vorausgesetzten  Falle.   (Vergl.  Anm. 
Art  358.) 

Aufg,  1.    Für  die  Distanz  zweier  Punkte  o?,  x'  erhält  man 
den  Quotienten  von 


/i 


^I  »  ^2  »  *8 


^1   »  ^2    >  ^3 

t  t  r 

^1  »  ^2   I  ^3 

yi  >  y2 ;  y3 


1 

y 


durch 


i' 


•Ci  «  fl?i 


Ä^ 


1    >  •*'2   »  «"'S 

yi  .y2'»y3' 
//    //    tt 

yi .  y2 » ys 


^x » y2' » ys' 
//    ft    ff 

yi ,  y2 » y3 


arc 


Aufg,  2.  Für  die  Distanz  der  beiden  geraden  Linien  £,  ^  folgt 

\  K2(^£i  +  ..)(!/i"'Tt  +  ..)  ^2(y7£i'+..)(!/7' «/+..)  J 

oder  arc 

Lin^  (y2V»"-y3V)(S.S/-S^^e.>Hy3y/jyi^^^^ 

^u^.  3.  Die  Entfernung  des  Punktes  x  von  der  Geraden  ^' 
endlich  ist  durch  üebergang  vom  Bogen  zum  Sinus  und  Unter- 
drückung des  verschwindenden  Factors  gleich  dem  Quotienten  von 
(Ij'flc,  +  Ij'äj  +  Is'^s)  durch  das  Product 

^1  »  ^2  »  ^3   ' 


} 


y.'^yj'.y,'  »^2(y,'|,'+..)(y,'V+-)- 

//  /*         /' 

y\  )  y2 )  ys 

J.u/J)r.  4.     Wenn  man  die  Tangentialgleichung  des  absoluten 
Kegelschnitts  in  der  Form 

S,'  +  l2'+l3'-2S2l3C08^,— 2S,5lCO8^-2|,|2COS^  =  0 

voraussetzt  (Art  363),  welches  sind  die  speciellen  Formen,  die  die 
vorigen  Relationen  annehmen?    Man  kann  dann  setzen: 

y^  =  yi"=  1,  y2'='  —  <^o^Ä^  — isin-ij,  ^3'=  —  cos  -i^  +  t  sinA^, 
y^  =  —  cos  ^3  +  *  sin  -^3 ,  y^'  «=  —  cos  ^  —  i  sin  A^ , 

wo  i  =  ^ — 1  ist,  und  erhalt  bekannte  Formeln. 
Aufg.  5.    Setzt  man 

'''^•rv  ff  fr  ff  4  *       r\ 

yi  :  y2 :  ys  =  1  • » •  0,  y^  :  3^2  'y%  =  1  ••  — » :  0, 

so  ist  die  Gleichung  des  absoluten  Kegelschnitts  auf  ^^  -|~  l2^  ==^  ^ 


arc 
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oder  1^  -^  1}^  SB  0  reduciii,  oder  er  besteht  aus  den  zwei  Punkten, 
in  welchen  das  Linienpaar  (oder  der  Kreis  vom  Badins  Null  nach 
dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauch)  x^  -|-  y^  &=»  0  die  anendlich  ent- 
fernte Gerade  t  oder  0.x-|-0.y-|~^  =  ^  schneidet;  der  durch 
0?  '\-  y^  ^=^^  dargestellte  Ort  moss  nach  der  Definition  des  Art.  369 
ein  Kreis  genannt  werden,  weil  er  darch  das  Panktepaar  des  abso- 
laten  Kegelschnitts  geht  Die  Substitation  liefert  als  Aasdrack  der 
Distanz  der  Punkte  %y  y  und  %\  y  wegen  der  Bedaction  der  De- 
terminantenproducte  auf 

[y  —  y'  +  t(«  —  a:')]  [y  —  y'  —  «(a?  —  ar')]     und  4? 

die  bekannte  Formel     yix x^  +  (y y')'- 

Ebenso  erhftlt  man  fOr  die  Distainz  der  Linien  ^  t/,  i\  |',  i}',  t 

[^^^--M±^t-^\  oder   arc  |«n-==i£=^  .-,-]. 
Anfg,  6.   Der  Abstand  des  Pnnktes  x,  y  von  der  geraden  Linie 

r,  V,  t'  .ist  ^  rx+vy+g' 

In  der  elementaren  Metrik  des  ebenen  Systems  bil- 
den also  die  imaginären  Kreispunkte  im  Unendlichen 
den  absoluten  Kegelschnitt  und  liefern  das  Maass 
aller  geometrischen  Grössen.  Und  die  rechtwinkligen 
Cartesischen  und  Plücker'schen  Coordinaten  sind  be- 
sonders geeignet  zur  Untersuchung  solcher  metrischer 
Beziehungen,  weil  diese  Kreispunkte  zu  ihren  Funda- 
mentalelementen in  einfachster  Beziehung  sind.  Da- 
mit schliessen  sich  die  Entwickelnngen  der  letzten 
Art.  und  die  der  Art.  362 — 365  zu  einem  Ganzen  zusam- 
men. Die  Einheit  des  Längenmaasses  ist  willkürlich, 
die  Maasseinheit  im  Strahlbttschel,  d.  h.  die  der  Winkel- 
grössen,  ist  der  rechte  Winkel,  das  harmonische  Paar 
des  absoluten  Kegelschnitts.  Diese  Ungleichartigkeit 
stört  die  Dualität  metrischer  Gesetze  in  der  Geometrie 
der  Ebene*). 

Aufg,  7.  Man  berechne  den  Inhalt  des  gemeinsamen  sich  selbst 
coi^'ugirten  Dreiecks  von  zwei  Kegelschnitten  6i«sO,  S'^^0. 

Der  Ausdruck  seines  Quadrats  verschwindet,  wenn  sich  die 
Kegelschnitte  berühren  —  sein  Zähler  enthält  den  Ausdruck  des 
Art.  348  4(©'  —  3^6')  (©'«  —  3^©)  —  (©©'  —  dJJ'y  als 
Factor;  er  ist  positiv,  wenn  sie  sich  in  vier  reellen  oder  in  vier  ima- 

*)  Sie  verschwindet  in  der  Geometrie  der  Kugel,  und  diese  Eeigt 
darum  auch  die  vollständige  nugestörte  Herrschaft  des  Gesetses  der 
Dualität. 


Fläcbeninlialt  des  Kegelschnitts,  etc.    373. 
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ginftren  Punkten  schneiden,  und  negativ,  wenn  nur  zwei  der  Schnitt- 
punkte reell  sind ;  er  wird  unendlich  gross,  wenn  zwei  der  gemein- 
samen Sehnen  einander  parallel  sind.  Sein  Nenner  ist  daher  die  Re- 
sultante der  Gleichungen 

h^J  +  Ä^e  +  Äö'  +  ^f  =  0, 

und     /jUjs  -f  ^(oijajj'  +  a^^'a^^  —  ^o,n<^n)  +  ^zz  =  0; 

die  linke  Seite  der  letzteren  ist  der  Nenner  der  Coordinaten  der 
drei  Punkte  des  Tripels. 

Aufg.  8.    Man  soll  den  Inhalt  der  vom  Kegelschnitt 

^11^1^  -}-  ....  -f"  ^Oii^x^x^  =  0 
mit  der  Geraden  a^x^'\',,^=iO  eingeschlossenen  Fläche  ausdrücken. 

Wir  denken  die  trimetrischen  Coordinaten  als  die  normalen 
AhstSnde  von  den  Fundamentallinien,  so  dass  s^x^-^-  s^.j^s^x^^^M 
der  doppelte  Inhalt  ihres  Dreiecks  ist.  Wenn  dann  die  Gerade  den 
Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  y,  z  schneidet,  d.  h.  wenn 


=  (2) 


^11»  ^12»  ^13»  ^1 
^1  »  ^1 »  ^23  »  ^2 
^31»  ^2J  ^33  >  ^ 
öl    »  «2    >  ^    »    ^ 

oder  die  mit  dem  Saum  der  a«-  rechts  und  unten  versehene  Discrimi- 
nante  positiv  ist*),  so  liefert  die  Elimination  der  Veränderlichen 
X  zwischen  der  Gleichung  der  Geraden,  der  des  Kegelschnitts  und 
der  Gleichung  Ij  o:,  -f-  . .  =  0  die  Bedingung 

«11»  «12>  «131  «n  £i 

«21;  «22»  «23»  «2»  «2 
>  «3»  b3 

,  0,0 

oder  setzen  wir  (^)  =  0  und  in  entwickelter  Form 

B„l,'  +  Bjjlj»  +  83,13«  +  2B,3ljl3  +  2B31S3I,  +  2B„|,|,  =  0 

fttr  die  durch  die  Schnittpunkte  y,  e  gehenden  Geraden,  so  dass 

Bull'  +  •  •  •  •  +  2B,j |,|2  =  (liJfi  +  . .)  (!,«,  +  . .) 
sein  muss,  und  daher  die  Relationen  gelten 


«31»  «32»  «33 
«1  >  «2  »  «3 


=  0, 


*)  Nach  derselben  Bezeichnung  wäre  die  Gleichung  des  Kegel- 
schnitts in  Tangentialcoordinaten  2:  =-  0  (Art.  324)  durch  (f)  =  0  wie- 
derzugeben; die  nachher  vorkommenden  Buchstabenpaare  bezeichnen 
analog  die  Säumung  mit  zwei  Reihen. 

Salmon-Fiedler,  anaL  Oeom.  d.  Kegelaohn.   4.  Aufl.  38 
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Setzt  man  Bj|  ly^e^ «»  etc.  =  9,  so  hat  man  überdies 

^1^1  +  •  •  =  -3^1    ^1^1  +  . .  =  -W 
und  ^erhält  durch  Multiplication 

m^  =  Bu^i^  +  B225j2  +  . . .  +  2B,^s,s^; 

die  rechts  stehende  Grösse  giebt  durch  ihr  Verschwinden  die  Be- 
dingung, unter  welcher  die  gegebene  Gerade  einer  Asymptote  des 

Kegelschnitts  parallel  ist,  und  da  sie  nach  dem  Vorigen  durch  (") 

bezeichnet  werden  hann,  so  ist  &M^  ^^  (^)  und  mittelst  der  vor- 
her gefundenen  stetigen  Proportion 

«^^2^3  -  ^3^2)'  =  4(B23'  -  B,,B,3)  =  4a,H5i 

also  y^z^  —  y^Zj  =  — /^x^  «i ; 

auf  gleiche  Weise  folgen  die  Werthe 

^3^1  —  yi^3  =  — p\-   «21      !/|^2— ^2^1=   — 7^«3' 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  des  Art  6G 
für  die  Entfernung  zweier  Punkte 

^'=^^^{(yi^2~y2^l)^+'""^(y2^3— y3^2)(y3^l  -y,^8)cOS^-..} , 

SO  erhält  man  für  die  Länge  der  Sehne  ye  den  Ausdruck 

^2=45,^52^53^-z^(ai^4^2^'^3^'"2®2Ö3COsJ.j-2a3ajCOSj!l2-2aia2C0si3)^ 

Hier  giebt  die  Parenthese  durch  ihr  Verschwinden  die-  Bedingung; 
unter  welcher  die  gegebene  Gerade  a^  a?|  -{-..  =  0  durch  einen 
der  unendlich  fernen  imaginären  Ereispunkte  geht;  wir  ersetzen 
sie  also  durch  Ka- 

Ist  dann  femer  a,«,  +  . .  —  ^(^i^i  +  . .)  =  0  eine  zur  ge- 
gebenen Geraden  parallele  Sehne,  so  kann  der  Ausdruck  für  die 
Distanz  ihrer  Schnittpunkte  durch   Substitution  von  a^  —  A^p 

02  —  A52,  «3  —  A53  in  das  (2)  und  Ka  des  vorigen  Ausdrucks  er- 
halten werden  und  liefert  dann 

?.*-=^'*^{(:)-2X(')+i^(:)}{Za-2A5«+i'jr.}- 

mit  den  Symbolbedeutungen 

Kg  Er£:  5,2  +  «2^  -(-  S3'  —  252^3 C0S-4j  —  253S1  cos  Ä2  —  25^52  COS-ij, 

jr«^saj5,+a2S2+«353^(«2'''3+^a^i)^^s4|— (a3Ä,+a,53)co8-42~(ßiS2+Vi)^°^^-' 


FUchen  der  Eegelscbnitte  und  ihrer  Theile.   373. 
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0  = 


^11»  ^U>  ^13»  ^1 

^21»  ^2>  ^23*  ^2 

^31  >  ^32»  ^33»  *3 

*1  »    ^2  »    ^3  »   ^ 


(i)= 


^11 1  ^12  >  ^13»  *1 
^21»  ^22}  ^23?  *2 
^31 '  ^32»  ^33»  ^3 


a 


i»     "21 


<h^  0 


Den  normalen  Abstand  e  der  Greraden 

a,a;,  +••  •  ~"  ^  (*i^i  +  •  •)  =  ^ 
von  der  nnendlich  nahe  benachbarten  Parallelen 

a^x^  +  •  •  —  (^  +  ^^)  (^1^1  +  . .)  =  ö 
liefert  die  Formel 


M.dl 


nnd  das  Flächenelement,  welches  von  ihnen  mit  der  Kegelschnitt- 
linie bestimmt  wird^  ist  daher  gemessen  durch  das  Prodnct 

Fflr  die  Ellipse ,  d.  h.  (j)  <  0  giebt  die  Integration  den  un- 
bestimmten Inhalt  ^^^) 


r[G)-2i(i)+i»c)f) 

1    [c)*-G)c)]*n 


] 


+  const. 


dagegen  für  die  Hyperbel,  d.  h.  (l)  >  0 

«.M^f     •  ['i(:)-c)](0*[a)-2iiG)+i'(0]* 

(2)(on+[ö(o-(:)^iogwo-a)+(o*[ö-2i(;)+i<0]*j 

Für  die  Parabel  vereinfacht  sich  durch  C)  »»  0  derselbe  Aus- 
druck auf  et  TLT  ^ 

Äufg.  9.   Wenn  die  Gerade  a^x^  +  •  •  —  >l  (sia?i  +  . .)  =  0 
den  Kegelschnitt  berührt,  so  ist  («)  —  2A  (J)  +  A^  (J)  =  0,  und 
'  man  erhält  daraus  zwei  Werthe  X^ ,  A^  des  Parameters  il ,  welche 
der  Berührung  entsprechen.    Sie  sind 


und  daher  immer  reell  für  die  Ellipse,  für  die  Hyperbel  aber  nur  dann, 

wenn  (i)^  —  (2)  G)  >  0  ist  oder  die  gegebene  Gerade  mit  ihr  zwei 
Punkte  gemein  hat,  die  nicht  durch  das  Unendliche  getrennt  sind.  Wenn 


38^ 
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man  dann  von  1^0  bis  iL  =  il|  integrirt ,  so  erhSlt  man  unter 

Berücksichtigung  der  Relation  J  («)  =  (j)  (j)  -  (i)^  (für  ^  als  Dis- 
criminante  des  Kegelschnitts) 


( 


arc  sm  = 


L^(2:)J 


1- 


Äufg.  10.  Die  Integration  zwischen.  A  =  l^  und  il  =  ij  fiT^^^^ 
für  den  Inhalt  der  Ellipse  den  Ausdruck    '^  '^    ,    .     Derselbe 

[-  G# 

wird  für  J  =  0  oder  zwei  imaginäre  Gerade  gleich  Null  und  ftlr 

(')  =  0,  d.  h.  den  Grenzfall  der  Parabel,  unendlich  gross. 

Für  das  hyperbolische  Segment  giebt  die  Integration  zwischen 
1  =  0,  X  =  Äj 

g^|{e)(C)C)i*-ittt)'-e)oi...|±g}. 

■ 

Au  fg.  11.  Fttr  das  parabolische  Segment  liefert  die  Integration 
von  X  s=  0  bis  Jl  =  (.)  :  2(a)  den  Ausdruck 

Aufg,  12.  Setzt  man  den  Kegelschnitt  als  ein  Paar  von  Ge- 
raden voraus,  so  sind  (a)  und  (')  positiv,  und  wegen  ^  =  0  ist 
(i)   '^OO;  ^^  Flächenelement  erhält  den  Ausdruck 

\as) 

und  die  Integration  von  X  =  0  bis  A  =  [(„)  :  (j)]*  giebt  den  In- 
halt des  Dreiecks,  welches  diese  Geraden  mit  der  Linie 

a,  ir,  +  .  .  =  0 

bilden,  in  der  Form       ^  ^^^^^^tf     (^ 

"er '(;)*• 

Haben  die  den  Kegelschnitt  bildenden  Geraden  die  Gleichungen 
h^Xy  +  .  .  =  0,  c^iCj  +  .  .  =  0,  so  Äind 


0-=i 


und  man  erhält  für  die  von  drei  Geraden 

«1^1  +  •  •  =  0,     h^x^  +  .  .  =  0,     c,«!  -(-.•  =  0 
eingesclilossene  Fläche  denselben  Ausdruck  wie  in  Art  75. 


^2  *  ^2 '  ^2 

2 

6j ,  C|  ,  5| 

2 

a, ,  6, ,  5, 

a^,  C>2J  ^2 

• 

02,  CjjSj, 

^3>  ^39  ^3 

^31  ^»  ^3 

«3»  ^31  *3 

ÖS»  ^»  ^3 

Projectivisch  allgemeine  Formen  metrischer  Sätze.    374.      597 


374.  Die  Erkenutniss  der  wahren  Natur  der  metrischen 
Relationen  gestattet  femer  in  verschiedenen  Fällen  die  wahr- 
haft aUgemeine  Gestalt  Ton  geometrischen  Sätzen  aufzufinden, 
welche  durch  darein  eingehende  metrische  Relationen  aus  jener 
Sphäre  Ton  Wahrheiten  ausgeschlossen  sind,  die  das  Princip 
der  Dualität  verbindet.  So  ist  es  in  dem  Falle  des  Satzes 
(Art.  164  y  4)  von  der  Berührung  der  einem  Dreieck  einge- 
schriebenen Kreise  mit  dem  Kreise^  welcher  die  Mittelpunkte 
der  Seiten  des  Dreiecks  enthält.  Wir  haben  bereits  auf  dem 
analytischen  Wege  im  Art.  359,  360  die  allgemeinere  Form 
bewiesen,  welche  demselben  zukommt:  Die  vier  Kegelschnitte, 
welche  dieselben  drei  Punkte  oder  Tangenten  haben  und  zu- 
gleich einen  festen  Kegelschnitt  doppelt  berühren,  werden 
sämmtlich  Yon  einem  Kegelschnitt  berührt,  der  mit  dem  ge- 
gebenen Kegelschnitt  auch  in  doppelter  Berührung  ist.  Die 
Auffassung  der  imaginären  Kreispunkte  als  eines  Kegelschnitts, 
welcher  mit  den  eingeschriebenen  Kreisen  eine  doppelte  Berüh- 
rung hat,  weil  jene  in  diesen  liegen,  führt  ohne  Weiteres  zu  ihr. 
Wenn  der  gemeinschaftlich  berührende  Kreis  die  Höhenfuss- 
punkte  des  Dreiecks  enthält,  so  erkennt  man,  dass  der  gemein- 
schaftlich berührende  Kegelschnitt  durch  die  Schnittpunkte  der 
Dreiecksseiten  mit  den  Geraden  aus  den  respectiyen  Gegenecken 
geht,  welche  ihnen  in  Bezug  auf  den  festen  Kegelschnitt  con- 
jugirt  sind,  etc. 

'    Aufg.  1.  Man  hat  den  elementaren  Satz:    Wenn  man  durch 

den  Scheitel  8  eines  rech- 
ten Winkels  einen  Kreis  und 
an  ihn  drei  Tangenten  so 
legt,  dass  die  zwischen  dem 
Berührungspunkt  und  den 
Schenkeln  des  rechten  Win- 
kels enthaltenen  Segmente 
einer  jeden  {Aa^  Aa\  Bhy 
Bh']  Cc,  Cc)  von  gleicher 
Länge  sind,  so  bilden  die 
drei  Berührungspunkte  und 
also  auch  die  drei  Tangen- 
\  ten  ein  gleichseitiges  Drei- 

\        eck.  Damach  ist  der  Kreis 
-^t  ^  dem  Tangentendreieck  ein- 
^      ^  geschrieben  und  berührt  also 
seine  Seiten  in  ihren  Mittelpunkten,   d.  h.  in  den  conjugirt  har- 
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monischen  zu  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Seiten;  somit  ist 
die  unendlich  entfernte  Gerade  die  Harmonikale  desjenigen  Punk- 
tes in  Bezug  auf  das  Dreieck  (.vergl.  Art.  60,  2.  Dort  ist  LMN 
die  Harmonikale  von  0  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ^J9  CT)  9  in  wel- 
chem sich  die  drei  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  mit 
den  Gegenecken  schneiden  (Art.  158),  und  sie  ist  zugleich  seine 
Polare  in  Bezug  auf  den  Kreis.  Die  Schenkel  des  Winkels  hSh' 
bilden  mit  den  in  jener  unendlich  entfernten  Geraden  gelegenen 
Punkten  der  Curve  ein  harmonisches  System. 

Denken  wir  dann  einen  Kegelschnitt,  der  irgend  drei  Gerade 
berührt ,  so  ist  die  Polare  des  Durchschnittspunktes  der  drei  von 
den  Berührungspunkten  nach  den  Gegenecken  des  umgeschrieben 
nen  Dreiecks  gezogenen  Geraden  wieder  zugleich  die  Harmonikale 
desselben  in  Bezug  auf  das  Dreieck;  sie  schneidet  den  Kegelschnitt 
in  zwei  Punkten,  mit  welchen  jene  Geraden  ein  harmonisches  System 
bil  len ,  die  die  Schenkel  des  rechten  Winkels  vertreten.  Statt  dass 
sie  in  den  Dreiecksseiten  Punkte  bestimmen,  welche  mit  den  Ecken 
den  Berührungspunkt  zum  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  haben, 
erzeugen  sie  nun  mit  diesen  Involutionen ,  fElr  welche  dieser  Be- 
rührungspunkt ein  Doppelpunkt  ist.  Solche  zwei  gerade  Linien 
also  schneiden  sich  immer  in  der  Peripherie  des  eingeschriebenen 
Kegelschnitts ;  ihre  Schnittpunkte  bilden  mit  den  Seiten  des  Drei- 
ecks, denrespectiven  Berührungspunkten  des  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitts, und  den  Punkten  in  der  Polare  je  ein  harmonisches  System; 
ihre  Schnittpunkte  mit  je  einer  Seite  liegen  in  einem  Kegelschnitt, 
der  den  entsprechenden  Berührungspunkt  des  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitts zum  Pol  jener  Polare  hat,  und  für  welchen  und  den  ein- 
geschriebenen Kegelschnitt  sie  eine  gemeinsame  Sehne  ist. 

Endlich  aber  darf  man  die  Schenkel  des  rechten  Winkels  durch 
eine  Curve  zweiter  Ordnung  ersetzen;  denn  die  drei  Punktepaare 
in  den  Seiten  des  Dreiecks,  welche  mit  den  Ecken  Inyolutionen 
bestimmen,  die  den  Berührungspunkt  des  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitts zum  Doppelpunkt  haben,  liegen  in  einem  Kegelschnitt, 
der  die  Polare  zu  der  ihm  mit  jener  gemeinsamen  Sehne  hat  Dann 
gilt  der  Satz :  Für  jede  Gerade ,  welche  mit  diesen  Kegelschnitten 
eine  harmonische  Theilung  bestimmt,  liegt  der  in  Bezug  auf  den 
einen  genommene  Pol  in  dem  andern. 

Aufg,  2.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  S'  <=  0  und  ^'  =  0  und 
das  gemeinschaftliche  sich  selbst  conjugirte  Dreieck,  wenn  auch  auf  dem 
ersten  von  ihnen  zwei  Punkte  A^  B  und  ihre  Tangenten  AT^BT^ 
sowie  die  zu  diesen  in  Bezug  auf  den  zweiten  Kegelschnitt  iS'e»0 
harmonisch  coi^'ugirten  Geraden  AT\  BT'  gegeben  sind,  so  be- 
stimmt die  Harmonikale  von  T  in  Bezug  auf  das  sich  selbst  con- 
jugirte Dreieck  in  8  zwei  Punkte  ö  und  2),  für  welche  die  zu 
ihren  Tangenten  in  Bezug  auf  8'  harmonisch  conjugirten  Geraden 
durch  denselben  Punkt  T'  gehen. 
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Denn  in  Bezug  auf  den  ersten  der  Kegelschnitte 
S=x^^  +  V  +  x^^  =  0,    S'  =  l,x,^  +  k^x,''  +  A3 V  =  0 
sind  die  Geraden 

harmonisch  conjugirt,  wenn 

(l^h^  -j-  «2^2  "i"  ^3^3  =^  ^ 

ist;  ist  also  x'  einer  der  betrachteten  Punkte  von  5'  =3  0,  so  ist 
die  zu  seiner  Tangente  harmonische  Gerade  durch 

(^2  —  A3)  x^'x^'x^  +  (A3  —  Aj)  a?3'ir,'fl?2  +  (^1  —  -^2)  «^1  V^s  =  ^ 

dargestellt  und  schneidet  die  den  Punkten  x\  x"  entsprechenden 
Geraden  derselben  Art  im  nämlichen  Punkte,  wenn 


d?2     JJ3     , 
//       // 


f         / 
Xo     X 


// 


1       9 
ff 


JJj    x^ 


ff 


2        3     V       3        1     ^       1        ^ 
fff      th  itf      fft  ftt       t 

•t'2    "^3     »    •''S     '*'l     >    •*'l     •*^2 


// 


=  0 


ist.    Der  Lage  der  Punkte  x^  x\  x"  auf  dem  Kegelschnitt  S 
entspricht 


=  0 


/*•     2  /*•     •  /••     ♦ 

*!        »  *2        >  *3 

^  "  2  /».  "  2  /-  "  2 

1         )  2         t  3 

'"2  ^  '"2  ^  '"2 


a; 


I 


I  ^2 


I  ^3 


=»0, 


und  da  die  Summe  dieser  letzteren  und  der  doppelten  ersten  De- 
terminante dem  Producte  von 

{  ^1X^2' V'+  ^i'^z')  +  ^l"(^2'"^3'+  ^2'^3'")+^r'(^2'^3"+  ^2"^3')  } 

in  die  Determinante 


a?|    ,  x^    )  x^ 


tt 


// 


x^    »  ^2    »  ^3 
///       fft 

Xy     I    ^2    »    "^3 


f^ 


gleich  ist,  so  muss  die  erste  von  diesen  Grössen  gleich  Null  sein, 
weil  die  letzte  es  nicht  sein  kann.  Die  Gleichung  der  die  Punkte 
x^  X  verbindenden  Geraden  liefert  aber  für  die  Coordinaten  ihres 
Pols  T  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  S'  ^=»^ 


ff    f 


f         ff  ff         f  »ff  ff         f  t         ff  rr  w 

X^  X^    —  X^  X^      X^X^    ~37j  Xi       Xi  «J/j    ~~' X\  x^ 

Aj  Ijl  Ag 

d.  h.  da  nach  den  Gleichungen  A|a;,'^-|-«' =  0,  X^Xy.^'\-..  =  0 
die  Belation 

A|:A2:A3=(a;2  x^        x^    x^  }*(^3  ^1        ^3    ^1  )*\^i  ^2        ^1    ^2  ) 

besteht,  auch 

1  1  1 

1 Tf—, Ti 7  \    ~'  -f — Tr~, 77 J  \    1 77— i Tt 7  • 

X^X^    -YX%  Xi      X^Xi   -\- X^  Xi      XyXf  --[-Xi  x% 
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Die  Harmonikide  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  das  Fundamental- 
dreieck ist  daher  durch  die  Gleichung  ausgedrückt 

^i  «ä:3"+  x^"x^')  +  X2{x^\"  +  x^"x^)  +  x^(xiX2"+x{'x^')=0] 

und  da  sie  für  die  Substitution  der  Coordinaten  x'"  an  Stelle  yon 
x  in  die  oben  aufgestellte  Relation  übergeht ,  so  enthält  diese  Ge- 
rade den  Punkt  C.    Ein  analoger  Beweis  gilt  auch  dem  Punkt  D. 

Denkt  man  den  Kegelschnitt  £^ «»  0  in  das  Paar  der  imagi- 
nären Ejreispunkte  degenerirt ,  so  werden  die  in  Bezug  auf  ihn  den 
Tangenten  S'  =  0  in  Ä  und  B,  C  und  D  harmonisch  conjugir- 
ten  Geraden  zu  den  Normalen  yon  S'  in  Ä  und  B,  C  und  D; 
das  gemeinschaftliche  System  harmonischer  Pole  liefert  das  Cen- 
trum, und  die  unendlich  fernen  Punkte  der  AzQn  von  S'  und  die 
Harmonikale  des  Pols  T  von  ^^  in  Bezug  auf  dasselbe  wird  als 
die  Verbindungslinie  der  Punkte  erkannt,  welche  in  den  Axen  auf 
den  entgegengesetzten  Seiten  vom  Centrum  die  Abstände  des  Punk- 
tes T  haben ;  diese  Linie  bestimmt  auf  S'^  das  Paar  yon  Punkten 
C,  D,  deren  Normalen  mit  den  Normalen  in  ^  und  B  in  dem- 
selben Punkte  T'  zusammentreffen.  ^^^) 

Äufg,  3.  Wenn  man  die  Normale  eines  Kegelschnitts  ^'=^0 
in  einem  seiner  Punkte  X  als  die  der  Tangente  in  Bezug  auf  einen 
andern  festen  —  den  absoluten  —  Kegelschnitt  F  =  0  conjugirte 
Gerade  auffasst,  so  besteht  das  Problem^  die  Normalen  von 
einem  beliebigen  Punkte  x  aus  an  den  Kegelschnitt 
27^0  zu  ziehen;  darin,  den  Punkt  X  desselben  so  zu  bestim- 
men, dass  die  Gerade  xX  durch  den  Pol  der  Tangente  in  X  an 
^  BS  0  in  Bezug  auf  F  =  0  geht.  In  dieser  Fassung  ist  das  Pro- 
blem der  allgemeinen  analytischen  Behandlung  zugänglich.  ^^^) 

Sind  u ,  t;  die  Werthe  der  homogenen  Functionen  zweiten  Gra- 
des Uj  F,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  X  durch  die  x  er- 
setzt, und  bezeichnen  U^,  F| ,  u^,  Vi^  etc.  die  nach  X,,rr, ,  etc. 
gebildeten  und  durch  zwei  dividirten  Differentiale  derselben*),  so 
hat  man 

als  die  Gleichungen  des  Problems.  Die  entwickelte  Form  der  letz- 
teren drei  Gleichungen  ist  für  atk  und  bn  als  CoefQcienten  von 
U  und   F 

^12^l+^22^2+?^23*3=(^fll2+f*^l2)^l+(^Ö22+^^22)^2+(^Ö2S+#*^23)^3» 
^13^l+^28^2+^33^3=(^fll3+^^13)-X^l+(^«23+^^23)-3^2+(^Ö33+^^33)^3; 

und  wenn  man  die  aus  den  Elementen  Aua-j-fit^a  oder  Aa^-h^^t» 

_      __  f 

*)  In  Fortsetzung  derselben  Bezeichnungsweise  sind  11  .^f  etc.  die 
Coefficienteu  yon  u,  etc. 
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gebildete  Determinante  mit  A  bezeichnet,  so  liefern  sie  durch  Auf- 
lösung 

und  durch  Substitution  in  U*  =  0  die  Endgleichung 

ZZ  ££UikVp  dip  Vg  dkg   =    0. 

Nach  der  Determinantenrelation  dip  d^g  =  dik  Apg  —  d  ^ik,pq  geht 
sie  in 

££uada2£vpVgdpg  —  dZlZZuikVpVgJa.pq  =  0 

über;  da  ua  bIq  Differentialquotient  von  kuik  -{-  (iVa  nach  X  an- 
gesehen werden  kann,  so  ist 

und  die  Endgleichung  wird  für  fl  =  ZZvpVgdpg  in  die  Form 

dX  dX 

übergeführt.  Sie  bezeichnet  für  x  als  Veränderliche  einen  Kegel- 
schnitt von  folgender  Entstehung:  Er  ist  der  Ort  der  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  v  =0  genommenen  Pole  der  Geraden,  welche 
für  die  Punkte  von  t«  =  0  die  Polaren  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt Ati-|~f^t;=sOsind,  der  durch  die  gemeinschaftlichen  Punkte 
von  ii  =  0  und  t;  =  0  hindurchgeht.  Sie  ist  biquadratisch  in  ^:|u., 
und  die  Discussion  derselben  führt  auf  die  vollständige  Lösung  des 
Problems  der  Normalen. 

375.  In  allem  Vorhergehenden  ist  das  ebene  System  als 
ein  einziges  und  die  Theorie  der  linearen  Substitutionen  als 
das  Mittel  betrachtet  worden  ^  dieses  System  auf  verschiedene 
Weise  auf  feste  Elemente  zu  beziehen.  Aber  schon  im  Art.  82 
ist  hervoi^ehoben  worden,  dass  die  Resultate  der  Substitu- 
tionen noch  einer  zweiten  ganz  veränderten  Auffassung  fähig 
sind;  indem  man  die  ursprüngliche  und  die  transformirte  Glei- 
chung nicht  als  zwei  Ausdrücke  einer  Curve  in  Be- 
zug auf  verschiedene  Coordinatensysteme,  sondern 
als  die  Ausdrücke  von  zwei  verschiedenen  Curven  in 
Bezug  auf  das  nämliche  Coordinatensystem  ansieht. 
Dass  man  diese  Curven  als  einander  projectivisch  oder  ins- 
besondere collinear  verwandt  bezeichnet^  .und  welches  die 
Grundcharaktere  dieser  Verwandschaft  der  Colli- 
neation sind,  ist  schon  im  Art.  82  gezeigt  worden;  hier  soll 
einiges  Weitere  über  diese  Beziehung  entwickelt  werden.*'^) 
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'32 '^'2  "r  ^33*^8* 


Wir  nehmen  an,  die  Punkte  des  einen  Systems  seien  durch 
die  Coordinaten  x  und  die  des  andern  durch  die  Coordinaten 
x'  bezeichnet;  zwischen  beiden  aber  bestehen  die  der  allgemei- 
nen linearen  Substitution  entsprechenden  Gleichungen 

fix-./  =  «21^1  +  «j 

Sie  gehen  in  x^' :  X2  :  x^  =  a?|  :  x^i  x^  über,  wenn  man  die 
durch  «ao:,  +  ««ar^  +  cti^x^  =0  bezeichneten  Geraden  zu  Fan- 
damentallinien  des  zweiten  Systems  wählt  und  zugleich  die  Ein- 
heitpunkte einander  entsprechend  annimmt.  (Art.  82.)  In  Folge 
dessen  sind  Curven,  die  einander  coUinear  entsprechen,  von 
gleicher  Ordnung ;  jeder  Geraden  entspricht  eine  Gerade.  Wenn 
dann  ebenso  |,  g'  die  Coordinaten  entsprechender  gerader  Linien 
beider  Systeme  bezeichnen,  so  giebt  die  transponirte  Substi- 
tution ihren  Zusammenhang 

PSi  =  «uSl'  +  «21^2'  +  «31  S3'; 
QU  =  «12  Sl'  +  «22  62'  +  «3263'» 
^63  =  «1361'  +  «2362'  +  «33  Ss'- 

Denn  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  im  System  xl^  der 
Geraden  Jj'a:/  +  €2^2'  +  ^z^z  '^  ^  entspricht,  ist 

Sl'(«ll^I  +  «l2«2  +  «13^3)+S2'(«2l^1  +  --)  +  63'(«3l^l+-0=0 

oder 

(«lli|'  +  «2lS2'  +  «3|53>l+(«126l'+.-)a?2  +  («t3Sl'+..)  =  0. 

Vier  Paare  entsprechender  Punkte  und  ebenso  vier  Paare 
entsprechender  Linien  würden  zur  Bestimmung  der  Systeme 
genügen,  weil  sie  die  nöthigen  Gleichungen  zur  Berechnung 
der  fi(9)  und  a  liefern.  Aus  denselben  Grundgleichuugen  folgt, 
dass  zwei  Systeme  zu  einander  collinear  sind,  wenn  sie  einem 
und  demselben  dritten  System  collinear  sind. 

Denken  wir  insbesondere  die  Ebenen  beider  Systeme  zu- 
sammenfallend und  die  Coordinatensysteme,  durch  die  sie  aas- 
gedrückt werden,  identisch,  so  entsprechen  einige  Punkte  und 
einige  Gerade  sich  selbst;  man  erhält  zu  ihrer  Bestimmung 
durch  x'  '^^  X,  £"==£'  für  beide  Fälle  die  cubische  Gleichung 
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O  T)  

und  man  hat  l.a:*  ==s  ^-^  zur  Bestimmung  der  Werthe  der  x 

und  l  bis  auf  einen  Fac'tor,  der  sich  aus  dem  gegebenen  In- 
halt des  Fundamentaldreiecks  bestimmt.  Die  Anzahl  dieser 
Punkte  und  Linien  ist  also  gleich  drei.  Sind  fi;  fij  zwei  yer- 
schiedene  Wurzeln  dieser  cubischen  Gleichung,  so  hat  man 
gleichzeitig 

(«n  —  f*)6i  +      «21^2         +      «31  Sa         =  0, 

«J2S1        +(«22— f*)62+         «32  53  =0, 

«1361         +         «23  ^2  +   («33  —  f*)  I3  =  0; 

(«l|-/*l)«r+       «12^2'        +       «I3<         =ö; 

«21  <       +(«22-^*1)^2'+         «23<  =0, 

«3i<    +     «32^2'      +(«33— /*lX=0, 

und  erhält  daraus  (fij  —  fi)  (liiP/  +  l^  jJj'  +  63 ^^3')  =  0,  d.  h., 
da  (f^i — ft)  im  Allgemeinen  nicht  Null  sein  kann,  61^1'+ «.=0; 
oder  die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  sind  die  Verbin- 
dungslinien der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte. 

Legt  man  das  Dreieck  der  Doppelpunkte  und  Doppellinien 
als  Coordinatendreieck  zu  Grunde,  so  erhält  man  die  einfachen 
Relationen  (ia?/=aja;,,  /ia?2'==«2^2;  f*^3'  =  «3^3  5  96i  =  «i5i'> 
^^2  =  ^i!i%}  (^^3  =^  «3^3;  ^^d  erkennt  daraus,  dass  die  drei 
Doppelelemeute  und  ein  anderes  Paar  entsprechender  Elemente 
das  ganze  System  der  beiden  projectiyisch  verwandten  Gebilde 
zweiter  Stufe  bestimmen.  Jedem  Element  ausser  den  doppelten 
entsprechen  zwei  yerschiedene  Elemente,  je  nachdem  man  es 
zum  einen  oder  zum  andern  Systeme  rechnet;  das  von  diesen 
bestimmte  Element  der  andern  Art*  (Verbindungslinie,  Schnitt- 
punkt) entspricht  jenem  doppelt. 

Aufg.  Man  soll  die  fünf  Arten  der  CoUineation  untersuchen, 
welche  den  Substitutionen  entsprechen 

a)  mit  ungleichen  «,- ,  b)  wenn  zwei  derselben  gleich  sind ; 

a)  fttr  a,  ^  «2 ,    b)  für  a^  =  cfj ; 

376.  Wenn  i*  =  0,  M^  =  0  zwei  Gerade  des  Systems 
X  sind  und  Lx  =  0,  M^  =  0  die  zwei  entsprechenden  Ge- 
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raden  des  Systems  x'  bezeichnen^  so  entspricht  dem  Büschel 
Lx  +  ^Mx  =  0  das  ihm  projectivische  Büschel  (Art.  59) 

Lx  +  XMx  =  0, 
und  der  Durchschnittsort  der  entsprechenden  Strahlen  beider 
Büschel  ist  ein  durch  LxMx'—LxMx'^O  dargestellter  Kegel- 
schnitt; welcher  durch  die  drei  Ecken  des  Fundamentaldrei- 
ecks geht^  da  für  x  =  x'  seine  Gleichung  erfüllt  wird.  Ebenso 
umhüllen  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punkte 
von  zwei  einander  entsprechenden  und  daher  projectiTischen 
Brcihen  einen  Kegelschnitt;  welcher  dem  Fundamentaldreieck 
eingeschrieben  ist. 

Die  Projectivität  entsprechender  Büschel  und  Reihen  er- 
laubt die  lineare  Construction  collinear-yerwandter 
Systeme  aus  Tier  Paaren  entsprechender  Elemente. 
Sind  A,  B,CjB\  A\  B\  C,  D'  die  entsprechenden  Punkte, 
und  E,  JP;  E'  F'  die  Schnittpunkte  von  AB,  CB]  AB,  BG 
und  AB',  G'B'\  ÄB\  B'C  respective,  die  einander  gleichfieJls 
entsprechen;  so  bestimmt  ein  beliebiger  Punkt  P  des  einen 
Systems  an  den  Scheiteln  E,  F  die  vierten  Strahlen  der  Büschel 
{E.AGFP},  {F.  AG  EP),  welche  mit  den  durch  die  gege- 
benen Punkte  und  den  entsprechenden  Punkt  P'  des  andern 
Systems  an  den  Scheiteln  E\  F'  bestimmten  Büscheln  projec- 
tivisch  sind;  daraus  erhält  man  aber  nach  Art.  300  die  lineare 
Construction  der  Strahlen  i;'P',  F'P'  und  damit  den  Punkt  P'. 
Ebenso  bestimmt  sich  eine  Gerade ;  die  einer  gegebenen  Gera- 
den des  andern  Systlßms  entspricht. 

Au  fg.  Wenn  a?j,  oJj,  ^3  und  a?/,  x./^  x^  die  Seiten  der  Drei- 
ecke ABCy  ^'j^C  bezeichnen,  auf  welche  als  Fundamentaldrei- 
ecke  die  beiden  Systeme  bezogen  sind,  so  entstehen  aus  den  Büscheln 
von  den  entsprechenden  Ecken 

%+f*«?3=ö»    ^2+i^^s=^'y     a^s+^'a^i^O,    a;3'  +  vjr/=0; 
die  Kegelschnitte 

^2^    —  ^3^2    ''^  ^'   ^3^1    ^l^    "=0,    X|Ä2    —  X2Xy    =  0 

als  Orte  der  Darchschnittspunkte  entsprechender  Strahlen.  Diese 
enthalten  respective  die  Schnittpunkte  von  JBC,  B'C]  CA^  CÄ\ 
CD,  CD'  und  die  Punkte  0,  CT;  die  von  CA,  C'Ä\  AB,  ÄBT-^ 
AB,  AB'  und  A,  A-,  von  AB,  AB-,  BC,  BlC-,  BD,JB^D'  und 
B,  Bf,    Sie  sind  dadurch  bestimmt,  und  jener  Punkt  P\  welcher 
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dem  P  entspricht ,  Iftsst  sich  mit  Hilfe  derselben  linear  bestimmen 
wie  vorher.  Denn  für  JP  als  Schnitt  der  Geraden  PA  mit  dem 
ersten  Kegelschnitt  ist  FÄ'  die  zu  PA  entsprechende  Gerade;  und 
wenn  PB,  PC  den  zweiten  und  dritten  in  Q-  und  H  schneiden, 
so  sind  G£^  und  HC  die  ihnen  entsprechenden  Geraden,  die  sich 
mit  FÄ  in  P^  schneiden. 

Diese  drei  Kegelschnitte  besitzen  drei  allen  gemeinsame  Schnitt- 
punkte, denn  die  Gleichung  eines  jeden  unter  ihnen  ist  eine  Folge 
der  Gleichungen  der  beiden  andern ;  und  jeder  von  ihnen  hat  mit 
einem  zweiten  einen  Schnittpunkt  gemein,  den  der  dritte  nicht 
enthält;  die  Punkte  a?,  =  ajj'  ==  0,  Xj  =  iTj'  =  0,  x^  =  x^'  =^0 
gehSren  respective  nur  je  dem  zweiten  und  dritten,  dem  dritten  und 
ersten,  ersten  und  zweiten  dieser  Kegelschnitte  an.  Die  drei  Punkte 
Xj  Ty  Z,  welche  allen  gemein  sind^  fallen  mit  ihren  entsprechenden 
zusammen  und  ebenso  die  geraden  Verbindungslinien  derselben; 
denn  die  Geraden  XA',  XJB^j  XC  entsprechen  den  XA^  XJ5,  XC. 

377.    Wenn  die  cubische  Gleichung  des  Ätt.  375  oder 
fi3_^2  («^^  +  ^^  ^  «^^)  +  ^  ^B^^  ^  n^  +  B^^l  -  B  =  0 

(f&r  i2  als  Determiliante  der  Substitution  und  JB,,-  als  die  dem 
Element  uu  entsprechende  Unterdeterminante  derselben)  in  /i 
zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  so  fallen  zwei  von  den  Eckpunk- 
ten des  sich  selbst  entsprechenden  Dreiecks  und  somit  auch 
zwei  von  seinen  Seiten  zusammen  und  bilden  eine  Doppelecke 
und  eine  Doppelseite ;  das  eine  der  beiden  im  vorigen  Artikel 
erwähnten  Kegelschnittsysteme  geht  durch  die  Einzelecke  und 
berührt  die  Einzelseite  in  den  vereinigten  Punkten,  das  andere 
aber  berührt  die  Einzelseite  und  berührt  die  Doppelseite  im 
Doppeleckpunkte. 

Wenn  überdies  für  die  Doppelwurzel  ^^  =  ^j  =  m  die 
Unterdeterminanten  von  D  verschwinden,  so  wird  die  Lage 
des  betreffenden  Doppelpunktes  unbestimmt  (vergl.  Art.  325) ; 
es  giebt  dann  nach  dem  Werthe  der  ungleichen  Wurzel  von 
2)  «s  0  einen  einzelnen  sich  selbst  entsprechenden  Punkt  und 
ausser  ihm  unendlich  viele  andere,  welche  die  einzige  Seite 
des  sich  selbst  entsprechenden  Dreiecks  bilden.  Ausser  dieser 
aber  existiren  unzählig  viele  sich  selbst  entsprechende  Gerade 
des  Systems,  welche  ein  Strahlbüschel  aus  dem  festen  Eck- 
punkte bilden.    Man  kann  dann  setzen 


«11  - 

-^=1>1«17 

«21                 =JP2«0 

«31 

=  JP3Ö^U 

«12 

—  i>l«2  7 

«22  — m— J)2«2; 

«32 

=  P3«2; 

«13 

P\<^2f 

«23                 —P2<^Zi 

«33  - 

-♦»— 1>3^3> 
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und  die  Transformationsformeln  (mit  ftinf  statt  acht  wesent- 
lichen Gonstanten)  werden 

lix/  =  mxi  +!?<  (a^x^  +  aj^j  +  a^x^),  etc.  (t  =  1,  2,  3); 

9l  =  mg/  +  a,  (p.g/  + 1),|/  +i>353'),  etc.  (i  =  1,  2,  3). 

Die  Gleichung  aj^;,  +  «2^2  +  ^3^3  =  0  ist  die  Gleichung  der 
sich  Punkt  für  Punkt  selbst  entsprechenden  Geraden  und  ebenso 
P\  W  +  P2^2  + 1^353'  «=  0  die  Gleichung  des  Scheitels  des  sich 
selbst  entsprechenden  Büschels. 

Die  so  auf  einander  bezogenen  collinearen  Systeme  bezeich- 
net man  als  in  collinearer  (perspectivischer)  Lage  und 
nennt  die  Punkt  für  Punkt  sich  selbst  entsprechende  Gerade 
die  Aze  und  den  Scheitel  des  Strahl  für  Strahl  sich  selbst  ent- 
sprechenden ^trahlbüschels  das  Centrum  der  Collineation. 

Da  jeder  Punkt  der  Collineationsaxe  sich  selbst  entspricht, 
so  schneiden  sich  entsprechende  Gerade  der  collinearen  Systeme 
in  ihr,  und  jeder  ihrer  Punkte  ist  der  Scheitel  Ton  zwei  pro- 
jecti vischen  Strahlbüscheln,  deren  Doppelstrahlen  die  Axe  der 
Collineation  und  der  nach  dem  Centrum  derselben  gehende 
Strahl  sind;  in  Folge  dessen  bestimmt  jedes  Paar  yon  ent- 
sprechenden Geraden  mit  der  Collineationsaxe  und  dem  nach 
dem  Centrum  gehenden  Strahl  ein  Büschel  Yon  unTeränder- 
lichem  Doppelyerhältniss.  (Art.  302.)  Und  da  jeder  Strahl  aus 
dem  Centrum  sich  selbst  entspricht,  so  liegen  entsprechende 
Punkte  der  collinearen  Systeme  mit  dem  Centrum  in  einer  Ge- 
raden,  und  jeder  das  Centrum  enthaltende  Strahl  ist  somit  der 
Träger  von  zwei  projectivischen  Reihen,  deren  Doppelpunkte 
das  Centrum  selbst  und  der  Durchschnittspunkt  mit  der  Col- 
lineationsaxe sind;  in  Folge  dessen  l^estimmt  jedes  Paar  ent- 
sprechender Punkte  mit  dem  Centrum  und  dem  Schnittpunkt 
seines  Tragers  mit  der  Axe  eine  Reihe  yon  constantem  Dop- 
pelverhältniss.  Das  letztere  hat  mit  dem  früheren  denselben 
Werth  und  heisst  die  Charakteristik  der  centrischen  Col- 
lineation. 

Denken  wir  das  Centrum  als  den  Punkt  ^^  =  o?,  =  0,  so 
dass  jeder  Strahl  aiX^  -^  a2X2==^  0  sich  selbst  entspricht;  in- 
dess  der  Geraden  a|a?i  +  0^2^  +  »3^3  =  0  die  andere  Gerade 
a^Xi  +  ö^2^2  +  ^3^3'  =*  0  entspricht,  so  ist  x^  —  ^3'  =  0  die 
Axe  der  Collineation.    Dies  ist  die  einfachste  Ausdrucks- 
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form  der  oollinearen  Systeme  in  perspectivischer 
Lage. 

Wenn  die  vorbezeichneten  projectiTischen  Doppelreihen 
oderBüschel in  Involution  sind;  so  entsprechen  diePunkte 
undGeraden  beiderSysteme einander  vertauschu ngs- 
fähig,  d.  i.  jedem  Element  des  ebenen  Systems  entspricht  das 
nämliche  andere  (Art.  375,  Schluss);  ob  man  es  zu  dem  einen 
oder  dem  andern  der  zwei  collinearen  Systeme  rechnet;  dann 
ist  der  constante  Werth  jener  charakteristischen  Doppelyer- 
hältnisse  gleich  —  1.  Man  bezeichnet  diese  Collineation  als 
involutorisch  oder  als  Involution  der  ebenen  collinearen 
Systeme. 

Mit  den  aus  obigen  Substitutionsgleichungen  hervorgehen- 
den Relationen 
p^ia^x^+a^^+a^x^)  =  {m+h^p^+aj?2^a^^){a^x^+a^^+a^x^)^ 

oder  auch  nach  den  Zerlegungen  ^  welche  die  Determinante  der 
Substitution,  die  der  gemeinschaftliche  Nenner  der  Auflösungen 
nach  Xi  ist,  und  die  Zähler  dieser  Werthe  (Art,  76)  im  vor- 
ausgesetzten Falle  erlauben ;  erhält  man 

m{m  +  F)x^=  (i{m  +  P)  a:/—  iipi{a^x^  +  «2^2'+ «aO; 
w(m  +  P)X2^ii{fn-i-  P)  x^  —  fil>2(«i^i'+  a2^2'+«3^3')> 
w(m  +  P)  a:3  =  fi  (w  +  P)  x^'  -  iipsia^x^',-]-  a2X^'+a^x^')] 
mit  den  entsprechenden  Werthen  derj  fiirP^aiP,+a2P2+^aP3) 
m(m  +  F)  1/  —  p(w+  P)  ii  —  Qü^  (J?iii  +  P2^2  i-PzWf  etc. 

Das  vertauschbare  Entsprechen  findet  aber  statt  für 
m-^P^^ — m   oder    2  m  =  —  P  =  —  (a, |>,  +  a2i>2  +  (^bPz)' 

378.  Je  zwei  collinearverwandte  Systeme  kön- 
nen im  Allgemeinen  immer  durcli  Parallelverschie- 
bungund  Drehung  in  ihrer  Ebene  in  collineare  Lage 
gebracht  werden.*^*)  Denken  wir  x,  y  als  rechtwinklige 
Coordinaten  und  für  die  Coordinaten  des  zweiten  Systems  die 
allgemeinsten  Substitutionsformeln  für  rechtwinklige  Coordi- 
naten gesetzt  9  so  erhalten  wir  allgemein 

fi  (a  +  ^'  cos  tp  —  y  sin  9)  =  a^^x  +  a^^V  +  ^13; 
fi  (6  +  jp'  sin  9  +  y  cos  tp)  =  a^^x  -f  a22y  +  «23? 

f*  =«31^+  «32y  +  «335 
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und  damit  für  a:  «=  a;',  y  =  y'  alle  ünterdeterminanten  von  D 
verschwinden^  müssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein 

«u — fncoBq)t=0pa,     aji  —  wsinqp==aga,     a^^         =:^^i 

a,2 +wsm9=a|>/J,     a22  —  fnoo8(p  =  6qßf    «j,         =<^|5, 

^13 — ^^       =6p    ;    0^3 — mb      =6q    ]    «33 — m=6. 

Hier  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  der  letzten  Zeile  die 
Grössen  0,  a^hy  wenn  ni^Py  q  gefunden  sind.  Aus  den  Glei- 
cKungen  der  ersten  beiden  Zeilen  folgen 

m  («32  cos  q>  +  aj,  sin  qp)  =  «uaag  —  «12  «31; 

fn  («32  sin  q)  —  a^^  cos 97)  =  ^21^32  —  ^'i2^h\} 
somit 

^2  ,^  (gti«82  —  ^»«81)*+  (<»«tgat  —  q»«»!)' . 

Mit  Hilfe  des  m'lassen  sich  dann  p,  q,  a,  ß  linear  ausdrücken, 
nämlich 

•  m  cos  q>  =  gii^'«'  ^  ^^»  +  ^'^  ^^"  +  ^^^' 

^i  sin  <p  =  («i.  -  q«)  q»i  ast  -  g««».'  +f»i?«L'  • 

I)  =  («11  —  g«)q3i  +  (q«  +  q»i)«>t     ^  ^_ «»i 


Die  Ueberführung  coUinearer  Systeme  in  coUineare  Lage 
ist  daher  im  Allgemeinen  in  doppelter  Weise  möglich.  Für 
beide  ist  das  CoUineationscentrum  das  nämliche ,  denn  seine 
in  Bezug  auf  das  alte  System  genommenen  Coordinateni?  und 
q  hängen  nur  von  m  cos  <pj  m  sin  9  ab;  die  GoUineationsaxen; 
deren  Coordinaten  durch  a,  ß  bezeichnet  sind,  haben  einerlei 
Richtung,  weil  a  :  ß  =^  a^^  :  a.^^  ^^^  ^  unabhängig  ist.*^^) 

Für  den  speciellen  Fall  «31  =  0,  crg^  =  0  Hegt  die  Col- 
lineationsaxe  in  unendlicher  Entfernung^  und  die  üeberführong 
in  coUineare  Lage  ist  unbestimmt;  die  Systeme  hatten  dann 
schon  vorher  eine  Doppellinie  in  unendlicher  Feme,  d.  h.  ihre 
entsprechenden  Linien  waren  parallel.    (Aehnlichkeit.) 

Äufg.  1.  Zwei  beliebige  Kegelschnitte  bestimmen  zwei  coUi- 
neare Systeme,  für  welche  das  gemeinsame  Tripel  harmonischer 
Pole  das  Dreieck  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  mid  Ge- 
raden ist.     Denn  man  kann  durch  zwei  beliebige  Punkte  einen 
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Eegelsclmitt  legen,  ftlr  welchen  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Tripel 
harmonischer  Pole  ist,  und  dasselbe  ist  dann  auch  ein  solches  für 
den  dem  ersten  coUinear  entsprechenden  Kegelschnitt.  Ebenso  für 
zwei  beliebige  Gerade  als  Tangenten^  etc. 

Äufg.  2.  Den  unendlich  entfernten  Punkten  des  einen  von 
zwei  collinearen  Systemen  entsprechen  Punkte  einer  geraden  Linie 
des  andern,  und  wenn  beide  Systeme  in  coUineare  Lage  gebracht 
werden,  so  sind  diese  Geraden  —  man  hat  siedle  Gegen axen 
der  Systeme  genannt  (vergl.  Kap.  XXIV)  —  unter  sich  und  zur 
Collineationsaxe  parallel.  Die  Punkte  einer  jeden  bestim- 
men mit  dem  Centrum  die  Bichtungender  entsprechen- 
den zu  den  Geraden  des  einen  Systems  im  andern. 

Aufg,  3.  Man  soll  die  Möglichkeit  der  üeberführung  colli- 
nearer Systeme  in  centrale  Lage  geometrisch  beweisen.  Da  Kreise, 
die  dem  ebenen  System  angehören^  durch  blose  Lagenveränderung 
ihre  Gestalt  und  Natur  nicht  ändern  (Art.  372),  oder  auch,  da 
die  metrischen  Belationen  dabei  ungestört  bleiben,  so  verändern 
sich  bei  der  gedachten  Transformation  die  imaginären  Kreispunkte 
im  Unendlichen  nicht.  Nennen  wir  sie  lo^,  coji  und  entsprechen 
ihnen  in  dem  andern  Systeme ,  dessen  Lage  nicht  verändert  wird^ 
Punkte  cd/,  odj',  so  kann  das  Centrum  der  Collineation  nur  der, 
Punkt  C  sein,  in  welchem  die  geraden  Linien  oi>]0>|',  102002'  ^^^^ 
schneiden;  und  wenn  ihm  im  ersten  System  der  Punkt  C  ent- 
spricht, so  haben  wir  zam  Vollzug  der  Transformation  C  mit  C 
zusammenzulegen  und  dann  durch  Drehung  um  den  vereinigten 
Punkt  ein  beliebiges  Paar  entsprechende  Punkte  A^  Ä'  mit  ihm 
in  eine  Gerade  zu  bringen.  Dann  liegt  jedes  andere  Paar  ent- 
sprechender Punkte  Bj  B'  auch  in  einer  durch  C  gehenden  Ge- 
raden; denn  die  Doppel  Verhältnisse  der  beiden  Büschel  (Co>|  (Q2ÄB) 
und  {C.(0i'(02Ä'B'),  welche  drei  correspondirende  gemeinschaft- 
liche Strahlenpaare  haben,  sind  einander  gleich. 

Aufg.  4.  Die  geometrische  Theorie  der  vorigen  Aufgabe  kann 
leicht  analytisch  ausgedrückt  werden.  Die  gerade  Linie  o>|'iD|  ist 
die  Verbindungslinie  des  Punktes    (x  -{-  yi^  z\  mit  dem  Punkte 

{ax  +  62/  +  er  +  i  (a,a;  +  &,y  +  c,r),  a^x  +  b^y  +  Cji?}; 
d.  h.  ihre  Gleichung  wird 

(62  —  «2*)  {«^  +  ^y  +  Ci?)  +  i  {a^x  +  h^y  +  0^0)^  — 

{ai  +  6  +  »(&!  —  a)}  (a^x  +  h^y  +  c^g)  —  0, 
oder 

(ah2-^<h^) « + («2^1  —  «1^2)  y + { (ö  ^2  —  <^2  ^)  +  (^1  «2  —  ^2  «I ) }  ^ + 

«{(«1^2— a2^)«  +  («^2~«2^)y+r(^1^2  -  C2^|)+(aC2— »2^)]^}  =0. 

Die  Gleichung  der  Geraden  a)2'Q'2  unterscheidet  sich  von  ihr  nur 
durch  das  Vorzeichen  des  mit  t  multiplicirten  Theils,  und  der  Punkt 

Salmon-Fiedler,  anal.  Oeom.  d.  Kegelschn.    4.  Aufl.  89 
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C  ist  somit  der  Schnittpunkt  der  beiden  durch  das  getrennte  Ver- 
schwinden dieser  Theile  ausgedrückten  Geraden. 

Man  erkläre  daraus  den  Fall  der  Unbestimmtheit  der  Trans- 
formation. 

Aufg»  5.  Die  Gegenazen  bestimmen  auf  jedem  Strahl  aus  dem 
Centrum  Punkte  von  bestimmtem  Theilverhältniss  für  die  Strecke 
zwischen  Centrum  und  Axe.  Wann  fallen  die  Gegenaxen  zusam- 
men? Wann  liegen  die  Gegenazen  äquidistant  vom  Collineations- 
centrum? 

Aufg,  6.  Man  charakterisire  den  Fall,  in  welchem  das  Col- 
lineationscentrum  unendlich  fern  liegt.    (Affinität.) 

379.  Aber  die  linearen  Substitutionen  liefern  noch  eine 
andere  eben  so  allgemeine  Verwandtschaft  zwischen  ebenen 
Systemen^  nämlich  zwischen  einem  ebenen  System  von 
Punkten  und  einem  solchen  von  Geraden.  Die  Sub- 
stitutionsgleichüngen 

/*6l'  =  «11^1  +  «12^2  +  «13^3»      i^U'  =  «21^1  +  «22^2  +  «23^3» 

f^Sa'  =  «31^1  +  «32^2  +  «33^3 

entsprechen  ihr  und  bedingen^  dass  jedem  Punkte  x  des  ersten 
Systems  eine  Gerade  |'  des  andern  entspricht;  und  umgekehrt 
jedem  Punkte  x'  des  andern  eine  Gerade  |  des  ersten,  welche 
mit  ihm  durch  die  transponirten  Substitutionen 

P  6l  =  «11  ^\  +  «21  ^2'+  «31  ^3'^      P  62=  «12^/+  «22^2'  +  «32^3» 

9^2^  «13^/  +  «23^2!+  «33  < 

verbunden  ist.  Durch  geeignete  Wahl  der  Fundamentallinien 
kann  man  die  Gleichungen  in  der  Form  erhalten  (Art  82) 

61    •  62    •  63    ™*  X|  :  3/2  •  "^3  • 

Diese  Verwandtschaft  wird  alsReciprocität  bezeichnet; 
und  man  sieht  leicht^  dass  den  Punktreihen  des  einen 
Systems  Strahlbüschel  des  andern  entsprechen, 
welche  zu  ihnen  projectiyisch  sind;  dass  yier  Paare 
entsprechender  Elemente  die  Beziehung  vollstän- 
dig bestimmen;  und  dass  zwei  Systeme,  die  mit  einem 
und  demselben  dritten  in  Reciprocität  stehen,  zu 
einander  collinear  sind. 

Wir  behalten  zunächst  die  allgemeinen  Gleichungen  bei, 
nach  denen  dem  Punkte  x'  die  Gerade 

<(«II^l+«12«2  +  «13^3)  +  ^2'(«21^1+-0  +  <(«Sl^l  +  -')=O 
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entspricht.  Man  sieht^  dass  für  aijt  =  a^  dieselbe  mit  der  der 
Polare  für  einen  Kegelschnitt  identisch  wird.  Denken  wir  beide 
Ebenen  yereinigt^  so  zeigt  in  diesem  letztem  Falle  die  Glei- 
chung  der  dem  Punkte  x  entsprechenden  Geraden 

dass  dieselbe  Gerade  einem  Punkte  entspricht,  ob  man  ihn  zu 
dem  einen  oder  zum  andern  System  rechnet.  Im  Allgemeinen 
ist  dies  nicht  der  Fall  und  es  entspricht  daher  jedem  Punkte  ein 
bestimmter  anderer  Punkt  doppelt.  Um  auch  dann  den  construc- 
tiven  Zusammenhang  entsprechender  Elemente  zu  übersehen, 
machen  wir  folgende  Ueberlegungen.  Wenn  beide  Systeme  in 
derselben  Ebene  liegen ,  so  giebt  es  Punkte  x,  die  auf  den  ihnen 
entsprechenden  Geraden  |'  liegen ,  und  Gerade  |,  welche  durch 
die  entsprechenden  Punkte  x'  gehen;  man  drückt  dieselben 
analytisch  aus,  indem  man  mit  der  ersten  Gruppe  der  Sub- 
stitutionsformeln die  Relation  Si'^i  +*l'/^2  +  Sa' ^3  =  0  oder 
mit  der  zweiten  die  analoge  6,a:,'  +  l^ic./  +  ^^x^'  =  0  verbin- 
det. Die  Punkte  dieser  Art  liegen  in  beiden  Fällen  in  dem 
Kegelschnitt 

und  die  Geraden  dieser  Art  umhüllen  den  im  Allgemeinen  von 
ihm  verschiedenen  Kegelschnitt 

^ii>  ^12;  "^is;  61 

^2U    ^22?   ^23  >    «2 

^31 >    ^32 J    ^33;    &3 

5|  >     52  >     63  ;    ^ 

Man  nennt  diese  Kegelschnitte  die  Ordnungscurven 
von  zwei  in  derselben  Ebene  gelegenen  reciproken 
Systemen;  wir  wollen  den  ersten  als  den  Polkegelschnitt 
von  dem  letztem  als  dem  Polarkegelschnitt  unterscheiden. 

Mit  Hilfe  beider  übersieht  man  leicht  den  Zusammenhang 
entsprechender  Elemente;  einem  Punkte  des  Polkegelschnitts 
entspricht  die  eine  oder  die  andere  der  von  ihm  an  den  Polar- 
kegelschnitt gehenden  Tangenten,  je  nachdem  man  ihn  als 
dem  ersten  oder  zweiten  System  angehorig  betrachtet,  und  jeder 
Tangente  des  Polarkegelschnitts  entspricht  der  eine  oder  der 
andere  von  ihren   Durchschnittspunkten  mit  dem  Polkegel- 

39* 
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schnitt,  je  nachdem  man  sie  als  dem  einen  oder  andern  System 
angehorig  ansieht  Und  um  die  Gerade  p'  zu  bestimmen,  die 
einem  beliebigen  Punkte  P  in  der  Ebene  des  Systems  entspricht, 
zieht  man  von  ihm  an  den  Polarkegelschnitt  die  Tangenten 

PPi,  PP21  bestimmt  ihre  Schnittpunkte  ^j ,  .^2 y  ^\y^t  ^^ 
spective  mit  dem  Polkegelschnitt  und  erhält  in  dem  Paare  ihrer 
Verbindungslinien  A^B^,  A2B2  ^^^  Geraden,  die  dem  Punkte 
entsprechen ;  je  nachdem  man  ihn  zum  ersten  oder  zweiten 
System  rechnet.  Um  den  einer  gegebenen  Geraden  entsprechen- 
den Punkt  zu  finden,  bestimmt  man  ihre  Schnittpunkte  A,  B 
mit  dem  Polkegelschnitt  und  zieht  von  diesen  die  Tangenten 
AP^,  AP2]  BQ^j  BQ2  respective  an  den  Polarkegelschnitt; 
entsprechen  dann  AP^,  BQ^  den  A  und  B  im  ersten  System, 
so  ist  ihr  Durchschnittspunkt  der  der  Geraden  entsprechende 
Punkt  im  ersten  und  -^Pj,  BQ2  der  ihr  entsprechende  im 
zweiten  System. 

Fallen  beide  Kegelschnitte  zusammen,  wie  es  fCLr  aa  ==  (Xki 
eintritt,  so  reduciren  sich  diese  Constructionen  auf  diejenigen, 
welche  die  Uebergänge  zwischen  Pol  und  Polare  vermitteln. 
Jedem  Punkte  entspricht  dieselbe  Gerade  und  umgekehrt  im 
ersten  und  zweiten  System,  beide  sind  in  involutorischer 
Lage. 

Die  beiden  Ordnungscurven  sind  im  allgemei- 
uenFalle  mit  einander  in  doppelterBerührung.  Denn 
für  einen  Schnittpunkt  derselben  fallen  beide  ihm  entsprechende 
Gerade  mit  der  entsprechenden  Tangente  des  Polarkegelschnitts 
zusammen, -und  es  müssen  daher  auch,  damit  nicht  einer  Ge- 
raden zwei  Punkte  entsprechen,  die  Schnittpunkte  dieser  Tan- 
gente mit  dem  Orte  zusammenfallen,  d.  h.  dieselbe  berührt  den 
Ort  und  die  Enveloppe  in  ihrem  gemeinschaftlichen  Punkte; 
ihre  vier  Schnittpunkte  vereinigen  sich  daher  in  zwei  Berüh- 
rungspunkte. Man  beweist  dies  auch  analytisch ,  indem  man 
die  Gleichung  des  Polarkegelschnitts  in  Punktcoordinaten  bil- 
det und  nachweist,  dass  sie  für  U  =0  als  Gleichung  des  Pol- 
kegelschnitts in  die  Form 

{^1  («11  «32  —  «31  «12  +  «21  «13  —  «11  «23)  +  ^2C«22  «13  —    "  ') 

+  ^3  («33  «21  —  •  •  ')y  +  4  ?7{ai,(«J3«32  —  «?2«33) 

+  «22(«31«13  —  «33  «ll)  +  «33(«12«2l  "  «11«22)}  =  ^ 
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gesetzt  werden  kann^  aus  welcher  die  Gleichung  der  Berüh- 
rongssehne  ersichtlich  ist.  In  Folge  dieses  Zusammenhangs  ent- 
fallt auch  die  scheinbare  Zweideutigkeit  der  vorher  gegebeneu 
Construction.  Denn  für  ^,  B  als  die  einer  Tangente  des  Polar- 
kegelschnitts correspondirenden  Punkte  im  ersten  und  zwei- 
ten System  liegen  die  Punkte  A\  B\  die  einer  andern  Tan- 
gente ebenso  entsprechen^  so  dass  sie  bei  dem  durch  Bewegung 
herbeigeführten  Zusammenfallen  der  Tangenten  sich  mit  jenen 
decken;  oder  die  Geraden  AB'  und  A'B  durchschneiden  sich 
in  der  Berührungssehne  der  beiden  Kegelschnitte ;  (Art.  308, 
2,  6)  und  ebenso  dualistisch.  Diese  Berührungssehne 
und  der  Pol  entsprechen  einander,  ob  man  sie  nun 
zum  einen  oder  zum  andern  System  rechnet.  Es 
giebt  im  Allgemeinen  drei  solche  Punkte.  Denn  für 
S  und  S^  als  die  Coordiuaten  der  Geraden,  welche  einem  ge- 
gebenen Punkte  im  ersten  und  zweiten  System  entsprechen, 
erhält  man  die  Gleichung  dieser  Geraden^  wenn  die  Relatio- 
nen bestehen 

Es  ist  offenbar,  dass  diese  Punkte  jener  Pol  der  Berüh- 
rungs-und  die  Berührungspunkte  sind^  denen  die  durch 
sie  gehenden  gemeinsamen  Tangenten  selbst  ent- 
sprechen, so  dass  Yon  den  drei  Punkten  zwei  in  ihren  Pola- 
ren liegen^  der  dritte  nicht.  Die  Berührungssehne  und  ihr  Pol 
sind  stets  reell. 

Aufg.  Wenn  man  das  Tripel  der  sich  involutorisch  entspre- 
chenden Elemente  zum  Fundamentaldreieck  macht ,  in  der  Weise, 
dass  die  erste  Ecke  A^  der  Pol  und  die  Gegenseite  ^2-^3  ^^^ 
Sehne  der  doppelten  Berührung  zwischen  Pol-  und  Polarkegelschnitt 
sind,  so  werden  die  Gleichungen  der  Reciprocitftt 

fiSi' =  «112:1,     f*^?'  =  «23^3;     MS3'  =  «32^2; 

(>  Sl  ==  « J 1  ^1'»        (>  $2  =  «32  ^Z}        9lz  =  «23  ^2'- 

Pol-  und  Polarkegelschnitt  sind  ausgedrückt  respective  durch 

«11^1' +  («23 +  «32)^2^3=0,     «23  «32  ll^+ «11  («23 +«32)1213  =  0. 

Man  zeige,  dass  die  doppelt  coig'ugirten  Punkte  auf  Strah- 
len aus  A^  liegen,  während  die  doppeltconjugirten  Geraden  sich 
in  Punkten  auf  uij-^s  begegnen.  Dies  liefert  die  lineare  Con- 
struction von  A^  und  A^A^  aus  den  gegebenen  Bestimmungsele- 
menten der  Beciprocität. 
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Jedem  andern  Punkte  der  Ebene  entsprechen  zwei  ver- 
schiedene Gerade,  je  nachdem  man  ihn  zum  einen  oder  zum 
andern  der  beiden  reciproken  Systeme  rechnet,  und  daher  als 
doppelt  conjugirt  nur  der  Punkt,  in  welchem  diese  beiden  Ge- 
raden sich  schneiden,  und  dualistisch  entsprechend.  Die  Ver- 
wandtschaft der  doppelt  conjugirten  Elementenpaare  ^**)  ist  aber 
hier  wie  im  Falle  der  CoUineation  eine  Verwandtschaft  zwei- 
ten Grades,  d.  h.  den  zweifach  unendlich  vielen  Geraden  der 
einen  Figur  entsprechen  eben  so  viele  Kegelschnitte  der  andern; 
die  Elemente  mit  involutorischem  Entsprechen  geboren  ihnen 
an.    (Vergl.  Art.  397  f.) 

380.  Man  hat  für  den  Fall  der  Identität  des  Pol-  und  des 
Polarkegelschnitts  denselben  als  die  Directrix  der  Reci- 
procität  und  den  Zusammenhang  der  verwandten  Systeme 
als  Polarreciprocität,  ihre  Verbindung  endlich  als  ein 
Polarsystem  benannt,  und  wir  werden  im  folgenden  Kapitel 
ausführlich  auf  diese  Beziehung  und  ihren  Werth  als  Unter- 
suchungsmethode eingehen.  (Vergl.  Art  351,  insbesondere 
Aufg.  13  f.,  unter  diesem  Gesichtspunkt;  die  Realität  der  be- 
trachteten Kegelschnitte  wird  dadurch  unwesentlich  für  die 
Lösung  des  Problems,  weil  der  Directrix-Kegelschnitt  auch  ima- 
ginär sein  kann.) 

Hierher  gehört  noch  der  Nachweis,  dass  durch  Verschie- 
bung und  Drehung  des  einen  von  zwei  in  der  Verwandtschaft 
der  Reciprocität  stehenden  Systemen  beide  in  die  der  Polar- 
reciprocität entsprechende  involutorische  Lage  gebracht  wer- 
den können.  Bezieht  man  die  erste  Gruppe  der  Substitations- 
formeln  des  vorigen  Art.  auf  rechtwinklige  Coordinaten  und 
setzt  für  Xf  y  die  allgemeinsten  Ausdrücke  einer  rechtwink- 
ligen Coordinatentransformation,  so  wird 

•  ^|=aj,(a -{-a?cos9—ysin9)  +  a,2(6+^sin9+yco89)+^i3; 
lirj=za2iia'\-xco8g)-'yQhig>)'\-a22{b'\-xsinq)-}-ycos(p)-\-(Cjii 

|i*5=a3i(a+a;cos9— ysin9))  +  a32(^+^sin9-{-ycos9)-}-a33. 
Man  hat  also  nur  a,  b,  q>  so  zu  bestimmen,  dajs  gleichzeitig 
—  «ji  sin  (p  +  «12  cos  q>  =       «ji  ^^  9  -(-  otj^  sin  tp, 
«,,  a  +  «jj  *  +  «13  =       «31  cos  (p  +  «32  sin  tp, 

«21  a   +    «22  *  +    «23  =  —  «31   sin  9  +  «32  COS  (p 


Die  UeberführuDg  in  die  inyolutorische  Lage.   380.         615 

sind.  Die  erste  dieser  Gleichungen  liefert  zwei  Werthe  von 
g>,  die  andern  bestimmen  sodann  a,  b  in  linearer  Weise.  Der 
einen  Losung  entspricht  ein  reeller^  der  andern  ein  imaginärer 
Directrix-Kegelschnitt. 

Geometrisch  betrachtet ,  kann  diese  Transformation  auf 
folgende  Weise  geschehen.  Man  bestimmt  zuerst  in  jedem 
der  Systeme  den  Punkt,  welcher  der  unendlich  fernen  Gera- 
den als  einer  Geraden  des  andern  Systems  entspricht,  und  bringt 
diese  beiden  Punkte  zur  Deckung;  denn  die  unendlich  entfernte 
Gerade  wird  durch  keine  Lagenveränderung  des  Systems  ver- 
ändert. Dieser  Punkt  wird  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt 
der  beiden  Ordnungscurven  sein,  die  nun,  weil  sie  in  doppelter 
Berührung  bleiben  müssen,  zu  ähnlichen  und  concentrischen 
Kegelschnitten  werden.  (Vergl.  Art.  276.)  Man  hat  nun  noch 
ferner  das  eine  der  beiden  reciproken  Systeme  so  um  das  ge- 
meinsame Centrum  0  zu  drehen,  dass  die  einem  unendlich  ent- 
fernten Punkte  A  entsprechende  Gerade  OB  die  nämliche  ist, 
ob  man  denselben  zum  einen  oder  zum  andern  System  zählt, 
oder  dass  Involution  stattfindet;  dann  würdedasselbe  für  jeden 
unendlich  fernen  Punkt  C  und  die  entsprechende  Gerade  OD 
gelten,  auf  Grund  der  Projectivität  der  einander  entsprechen- 
den-Reihen  und  Büschel.  Es  wäre  {äBCD}  =  {O.BÄDX}, 
so  dass  OX  mit  OC  zusammenfallen  muss.  Und  da  die  Ereis- 
punkte  der  Ebene  bei  jeder  Drehung  des  Systems  unverändert 
bleiben,  so  sind  die  Polaren  eines  dieser  Punkte  zum  Zusam- 
menfallen zu  bringen,  und  die  Transformation  ist  vollendet. 

Äufg.  1.  Die  Geraden,  welche  den  unendlich  entfernten  Punk- 
ten im  einen  wie  im  andern  System  entsprechen,  bilden  zwei  zu 
einander  projectivische  Büschel  von  Durchmessern,  in  denen  je  zwei 
einander  entsprechen,  von  denen  der  eine  dem  unendlich  fernen 
Punkte  des  andern  zugehört;  ihre  Scheitel  sind  die  Mittelpunkte 
der  Systeme.  Die  den  Punkten  eines  Durchmessers  entsprechen- 
den Geraden  sind  einander  parallel,  und  einer  Schaar  von  Par- 
allelen entsprechen  Punkte  auf  einerlei  Durchmesser.  Unter  den 
Durchmessern  zweier  reciproken  Systeme  giebt  es  im  Allgemeinen 
nur  ein  Paar,  welche  zu  einander  rechtwinklig  sind,  und  denen 
ein  Paar  rechtwinklige  conjugirte  entsprechen;  ihre  Vereinigung 
liefert  die  Axen  der  Directrix. 

Äufg.  2.  Die  Polaren  der  Punkte  eines  Kegelschnitts  sind  die 
Tangenten  eines  andern  Kegelschnitts. 

Äufg,  3.   Man  soll  für  die  concentrische  Lage  beider  Systeme 
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den  Drehungswinkel  berechnen,  welcher  der  Transformation  des 
Textes  entspricht.  Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  sind  bei 
rechtwinkligen  Coordinaten  aus  dem  gemeinschaftlichen  Centrum 
durch 

(«11«'  +  ^nP')  «  +  («21«'  +  «22^')  y  +  «33  =  0» 

{a^^x'  +  aj^y')  X  +  {a^^X   +  a^^y)  y  +  «33  =  0, 

und  daher  für  den  unendlich  fernen  Punkt  y'  ==:  ix'  durch 

(«11  +  *«i2)  «  +  («21  +  »«22)  y  =  0, 

(«11  +  »«21) «  +  («12  +  *Ö22)  y  =  o 

dargestellt,  und  der  Winkel  dieser  letzteren  ist  somit  (Art.  25) 
durch  den  Ausdruck 


tan  B 


«11  —  ffit 


«11  +  «tt 
bestimmt. 

Oder:  Wenn  im  Allgemeinen  dem  Punkte  x'y'  des  ersten  die 
Gerade 

(ofj,  x'  +  «123/')  «  +  («21«'  +  «22^')  y  +  «13  =  0 

des  zweiten  entspricht,  so  wird  durch  Drehung  um  den  WinkeH 
die  Gleichung  dieser  Geraden 

(a^^x+a^2y){^coBO'-ysinO)+(a2iX'+a22y){x8m9+y  cosö)+«r33  =0 

oder 

/(of,,  cos  ö  +  «21  s^^  ^)  «'  "1"  («12  ^^s  ^  "f"  «22  8^^  ^)  y'}  « 

+  {(«21  COSÖ  —  «22 8^^^) «'4* («22 ^^8^  —  «12^"^^)^'}  y  +  «33  =  ^• 

Dagegen  ist  die  Gerade,  welche  dem  Punkte  x'y\  als  dem  trans- 
formirten  System  angehörig  betrachtet,  entspricht 

/(ofj,  cos  ö  +  ajj  sin  ö)  x'  +  («21  cos  Ö  —  a^  sin  0)  y'\  x 
+  {(«12  cos  ö  +  «22  BiDÖ)a?'-|"  («22<50sö  —  «nsi^^)^'}^ +  «33  =  ö. 
und  diese  Gerade  ist  mit  der  yorigen  identisch,  wenn  man  hat 

«12  cos  ö  -}-  «22  sin  0  =  «21  cos  ö  —  «,,  sin  ö 
und  somit  wie  vorher 


tan  d 


«ti  -^  «» 

«II  +  «» 


Drelandzwanzigstes  Kapitel. 

Von  der  Methode  der  reciproken  Polaren. 


38 1 .  Mittelst  der  Methode  der  reciproken  Polaren  *  *^)  wurde 
geschichüich  die  Lehre  von  der  Verwandtschaft  der  Reciproci- 
tat  and  von  dem  Dualismus  geometrischer  Wahrheiten  vorbe- 
reitet Ihre  Ergebnisse  sind  natürlich  in  denen  dieser  allgemei- 
nen Theorien  als  Specialisirungen  enthalten. 

Wenn  man  in  Bezug  auf  einen  festen  Kegelschnitt  Z*  von 
jeder  Tangente  einer  Curve  S  den  Pol  bildet,  so  ist  der  Ort 
der  Pole  von  S  eine  Curve  5,  welche  die  Polarcurve  von 
iSinBezugauf27  genannt  wird,  während  man  den  Kegel- 
schnitt 2J  als  den  Hilfskegelschnitt  oder  die  Directrix 
bezeichnet.  (Vergl.  Art.  380.)  Wir  wollen  abkürzend  sagen, 
ein  Punkt  entspreche  einer  Geraden,  um  auszudrücken,  dass  er 
der  Pol  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  Z  ist;  darin  ist  die  Aus- 
sage begründet,  dass  jeder  Punkt  von  s  einer  Tangente  von  S 
entspricht.  In  der  13.  Aufg.  des  Art.  233  ist  bereits  der  wich- 
tige Specialfall  davon  bewiesen  worden,  wonach  die  Polarcurve 
eines  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  einen  andern  Kegelschnitt 
ein  Kegelschnitt  ist. 

Der  Durchschnittspunkt  von  zwei  Tangenten  von  S  ent- 
spricht der  geraden  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte 
von  s.  Dies  folgt  aus  der  Eigenschaft  des  Kegelschnitts  2J,  nach 
welcher  der  Durchschnittspunkt  von  zwei  geraden  Linien  der 
Pol  der  Verbindungslinie  ihrer  Pole  ist.  (Art.  108.) 

Wenn  man  insbesondere  voraussetzt,  dass  die  beiden  be- 
trachteten Tangenten  der  Curve  S  einander  unendlich  nahe 
sind,  so  liegen  auch  die  entsprechenden  Punkte  von  s  einan- 
der unendlich  nahe,  und  ihre  Verbindungslinie  ist  daher  eine 
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Tangente  von  s.  Und  da  zwei  auf  einander  folgende  Tan- 
genten von  S  sich  im  Berührungspunkt  schneiden^  so  erhält 
der  letzte  Satz  die  besondere  Gestalt:  Wenn  eine  Tangente 
von  S  einem  Punkte  in  s  entspricht ,  so  entspricht  der  Be- 
rührungspunkt der  ersteren  der  Tangente  im  letzteren.  Die 
Beziehung  der  beiden  Curven  ist  daher  eine  reciproke,  d.  h. 
die  Gurve  S  kann  aus  der  Curve  s  genau  in  derselben  Weise 
abgeleitet  werden,  in  der  s  aus  S  erzeugt  ward;  dies  wird  durch 
die  Benennung  „reciproke  Polaren"  ausgedrückt. 

382.  Diesen  Relationen  gemäss  kann  man  aus  einem  auf 
Lagenyerhältnisse  bezüglichen  Satze  über  eine  Curye  S  einen 
andern  Satz  bezüglich  der  entsprechenden  Curve  s  ableiten. 
Wenn  z.  B.  eine  Anzahl  von  Punkten,  die  mit  der  Curve  S 
in  Verbindung  stehen,  in  gerader  Linie  sind,  so  gehen  hier- 
nach die  entsprechenden  Geraden,  welche  mit  der  Curve  5  ver- 
bunden sind,  durch  einen  Punkt  und  umgekehrt  (Art.  108); 
wenn  eine  mit  der  Figur  S  vereinigte  Anzahl  von  Punkten 
in  einem  Kegelschnitt  liegt,  so  berühren  die  ihnen  entspre- 
chenden Geraden  die  Polarcurve  dieses  Kegelschnitts  in  Be- 
zug auf  Z*;  und  allgemein,  wenn  der  Ort  eines  mit  S  irgendwie 
verbundenen  Punktes  eine  Curve  S'  ist,  so  ist  die  Enveloppe 
der  entsprechenden  mit  s  verbundenen  Geraden  die  reciproke 
Polare  s'  von  S\ 

Die  Ordnung  der  Polarreciproken  einer  Curve 
ist  der  Classe  der  Curve  gleich  (Art.  77),  d.  h.  gleich 
<ler  Zahl  der  Tangenten,  welche  von  irgend  einem  Punkte  an 
dieselbe  gezogen  werden  können.  Denn  ^ie  Ordnung  von  s 
ist  gleich  der  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen  eine  beliebige 
Gerade  die  Curve  s  schneidet,  und  denselben  entspricht  in  der 
reciproken  Figur  S  die  gleiche  Anzahl  der  Tangenten  von  S, 
welche  durch  den  jener  Geraden  entsprechenden  Punkt  gehen. 
So  können,  wenn  S  ein  Kegelschnitt  ist,  an  diesen  nur  zwei 
reelle  oder  imaginäre  Tangenten  von  irgend  einem  Punkte 
aus  gezogen  werden  (Art.  106),  und  in  Folge  dessen  schneidet 
eine  beliebige  Gerade  die  Curve  s  nur  in  zwei  reellen  oder 
imaginären  Punkten,  d.h.  die  Polarreciproke  eines  Kegelschnitts 
ist  eine  Curve  zweiter  Ordnung. 

Einige  Beispiele  werden  zeigen,  wie  in  dem  Falle  zweier 
Kegelschnitte  mittelst  dieser  Methode  aus  einem  bekannten 
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Satze  ein  neuer  abgeleitet  werden  kann.  Nach  dem  Satze  von 
Pascal  liegen  die  Durchschnittspunkte  AB,  DE*^  BC,  EF] 
CDy  FA  der  drei  Paare  von  Gegenseiten  in  jedem  einem 
Kegelschnitt  iS  eingeschriebenen  Sechseck  ABCDEFm  einer 
Geraden.  Daraus  folgt,  dass  in  einem  dem  Kegelschnitt  s  um- 
geschriebenen Sechsseit  ahcdef  die  Verbindungslinien  ah, 
de]  etc.  der  drei  Paare  von  Gegenecken .  durch  einen  Punkt 
gehen.  (Art  281.)  So  ergiebt  sich  aus  dem  Pascarschen  der 
Brianchon'sche  Satz  auch  durch  die  Theorie  der  reciproken 
Polaren,  ganz  so  wie  nachdem  allgemeinen  Princip  der  Dualität. 

Durch  die  Nebeneiuanderstellung  einiger  Sätze  mit  ihren 
Reciproken  soll  im  Folgenden  Gelegenheit  zur  Anwendung  und 
Uebung  dieser  Methode  gegeben  werden:  die  Operation  der 
Bildung  des  reciproken  Satzes  wird  sich  als  ein  rein  mecha- 
nischer Process  der  Vertauschung  von  Worten  wie  Punkt  uud 
Linie,  eingeschrieben  und  umgeschrieben^  Ort  und  Enveloppe,  etc. 
erweisen. 


1.  Wenn  zwei  Ecken  eines  Drei- 
ecks sich  auf  festen  geraden  Linien 
bewegen,  während  die  Seiten  sich 
um  feste  Punkte  drehen,  so  ist 
der  Ort  der  dritten  £cke  ein  Ke- 
gelschnitt.  (Art.  285,  3.) 

3.  Der  bezeichnete  Ort  ist  eine 
gerade  Linie,  wenn  die  festen 
Punkte  der  Seiten  in  einer  geraden 
Linie  liegen.   (Art.  47,  2.) 

5.  In  welchem  andern  Falle 
wird  derselbe  Ort  zur  geraden 
Linie?   (Art.  47,  3.) 


2.  Wenn  zwei  Seiten  eines  Drei- 
ecks durch  feste  Punkte  gehen, 
während  die  Ecken  sich  in  festen 
geraden  Linien  bewegen,  so  ist 
die  Enveloppe  der  dritten  Seite 
ein  Kegelschnitt. 

4.  Die  bezeichnete  Enveloppe 
ist  ein  Punkt,  wenn  die  festen 
geraden  Linien  der  Ecken  in  einem 
Punkte  zusammenlaufen. 

6.  In  welchem  andern  Falle 
wird  dieselbe  Enveloppe  zum 
Punkt?   (Art.  50,  3.) 


Wenn  zwei  Kegelschnitte  sich  berühren,  so  berühren  sich  auch 
die  Reciproken  derselben ;  denn  da  die  ersteren  einen  Punkt  und 
die  zugehörige  Tangente  gemein  haben,  so  müssen  die  letztem 
eine  Tangente  imd  den  zugehörigen  Berührungspunkt  gemein  haben. 
Ebenso :  Wenn  zwei  Kegelschnitte  mit  einander  in  doppelter  Be- 
rührung sind,  so  sind  es  auch  ihre  Beciproken.    (Vgl.  Art.  358.) 


7.  Wenn  ein  Dreieck  einem 
Kegelschnitt  umgeschriebenbleibt 
und  zwei  seiner  Ecken  in  festen 
geraden  Linien  fortschreiten,  so 
beschreibt  die  dritte  Ecke  einen 
Kegelschnitt,   welcher  mit  dem 


8.  Wenn  ein  Dreieck  einem 
Kegelschnitt  eingeschrieben  bleibt 
und  zwei  von  seinen  Seiten  sich 
um  feste  Punkte  drehen,  so  um- 
hüllt die  dritte  Seite  einen  Ke- 
gelschnitt, welcher  mit  dem  ge- 
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gegebenen  in   doppelter  Berüh- 
rung ist.    (Art.  307,  4.) 


gebenen  in  doppelter  Berührung 
ist.    (Art.  307,  5.) 


383.   Wir  haben  im  Art.  381  bewiesen,  dass,  wenn  zwei 
Punkte  P,  P'  in  S  den  Tangenten  ptypt'  an  s  entsprechen, 

auch  die  Tangenten  in  P  und 
P'  den  'Berührungspunkten  p\  p 
entsprechen,  und  dass  somit  der 
Durchschnittspunkt  Q  derselben 
der  Berührungssehne  der  letzten 
pp'  entspricht  Wir  schliessen 
daraus,  dass  einem  Punkte 
Q  und  seiner  Polare  PP* 
in  Bezug  auf  iS  eine  gerade 
Linie  pp'  und  ihr  Pol  q  in  Bezug  auf  s  entspricht 


1.  Wenn  von  einemEegelschnitt 
zwei  Punkte  und  zwei  Tangen- 
ten gegeben  sind,  so  geht  die 
Verbindungslinie  der  Berührungs- 
punkte dieser  Tangenten  durch 
einen  oder  den  andern  von  zwei 
festen  Punkten.    (Art.  317,  1.) 

3.  Die  Polaren  eines  festenPunk- 
tes  in  Bezug  auf  alle  demselben 
Viereck  umgeschriebenen  Kegel- 
schnitte bilden  ein  Strahlbüschel. 
(Art.  113,  2.) 

ö.  Der  Ort  des  Pols  einer  festen 
geraden  Linie  in  Bezug  auf  alle 
durch  dieselben  vier  Punkte  ge- 
henden Kegelschnitte  ist  ein  Ke- 
gelschnitt.   (Art,  309,  1.) 

7.  Die  drei  geraden  Linien, 
welche  die  Ecken  eines  Dreiecks 
mit  den  entsprechenden  Ecken  sei- 
nes in  Bezug  auf  einenKegelschnitt 
gebildeten  Polardreiecks  verbin- 
den, gehen  durch  einen  Punkt. 
(Art.  130,  309,  6;  351.) 

9.  Man  soll  einem  Kegelschnitt 


2.  Wenn  von  einemKegelschnitt 
zwei  Tangenten  und  zwei  Punkte 
gegeben  sind,  so  liegt  der  Dnrch- 
schnittspunkt  der  Tangenten  in< 
diesen  Punkten  stets  auf  der  einen 
oder  der  andern  von  zwei  festen 
Geraden. 

4.  Die  Pole  einer  festen  Gera- 
den in  Bezug  auf  alle  demselben 
Vierseit  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitte bilden  eine  geradlinige 
Punktreihe. 

6.  Die  Enveloppe  der  Polare 
eines  festen  Punktes  in  Bezog 
auf  alle  dieselben  vier  geraden 
Linien  berührenden  Kegelsdmitte 
ist  ein  Kegelschnitt. 

8.  Die  drei  Durchschnittspunkte 
der  entsprechenden  Seiten  eines 
Dreiecks  und  seines  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  gebildeten  Po- 
lardreiecks liegen  in  einer  geraden 
Linie,    (Art.  351;  Art.  60,  3.) 

10.  Man  soll  einem  Kegelschnitt 
ein  Dreieck  einbeschreiben,  des- 1  ein  Dreieck  umschreiben,  dessen 
sen  Seiten  durch  drei  gegebene  |  Ecken  auf  drei  gegebenen  Geraden 
Punkte  gehen.    (Art.  307,  9.)      |  liegen. 
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384.  Wenn  zwei  Eegelschnitte  S  und  S'  und  ihre  Reci- 
proken  $  und  s'  gegeben  sind,  so  entsprechen  den  vier  Punk- 
ten AyByCfDy  wclchc  die  ersten  (S,  S')  mit  einander  ge- 
mein haben^  die  vier  Tangenten  a^b^  c,  d,  welche  den  letztern 
(s,  s')  gemeinschaftlich  sind  und  den  sechs  Sehnen  AB,  CD] 
ACjJBD]ADjBC^  welche  jene  Durchschnittspunkte  mit  ein- 
ander yerbinden,  die  sechs  Schnittpunkte  ah,  cd]  ac,  bd] 
adj  bc  dieser  gemeinschaftlichen  Tangenten;  d.  h.  dem  voll- 
ständigenViereck  der  erstem  das  voIlständigeVier- 
seit  der  letztern. 

Denken  wir  die  Eegelschnitte  S,  s  und  27,  so  entsprechen 
den  gemeinsamen  Punkten  oder  Tangenten  von  27  mit  s  als 
ihren  Tangenten  oder  Berührungspunkten  für  27  die  gemein- 
schaftlichen Tangenten  oder  Punkte  von  27  mit  S\  somit 
haben  die  drei  Eegelschnitte  S,  s  und  27  ein  gemeinschaft- 
liches Tripel  harmonischer  Pole.    (Vergl.  Art.  356;  1.) 

Wären  S  und  s  gegeben,  so  kann  der  Eegelschnitt  27  nur 
einer  von  den  vier  Eegelschnitten  sein,  welche  durch  das  ge- 
meinsame Tripel  harmonischer  Pole  und  die  fernere  Bedingung 
bestimmt  sind,  dass  einer  der  vier  gemeinsamen  Punkte  A  von 
Sy  s  der  Pol  zu  einer  ihrer  vier  gemeinsamen  Tangeuten  a,  b,  c 
oder  d  in  Bezug  auf  ihn  sein  muss. 

Es  giebt  also  vier  Eegelschnitte,  bezüglich  wel- 
cher zwei  gegebene  S  und  s  einander  polarreciprok 
sind.  (Vergl.  Art.  356,5.) 


1.  Wenn  drei  Eegelschnitte 
zwei  gemeinschaftliche  Tangenten 
haben,  oder  wenn  sie  alle  mit 
einem  vierten  Eegelschnitt  in  dop- 
pelter Berührung  sind,  so  gehen 
die  sechs  Durchscbnittssehnen  der- 
selben viermal  zu  je  dreien  durch 
einen  Punkt.  (Art.  280.)  Man 
darf  diese  Punkte  als  die  vier  Ba- 
dicalcentra  der  drei  Eegelschnitte 
bezeichnen,  welche  denselben  vier- 
ten Eegelschnitt  doppelt  berühren. 

3.  Wenn  zwei  Eegelschnitte 
si^h  berühren,  so  schneiden  sich 
die  Tangenten  derselben  in  den 


2.  Wenn  drei  Eegelschnitte 
zwei  gemeinschaftliche  Punkte  ha- 
ben, oder  wenn  sie  alle  mit  einem 
vierten  Eegelschnitt  in  doppelter 
Berührung  sind,  so  liegen  die  sechs 
Durchschnittspunkte  ihrer  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  vier- 
mal zu  je  dreien  in  einer  Geraden. 
Man  kann  diese  Geraden  als  die 
vier  Aehnlichkeitsaxen  der  drei 
Eegelschnitte  benennen,  welche 
denselben  vierten  Eegelschnitt 
doppelt  berühren.  (Vgl.  Art.  147.) 

4.  Wenn  zwei  Eegelschnitte 
sich  berühren,  so  gehen  die  Ver- 
bindungslinien der  Berühnmgs- 
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Endpunkten  einer  durch  den  Be- 
rührungspunkt gehenden  Sehne 
in  der  gemeinschaftlichen  Sehne 
der  Kegelschnitte. 

5.  Wenn  man  durch  einen 
Schnittpunkt  der  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  zweier  Kegel- 
schnitte zwei  beliehige  Sehnen 
zieht,  so  schneiden  sich  die  Ver- 
bindungslinien ihrer  Endpunkte 
in  einer  oder  der  andern  von  den 
gemeinschaftlichen  Sehnen  der 
Kegelschnitte.  (Art.307,  Aufg.  3.) 

7.  Wenn  die  Kegelschnitte  Ä 
und  B  beide  mit  dem  Kegelschnitt 
8  in  doppelter  Berührung  sind, 
so  schneiden  sich  ihre  Berührungs- 
sehnen mit  S  und  ihre  Durch- 
Bchnittssehnen  mit  einander  in 
einem  Punkte  und  bilden  ein  har- 
monisches Büschel.  (Art.  279.) 


punkte  ihrer  Tangenten  aus  einem 
Punkte  ihrer  gemeinsamen  Tan- 
gente durch  den  Schnittpunkt  der 
gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
Kegelschnitte. 

6.  Wenn  man  in  einer  gemein- 
schaftlichen Sehne  zweier  Kegel- 
schnitte zwei  Punkte  wählt,  so 
liegen  die  Durchschnittspunkte 
der  von  ihnen  ausgehenden  Tan- 
genten in  geraden  Linien,  welche 
durch  einen  oder  den  anderen  von 
den  Schnittpunkten  der  gemein- 
schaftlichen Tangenten  beider 
Kegelschnitte  gehen. 

8.  Wenn  die  Kegelschnitte  Ä 
und  B  mit  dem  Kegelschnitt  S 
in  doppelter  Berührung  sind,  so 
liegen  die  Durchschnittspunkte 
ihrer  respective  mit  S  gemein- 
schaftlichen Tangenten  und  die 
der  Paare  ihrer  gemeinschaftlichen 
Tangenten  in  einer  geraden  Linie 
und  bilden  eineharmonischeBeihe. 
(Art.  319,  1.) 

10.  Wenn  die  Kegelschnitte 
Ä,  B,'  C  den  Kegelschnitt  S  je 
doppelt  und  überdies  A  und  B 
beide  C  einfach  berühren^  so  geht 
die  Verbindungslinie  der  Berüh- 
rungspunkte durch  einen  Schnitt- 
punkt der  gemeinsamen  Tangen- 
ten von  Ä  und  B. 

Von  den  vorigen  Sätzen  aus  gelangt  man  ganz  wie  im  Art.  151 
von  denen,  welche  ihnen  in  der  Theorie  von  drei  KJreisen  ent- 
sprechen, zur  geometrischen  Auflösung  des  Problems,  welches  dem 
des  Apollonius  bei  den  Kegelschnitten  analog  ist:  Zu  drei  demsel- 
ben Kegelschnitt  eingeschriebenen  Kegelschnitten  denjenigen  vierten 
zu  bestimmen,  der  gleichfalls  diesem  eingeschrieben  ist  Man  er- 
hält dieselbe  Auflösung,  welche  wir  in  der  Aufg.  1  des  Art.  359 
analytisch  entwickelt  haben. 

385.  Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass  der  Hilfskegel- 
schnitt Z*  ein  vollkommen  beliebiger  Kegelschnitt  sei;  man 
pflegt  denselben  jedoch  zumeist  als  einen  Kreis  anzunehmen^ 
und  wir  wollen  darum  im  Folgenden  überall,  wo  von  Polar- 


9.  Wenn  die  Kegelschnitte 
Ä^  B,  C  den  Kegelschnitt  S  Je 
doppelt  und  überdies  Ä  und  B 
beide  Ceinfach  berühren,so  schnei- 
den sich  die  Tangenten  in  den 
Berührungspunkten  in  einer  ge- 
meinschaftlichen Sehne  von  Ä 
und  B. 


Die  Polarreciprocität  in  Bezug  auf  einen  Kreis.   385.        623 


curyen  ohne  weiteren  Beisatz  die  Rede  ist;  Polarcurven 
in  Bezug  auf  einen  Kreis  verstanden  denken. 

Wir  wissen  aus  Art.  121.  dass  die  Polare  eines  Punktes  in 
Bezug  auf  einen  Kreis  zur  "^^rbindungslinie  dieses  Punktes  mit 
dem  Centrum  normal  ist;  und  dass  das  Product  der  Entfernungen 
des  Punktes  und  seiner  Polare  vom  Centrum  dem  Quadrat  des 

Radius  gleich  ist.  Darnach  lässt 
sich  die  Relation  zwischen  Po- 
larcurven in  Bezug  auf  einen 
Kreis  auch  wie  folgt  aussprechen : 
Wenn  man  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  0  auf  eine 
jede  Tangente  der  CurveS 
eine  Normale  OT  fällt  und 
sie  so  weit  verlängert,  dass 
dasRechteck  der  Segmente 
OT.Op  einen  constanten  Werth  Ic^  erhält,  so  ist 
der  Ort  der  Punkte  p  eine  Curve  s,  welche  die  re- 
ciproke  Polare  von  S  genannt  wird.  Denn  dies  ist  mit 
der  Bestimmung  gleichbedeutend,  dass  p  der  Pol  von  PT  in 
Bezug  auf  einen  Kreis  vom  Centrum  0  und  Radius  Je  ist.  Die 
Tangente  pt  entspricht  daher  nach  Art.  381  dem  Berührungs- 
punkt P,  d.  h.  OP  ist  rechtwinklig  zu  pt  und  OP .  Ot  =  k^. 
Man  findet,  dass  eine  Veränderung  der  Grösse  h  zwar 
die  Stelle,  aber  nicht  die  Form  von  s  ändert,  die  in  den  meisten 
Fällen  uns  allein  angeht.  Darum  kann  in  dieser  Anschauungs- 
weise von  der  Relation  der  Polarcurven  die  Beziehung  auf  den 
Kreis  sogar  ganz  unterdrückt  werden,  und  s  kann  als  die  Reci- 
proke  von  S  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  bezeichnet  werden, 
den  man  für  diesen  Fall  als  den  Ursprung  der  Reciprocität 
bezeichnet.  Die  mit  der  Anwendung  des  Kreises  als  Hilfskegel- 
schnitt verbundenenVortheile  entspringen  zumeist  aus  den  beiden 
folgenden  Sätzen,  die  aus  dem  bisher  Gesagten  hervorgehen, 
und  erlauben,  dass  man  mit  Hilfe  dieser  Methode  ausser  Sätzen 
über  die  Lage  der  Figuren  auch  solche  transformire,  welche 
metrische  Relationen  von  Linien  und  Winkeln  enthalten:  Die 
Entfernung  eines  Punktes  .W  vom  Ursprung  ist  der 
reeiproke  Werth  der  Entfernung  des  letzteren  von 
der  entsprechenden  Geraden  j)^.    Der  von  zwei  be- 
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ten  eines  Kreises,  welche  sich  unter 
einem  gegebenen  Winkel  schnei- 
den, ist  ein  concentrischer  Kreis. 


gelschnitts,  deren  BerQbrongsseh- 
nen  am  Brennpunkt  einen  gege- 
benen Winkel  spannen,  ist  ein  Ke- 
gelschnitt von  demselben  Brenn- 
punkt und  derselben  Directrix. 
14.  Wenn  eine  feste  gerade 
Linie  eine  Beihe  von  Kegelschnit- 
ten schneidet^die  denselben  Brenn- 
punkt und  dieselbe  Directrix  ha- 
ben, so  ist  die  Enveloppe  der  in 
den  Durchschnittspunkten  an  diese 
Kegelschnitte  gelegten  Tangenten 
ein  Kegelschnitt  von  demselben 
Brennpunkte,  welcher  sowohl  die 
'  feste  gerade  Linie  als  die  gemein- 
!  schaftliche  Directrix  berührt. 

Wenn  wir  die  gerade  Linie  in  unendlicher  Entfernung  vor- 
aussetzen ^  so  ergiebt  sich  als  ein  specieller  Fall  des  Satzes  14, 
dass  die  Enveloppe  der  Asymptoten  aller  derjenigen  Hyperbeln, 
die  denselben  Brennpunkt  und  dieselbe  Directrix  haben,  eine  Pa- 
rabel ist,  die  denselben  Brennpunkt  hat  und  die  gemeinschaftliche 
Directrix  berührt. 


1 3.  Wenn  man  von  einem  festen 
Punkte  an  eine  Beihe  concentri- 
scher Kreise  Tangenten  zieht,  so 
ist  der  Ort  der  Berührungspunkte 
ein  durch  den  festen  Punkt  und 
das  gemeinschaftliche  Centrum 
gehender  Kreis. 


15.  Wenn  durch  einen  Punkt 
eines  Kreises  zwei  zu  einander 
rechtwinkligeSehnen  gezogen  wer- 
den, so  geht  die  Verbindungslinie 
ihrer  Endpunkte  durch  das  Cen- 
trum desselben. 

Wir  sagen  ,;eine  Parabel",  weil  die  Polare  des  Kreises  in  Be- 
zug auf  den  Punkt;  von  welchem  die  Sehnen  ausgehen  als  auf 
einen  Punkt  seiner  Peripherie,  eine  Parabel  ist.   (Art.  385.) 


16.  Der  Ort  der  Durchschnitts- 
punkte derjenigen  Tangenten  einer 
Parabel,  welche  einander  recht- 
winklig durchschneiden,  ist  die 
Directrix. 


17.  Die  Enveloppe  einer  Sehne 
im  Kreise,  welche  an  einem  ge- 
gebenen Punkte  seiner  Peripherie 
einen  vorgeschriebenen  Winkel 
spannt,  ist  ein  concentrischer  Kreis. 


19.  Wenn  die  Basis  und  der 
Winkel  an  der  Spitze  eines  Drei- 
ecks gegeben  sind,  so  ist  der  Ort 
der  Spitze  ein  Kreis,  welcher  durch 
die  Endpunkte  der  Basis  geht. 


18.  Der  Ort  der  Durchschnitis- 
punkte  deQenigen  Tangenten 
einer  Parabel,  welche  einander 
unter  gegebenem  Winkel  schnei- 
den, ist  ein  Kegelschnitt,  der  den- 
selben Brennpunkt  und  dieselbe 
Directrix  hat. 

20.  Wenn  von  einem  Dreieck 
zwei  Seiten  nach  ihrer  Lage  und 
der  von  der  Basis  an  einem  be- 
stimmten Punkte  gespannte  Win- 
kel gegeben  sind,  so  ist  die  En- 
veloppe der  Basis  ein  Kegelschnitt, 
von   welchem  dieser  Punkt  ein 
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Reihe  von  Eigenschaften;  vtrelche  sich  auf  die  Grösse 
von  Winkeln  beziehen. 


1.  Zwei  Tangenten  eines  Krei- 
ses machen  mit  ihrer  Berührungs- 
sehne  gleiche  Winkel  — 


2.  Die  gerade  Linie,  welche 
vom  Brennpunkt  eines  Kegel- 
schnitts nach  dem  Durchschnitts- 
punkt  zweier  Tangenten  dessel- 
ben gezogen  wird,  halbirt  den 
Winkel,  welchen  ihre  Berührungs- 
sehne  am  Brennpunkt  spannt. 
(Art.  199.) 

Denn  der  Winkel  zwischen  einer  Tangente  PQ  (Fig. 
S.  623)  nnd  der  Berührungssehne  PP'  ist  dem  Winkel  gleich, 
der  am  Brennpunkt  von  den  entsprechenden  Punkten  p,  q  ge- 
spannt wird;  ebenso  ist  der  Winkel  QP'P  dem  von  p'  und 
q  am  Brennpunkte  gespannten  Winkel  gleich;  und  wegen 
QPP'  =  QP'P  ist  daher  pOq  =pOq. 


3.  Jede  Tangente  eines  Krei- 
ses ist  senkrecht  auf  der  Verbin- 
dungslinie ihres  Berührungspunk- 
tes mit  dem  Centrum. 


4.  Jeder  Punkt  eines  Kegel- 
schnitts fasst  mit  dem  Darch- 
schnittspunkt  der  ihm  entspre- 
chenden Tangente  mit  der  Direc- 
trix  am  Brennpunkt  einen  rech- 
ten Winkel. 

Wir  erinnern  dabei ,  dass  die  Directrix  des  Kegelschnitts  dem 


Centrum  des  Kreises  entspricht. 

5.  Jede  gerade  Linie  ist  senk- 
recht zu  der  geraden  Verbindungs- 
linie ihres  Pols  mit  dem  Centrum 
des  Kreises. 

7.  Die  gerade  Linie^welche  einen 
Punkt  mit  dem  Centrum  eines 
Kreises  verbindet,  macht  mit  den 
durch  diesen  Punkt  an  den  Kreis 
gezogenen  Tangenten  gleiche  Win- 
kel. 


9.  Der  Ort  des  Darchschnitts- 
punktes  derjenigen  Tangenten 
eines  Kreises,  die  einander  unter 
gegebenem  Winkel  schneiden,  ist 
ein  concentrischer  Kreis. 

11.  Die  Enyeloppe  der  Berüh- 
rungssehnen derjenigen  Tangen- 


6.  Jeder  Punkt  fasst  mit  dem 
Durchschnittspunkt  seiner  Polare 
mit  der  Directrix  einen  rechten 
Winkel  am  Brennpunkt. 

8.  Die  gerade  Verbindungslinie 
des  Durchschnittspunktes  einer 
Geraden  und  der  Directrix  mit 
dem  Brennpunkt  halbirt  den  Win- 
kel zwischen  den  Radien  vectoren 
der  Punkte,  in  welchen  die  ge- 
gebene gerade  Linie  den  Kegel- 
schnitt schneidet. 

10.  Die  Enveloppe  der  Sehnen 
eines  Kegelschnitts,  welche  einen 
gegebenen  Winkel  am  Brennpunkt 
spannen,  ist  ein  Kegelschnitt  von 
dem  nämlichen  Brennpunkt  und 
derselben  Directrix.  (Art.  310, 3.) 

12.  Der  Ort  der  Durchschnitts- 
punkte der  Tangenten  eines  Ke- 


Salmon-Fiedler,  anal.  Oeom.  d.  Kegelichn.  4.  Anfl. 
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gelscbnitts,  deren  Berübrungsseh- 
nen  am  Brennpunkt  einen  gege- 
benen Winkel  spannen,  ist  ein  Ke- 
gelschnitt von  demselben  Brenn- 
punkt und  derselben  Directrix. 

14.  Wenn  eine  feste  gerade 
Linie  eine  Beihe  von  Kegelschnit- 
ten 8chneidet;die  denselben  Brenn- 
punkt und  dieselbe  Directrix  ha- 
ben, so  ist  die  Enveloppe  der  in 
den  Durchschnittspunkten  an  diese 
Kegelschnitte  gelegten  Tangenten 
ein  Kegelschnitt  von  demselben 
Brennpunkte,  welcher  sowohl  die 
feste  gerade  Linie  als  die  gemein- 
i  schaftliche  Directrix  berührt. 

Wenn  wir  die  gerade  Linie  in  unendlicher  Entfernung  vor- 
aussetzen;  80  ergiebt  sich  als  ein  specieller  Fall  des  Satzes  14, 
dass  die  Enveloppe  der  Asymptoten  aller  derjenigen  Hyperbeln, 
die  denselben  Brennpunkt  und  dieselbe  Directrix  haben,  eine  Pa- 
rabel ist,  die  denselben  Brennpunkt  hat  und  die  gemeinschaftliche 
Directrix  berührt. 


ten  eines  Ejreises,  welche  sich  unter 
einem  gegebenen  Winkel  schnei- 
den, ist  ein  concentrischer  Kreis. 


13.  Wenn  man  von  einem  festen 
Punkte  an  eine  Beihe  concentri- 
scher Kreise  Tangenten  zieht,  so 
ist  der  Ort  der  Berührungspunkte 
ein  durch  den  festen  Punkt  und 
das  gemeinschaftliche  Centrum 
gehender  Kreis. 


15.  Wenn  durch  einen  Punkt 
eines  Kreises  zwei  zu  einander 
rechtwinkligeSehnen  gezogen  wer- 
den, so  geht  die  Verbindungslinie 
ihrer  Endpunkte  durch  das  Cen- 
trum desselben. 

Wir  sagen  j^eine  Parabel",  weil  die  Polare  des  Kreises  in  Be- 
zug auf  den  Punkt;  von  welchem  die  Sehnen  ausgehen  als  auf 
einen  Punkt  seiner  Peripherie,  eine  Parabel  ist.   (Art.  385.) 


16.  Der  Ort  der  Durchschnitts - 
punkte  derjenigen  Tangenten  einer 
Parabel,  welche  einander  recht- 
winklig durchschneiden;  ist  die 
Directrix. 


17.  Die  Enveloppe  einer  Sehne 
im  Kreise,  welche  an  einem  ge- 
gebenen Punkte  seiner  Peripherie 
einen  vorgeschriebenen  Winkel 
spannt,  ist  ein  concentrischerKreis. 


19.  Wenn  die  Basis  und  der 
Winkel  an  der  Spitze  eines  Drei- 
ecks gegeben  sind,  so  ist  der  Ort 
der  Spitze  ein  Kreis^  welcher  durch 
die  Endpunkte  der  Basis  geht. 


1 8.  Der  Ort  der  Durchschnitts- 
punkte deQenigen  Tangenten 
einer  Parabel ,  welche  einander 
unter  gegebenem  Winkel  schnei- 
den, ist  ein  Kegelschnitt,  der  den- 
selben Brennpunkt  und  dieselbe 
Directrix  hat. 

20.  Wenn  von  einem  Dreieck 
zwei  Seiten  nach  ihrer  Lage  und 
der  von  der  Basis  an  einem  be- 
stimmten Punkte  gespannte  Win- 
kel gegeben  sind,  so  ist  die  En- 
veloppe der  Basis  ein  Kegelschnitt, 
von   welchem  dieser  Punkt  ein 
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Brennpankt  ist,  und  der  die  bei- 
den gegebenen  Seiten  berührt. 
21  Der  Ort  dea  Doidisdinitts- ,  22.  Die  Enveloppe  der  Sehne 
pmktea  der  Tangenten  einer  El-  eines  Kegelschnitts ,  welche  an 
lipse  oder  Hyperbel,  welche  ein-  einem  gegebenen  Punkte  einen 
ander  rechtwinklig  schneiden,  ist  rechten  Winkel  spaimt,  ist  em 
ein  Kreia.  Kegelschnitt,  welcher  diesenPunkt 

^m  Brennpunkt  hat. 
Im  Art.  156  bewiesen  wir  den  Satz:  Wenn  man  von  einem 
Punkt  in  der  Peripherie  eines  Kreises  auf  die  Seiten  «"»«süim 
eingeschriebenen  Dreiecks  Perpendikel  fiült,  so  l'«f  ^'""^ J^^^:!" 
punkte  in  einer  geraden  Linie.   Wenn  wir  jenen  P«?^*  »*^\':J: 
sprang  der  Beciprocit«t  wählen,  so  entspricht  dem  in  «1«»  n.rei. 
eingeschriebenen  Dreieck  ein  Dreieck,  welches  emer  Parabel  um- 
geschrieben ist;  es  entspricht  auch  dem  Fusspunkt  deraul  «ne 
Lade  Linie  gdUlten  Senkrechten  die  durch  den  «nteprechenden 
Pmdrt  senkredit  zu  seiner  Verbindungslinie  mit  dem  ^Tsprung  ge- 
zogene Gerade,  so  dass  wir  den  Satz  erhalten:  Wenn  wir  d«  ^-cten 
eines  Dreiecks,  welches  einer  Parabel  umgeschrieben  »s»'  f»«  ^ 
Brennpunkt  derselben  verbinden  und  in  jenen  E*=^P^J^"  !? 
diesen  Verbindungslinien  Senkrechte  errichten,  so  ««?»«^.*«^^^'^^ 
denselben  Punkt    Wenn  man  daher  über  der  Verbindi^lime 
dieses  Punktes  mit  dem  Brennpunkt  als  D««^«"«^^"  J^^^f^S! 
beschreibt,  so  geht  derselbe  durch  die  Ecken  des  ^^S'^^^^;^, 
Dreiecks.    Und  somit:  Wemi  drei  Tangenten  einer  P«^jlg«!. 
ben  sind,  so  ist  der  Ort  des  Brennpunktes  derselben  der  dem  Drei 
eck  der  Tangenten  umgeschriebene  Kreis.    C^^rt.  -ädi,  ^us.  *.j 

23.  Der  Ort  des  Fusspunktes,      24.  Wenn  man  vonirgend  einem 
der  Senkrechten  (oder  gleichge-,  Punkte  aus  nach  einem  Kreise^ 
neigtenGeraden)vomBrämpunktlrade    Linien    zieWundm  den 
einSipseoderHyperbel  auf  die !  Endpunkten  d?'?«JJ'«°S^^^^^^ 
Tangente^erselben^t  ein  Kreis,  (f -^iXp^aTesrÄ:: 

ein  Kegelschnitt,  der  den  festen 
Punkt  zu  seinem  Brennpunkt  hat. 

387.    Nachdem  wir  im  letzten  Art.  die  Methode    na^h 
welcher  auf  Winkel  bezügliche  Sätze  transformirt  ''ejden  hm 
reichend  durch  Beispiele  erläutert  haben  gehen  wir^azu  über 
zu  zeigen,  in  welcher  Wei.e  Sätze  *""?  ^^^^^ 
den,  if  welchen  die  Grössen  von  d-h  d- ür^P-g 
gehenden  geraden  Linien  auttreien.    o 
mationen  g^hehen  auf  Grund  des  ersten  S^'J^««  «"mf  (o£ 
Wir  wählfn  als  ein  Beispiel  den  Satz,  dajs  d^  Summ    H« 
die  Differenz,  wenn  der  Ursprung  ausserhalb  des  Kreises  Uegtj 
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der  SeDkrechten^  die  vom  Ursprung  auf  ein  Paar  paralleler 
Tangenten  eines  Kreises  gefallt  werden  können,  constant  und 
dem  Durchmesser  des  Kreises  gleich  ist.  Nun  entsprechen  zwei 
parallelen  Linien  zwei  Punkte  in  einer  durch  den  Ursprung 
gehenden  Geraden,  und  man  erhalt  den  Satz:  Die  Summe  der 
reciproken  Werthe  der  Segmente  einer  Pocal- Sehne  in  der 
Ellipse  ist  constant.  « 

Ans  Art.  2()1;  1  wissen  wir,  dass  diese  Summe  dem  vier- 
fachen reciproken  Werth  des  Parameters  der  Ellipse  gleich 
ist,  und  da  das  gegenwärtige  Beispiel  lehrt,  dass  dieselbe  nur 
vom  Durchmesser  und  nicht  von  der  Lage,  des  reciproken 
Kreises  abhängig  ist,  so  ist  zu  schliessen,  dassdierecipro- 
ken  Curven  gleicher  Kreise  in  Bezug  auf  irgend 
einen  Ursprung  denselben  Parameter  haben. 


1.  Das  Bechteck  der  Segmente 
jeder  durch  den  Ursprung  gezo- 
genen Sehne  eines  Kreises  ist  con- 
stant. 


2.  Das  Rechteck  aus  den  Senk- 
rechten, die  man  vom  Brennpunkt 
auf  zwei  parallele  Tangenten  fal- 
len kann,  ist  constant. 

Daher  ist  mit  der  durch  den  Ursprung  an  einen  Kreis  zn 
ziehenden  Tangente  auch  die  conjngirte  Axe  der  reciproken  Hy- 
perbel gegeben. 

Der  Satz,  dass  die  Summe  der  Entfernungen  eines  Ellipsen- 
punktes  von  den  Brennpunkten  constant  ist,  kann  ausgedrückt  wer- 
den, wie  folgt: 


3.  Die  Summe  der  Entfernungen 
des  Brennpunktes  von  den  Berüh- 
rungspunkten paralleler  Tangen- 
ten ist  constant. 


4.  Die  Summe  der  reciproken 
Werthe  der  Senkrechten,  welche 
man  von  einem  beliebigen  Punkte 
aus  auf  solche  zwei  Tangenten 
eines  Kreises  fUllen  kann,  deren  Be- 
rübrungssehne  durch  jenen  Punkt 
geht,  ist  constant. 

388.  Jede  homogene  Gleichung  zwischen  den  Längen  der 
Perpendikel  FA,  P£,  etc.,  die  von  einem  veränderlichen  Pimkte 
P  auf  feste  Gerade  gefallt  werden,  kann  so  transformirt  wer« 
den,  dass  wir  eine  homogene  Relation  zwischen  den  Perpen- 
dikeln ap,pb,  etc.  erhalten,  die  von  den  den  festen  Geraden 
entsprechenden  festen  Punkten  a,  b,  etc.  auf  die  veränderliche 
Gerade  gefällt  werden,  die  dem  Punkte  P  entspricht  Denn 
wir  haben  die  Gleichung  nur  durch  eine  Potenz  von  0I\ 
der  Dis^nz  des  Ursprungs  vom  Punkte  P,  zu  dividiren,  um 
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dann  nach  Art.  131  für  jedes  Verhältniss  PA  :  OP  das  gleich- 
werthige  ap  :  Oa  zu  substituiren. 

Wenn  z.  B.  PA,  PB,  PC,  PD  die  vom  beweglichen 
Punkte  eines  Kegelschnitts  auf  die  Seiten  eines  eingeschrie- 
benen Vierecks  gefällten  Perpendikel  sind^  so  ist 

PA.PC^^k.PB.PD 
(Art.  288).    Die  Division  jedes  Factors  mit  oP  und  die  ange- 
gegebene  Substitution  liefert  die  Relation 

ap     cp    7  Dp      dp 

T)a'  Oc  ~     Uc^TTd' 

und  da  Oa,  Ob,  Oc,  0<^  constant  sind^  so  erkennen  "wir,  dass 
für  ein  festes,  dem  Kegelschnitt  umgeschriebenes  Vierseit  das 
Product  der  auf  eine  veränderliche  Tangente  gefällten  Senk- 
rechten aus  zweien  seiner  Gegenecken  zu  dem  Product  der 
Senkrechten  auf  dieselbe  aus  den  beiden  andern  Gegenecken 
in   einem  constanten  Verhältniss  ist  —  wie  in  Art.  292. 


1.  Das  Product  der  Perpendikel, 
die  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  eines  Kegelschnitts  auf 
zwei  feste  Tangenten  desselben 
fUUt,  ist  zu  dem  Quadrat  des  von 
ihm  auf  ihre  Berührongssehne  ge- 
feiten Perpendikels  in  einem  con- 
stanten Verhältniss.    (Art.  288.) 


2.  Das  Product  der  Perpendikel, 
die  man  von  zwei  festen  Punkten 
eines  Kegelschnitts  auf  eine  be- 
liebige Tangente  desselben  fällen 
kann,  ist  in  einem  constanten  Ver- 
hältniss zu  dem  Quadrate  des  Per- 
pendikels, welches  vom  Durch- 
schnitt der  in  jenen  Punkten  an 
den  Kegelschnitt  gelegten  Tan- 
genten auf  jene  Tangente  gefällt 
wird.   (Art.  292.) 

Wählte  man  bei  dieser  Transformation  den  Ursprung  der  Be- 
ciprocität  in  der  Berührungssehne  selbst,  so  ist  der  reciproke  Satz 
wie  folgt  auszusprechen:  Das  Rechteck  aus  den  Abschnitten,  welche 
eine  veränderliche  Tangente  eines  Kegelschnitts  in  zwei  parallelen 
festen  Tangenten  desselben  bestimmt,  ist  constant.   (Art.  295,  15.) 


3.   In  jedem  Kegelschnitte  ist 

das  Product  der  Perpendikel,  die 

^nan  von  zwei  festen  Punkten  (den 

Brennpunkten)  auf  eine  beliebige 

Tangente  fällt,  constant. 


4.    Das   Quadrat    des    Radius 
vector  von  einem  festen  Punkte 
zu  einem  beliebigen  Punkte  eines 
Kegelschnitts  ist  zudemProducte 
der  Perpendikel  \h  einem   con- 
stanten Verhältniss,  welche  man. 
von   diesem  Punkte  des  Kegel- 
schnitts auf  zwei  feste  gerade  Li- 
i  nien  fällen  kann. 
Da  jede  Gleichung  in  trimetrischen  Punktcoordinaten  Xi  eine 
homogene  Relation  zwischen  den  Perpendikeln  ist;  die  von  einem 
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Funkte  auf  drei  feste  Gerade  gefUllt  werden,  so  können  wir  sie 
nach  der  Methode  dieses  Art.  in  eine  Relation  zwischen  den  Perpen- 
dikeln transformiren,  welche  von  drei  festen  Punkten  auf  die  ent- 
sprechende Gerade  gefKllt  werden,  d.  h.  eine  Relation  zwischen  trime- 
tiischen  Liniencoordinaten  1,-;  also  die  homogene  Gleichung  einer 
Curve  in  den  Xi  in  die  ihrer  Reciprocalcurve  in  den  |,*.  So  wird 
für  9( ,  ^2 )  ^3  ^Is  ^^^  Entfernungen  des  Ursprungs  von  den  neuen 
Fundamentallinien  die  allgemeine  homogene  Gleichung  zweiten  Gra- 
des in 

^n^  +  «22-4  +  «33— a  +  2a23  ^«i»  +2a,3  ^*  +  2a,2  ^'-^  =  0 

transformirt.  Und  für  x'  als  die  trimetrischen  Coordinaten  des  Ur- 
sprungs geht  aus  einer  Relation  zweiten  Grades  J.j,||^-|-etc.=0 
zwischen  den  Entfernungen  ^,-  die  Gleichung  der  Reciprocalcurve 
in  den  Xi  hervor 

Äufg,  5.  Wenn  für  einen  Kegelschnitt  ein  Brennpunkt  und 
ein  umgeschriebenes  Dreieck  gegeben  sind,  so  sind  die  von  den 
Ecken  des  letzteren  auf  eine  beliebige  Tangente  gefällten  Perpen- 
dikel durch  die  Relation  verbunden 

sin  Öj  ^  +  sin  0^  f«  +  sin  Ö3  |?  =  0: 

5l  bf  Ss 

für  $1 ,  0.2 ,  ^3  als  die  Winkel ,  unter  welchen  die  Seiten  vom  Brenn- 
punkte aus  erscheinen.  Dies  lehrt  die  Bildimg  der  Reciproken  von 
der  homogenen  Gleichung  des  einem  Dreieck  umgeschriebenen  Kreises. 

Wenn  das  Centrum  des  eingeschriebenen  Kreises  als  Brenn- 
punkt genommen  wird,  so  ist  Öj  =  90® +4^  J^j ,  ^,  sin  ^Ä^  =  r,  etc., 
und  die  Gleichung  des  eingeschriebenen  Kreises  in  diesem  System  ist 

J2I3  cot  iÄy  +  ggSi  cot  ^Ä2  +  iiS2  cot  ^^3  =  0. 

Für  jeden  der  fiusserlich  berührenden  Kreise  sind  zwei  der  Co- 
tangenten  durch  die  entsprechenden  Tangenten  zu  ersetzen. 

Äufg,  6.  Wenn  für  einen  Kegelschnitt  der  Brennpunkt  und 
ein  eingeschriebenes  Dreieck  gegeben  sind,  so  werden  die  Längen 
der  Perpendikel  von  seinen  Ecken  auf  eine  veränderliche   Tan-' 
gonte  desselben  durch  die  Relation  verbunden 

8« i«i /(^i)  +  sin  iöj/d;)  +  sin  ies/(-;)  =  0. 

Die  Gleichung  des  umgeschriebenen  Kreises  in  Liniencoordi- 
naten erhält  die  Form 

sin  Ä^  ^li  +  sin  -42  ^  +  sin  -4,  /l^  =  0. 
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Aufg,  7.    Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  bei  einem  gege- 
benen Brennpunkt  und  drei  Tangenten  ist 

Man  erhält  sie  durch  die  Bildung  der  Beciproken  zu  der  zu- 
letzt gefundenen  Gleichung  des  umgeschriebenen  Kreises. 

Aufg.  8.  In  derselben  Art  erhalten  wir  aus  Aufg.  5  die  Glei- 
chung eines  Kegelschnitts  bei  gegebenem  Brennpunkt  und  drei  Punkten 

tan  iÖ,  5^  +  tan  i«,  I'  +  tan  H  ^  =  0. 

389.  Manche  auf  Grössenverhältnisse  bezügliche  Sätze 
lassen  sich  auf  solche  über  gerade  Linien  reduciren^  welche 
nach  harmonischem  oder  nach  gleichem  Doppelverhältniss  ge- 
schnitten werden ,  und  ihre  Transformation  wird  alsdann  durch 
das  Princip  ermöglicht:  Vier  Punkten  in  einer  geraden 
Linie  entsprechen  vier  gerade  Linien,  die  durch 
einen  Punkt  gehen  (einer  Reihe  von  vier  Punkten  ein 
Büschel  von  vier  Strahlen)^  und  das  Doppelverhältniss 
dieses  Büschels  ist  dasselbe  wie  das  jener  Reihe. 
Man  braucht  zur  Begründung  desselben  nur  anzuführen ,  dass 
jedef  Strahl  des  Büschels,  welches  durch  den  Ursprung  und 
die  gegebenen  vier  Punkte  bestimmt  wird,  zu  einer  der  ent- 
sprechenden Linien  senkrecht  isi  Mit  Hilfe  dieses  Princips 
lassen  sich  die  projectivischen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
aus  denen  des  Kreises  ableiten. 


1.  Das  Doppelverhältniss  des 
Büschels,  welches  durch  die  Ver- 
bindung von  vier  festen  Punkten 
eines  Kegelschnitts  mit  einem  ver- 
änderlichen fünften  entsteht,  ist 
constant. 


2.  Das  Doppelverhältniss  der 
Punkte,  in  welchen  vier  feste  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts  von 
einer  veränderlichen  fünften  Tan- 
gente desselben  geschnitten  wer- 
den, ist  constant. 


Der  erste  dieser  Sätze  ist  für  den  Kreis  wahr ,  weil  alle  Win- 
kel des  Büschels  constant  sind;  in  Folge  dessen  ist  der  zweite  für 
alle  Kegelschnitte  richtig.  Der  zweite  Satz  gilt  für  den  Kreis, 
weil  die  von  den  vier  Punkten  am  Centrum  bestimmten  Winkel 
constant  sind;  in  Folge  dessen  ist  der  erste  Satz  für  alle  Kegel- 
schnitte wahr. 

Indem  man  die  Winkel  betrachtet,  welche  in  der  reciproken 
Figur  den  am  Kreise  vorhandenen  constanten  Winkeln  entsprechen, 
erkennt  man,  dass  die  von  den  vier  Punkten  der  veränderlichen 
Kegelschnittstangente  am  Brennpunkt  bestimmten  Winkel  constant 
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sind ,  und  dass  femer  die  Winkel ,  welche  von  den  DnrchschnitU- 
punkten  der  vier  Strahlen  des  Büschels  mit  der  Directrix  am  Brenn- 
punkt gespannt  werden,  von  constanter  Grösse  sind. 

390.  Das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  einer  ge- 
raden Linie  ist  nicht  die  einzige  Relation  über  die  Grosse  von 
Linien ;  welche  durch  die  an  einem  festen  Punkt  gemessenen 
Winkel  ausgedrückt  werden  kann.  Für  jede  Relation,  welche 
durch  die  wie  in  Art.  57  vollzogene  Substitution  des  Ausdrucks 

OA,  OB.sinAOB 
OP 

für  jede  in  ihr  vorkommende  geradlinige  Strecke  AB  anfeine 
Relation  zwischen  den  Sinus  der  an  einem  gegebenen  Punkte 
0  gespannten  Winkel  reducirt  werden  kann^  gilt,  was  von  der 
Relation  des  Doppelverhältnisses  bewiesen  ist,  dass  sie  für  die 
Schnittpunkte  jeder  beliebigen  Transversale  mit  den  geraden 
Linien  0-4,  OB  .  .  ,  wahr  ist,  welche  jene  Punkte  mit  die- 
sem gegebenen  Punkte  verbinden.  Indem  man  alsdann  den 
gegebenen  Punkt  zum  Ursprung  der  Reciprocitat  nimmt)  kann 
ein  reciproker  Satz  leicht  abgeleitet  werden.  So  ist  z.  B.  der 
folgende  Satz,  welchen  man  Carnot  verdankt,  eine  unmit 
telbare  Folge  des  Art.  111:  Wenn  ein  Kegelschnitt  die  Seiten 
ÄiA^,  -^2-^3^  -^3-^1  eines  Dreiecks  respective  in  den  Punkte- 
paaren -Bg,  ^3';  B^j  -Bj';  B29  B2   schneidet,  so  ist 

AiBf .  A^Bi .  A^B^ .  AfB^  .  A^B^ .  A^B^ 

» 

Man  sieht  leicht,  dass  dieses  Verhältniss  die  eben  erwähnte 
Eigenschaft  besitzt,  und  dass  also  für  die  in  ihm  auftreten- 
den geraden  Strecken  die  Sinus  der  Winkel  substituirt  werden 
können,  welche  die  Endpunkte  derselben  an  einem  festen  Punkte 
0  bestimmen.  Wir  können  dann  den  reciproken  Satz  bilden 
und  finden,  dass  es  derselbe  ist,  welchen  wir  im  Art.  327  ge- 
geben haben. 

391.  Nachdem  wir  gezeigt  haben,  wie  zu  speciellen  Sätzen 
die  reciproken  zu  bilden  sind,  fügen  wir  einige  allgemeine  Be- 
trachtungen über  reciproke  Kegelschnitte  hinzu. 

Wir  bewiesen  im  Art.  385,  dass  die  Reciproke  eines  Krei- 
ses eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  je  nachdem  der 
Ursprung  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  oder  auf  dem- 
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selben  gewählt  wird^  und  dehnen  zuerst  diesen  Schluss  auf 
alle  Kegelschnitte  aus.  Je  näher  eine  gerade  Linie  oder  ein 
Puakt  dem  Ursprung  ist ;  desto  weiter  muss  offenbar  der  ent- 
sprechende Punkt  oder  die  entsprechende  Linie  von  demselben 
sein;  in  Folge  des  Grundgesetzes^  von  welchem  dieses  Ent- 
sprechen beherrscht  wird,  entspricht  jeder  durch  den  Ursprung 
gehenden  geraden  Linie  ein  Punkt  in  unendlicher  Entfernung 
und  dem  Ursprünge  selbst  eine  gerade  Linie ,  welche  ganz  in 
unendlicher  Entfernung  liegt.  Demnach  entsprechen  den  bei- 
den durch  den  Ursprung  an  die  Curve  zu  ziehenden  Tangen- 
ten zwei  unendlich  entferute  Punkte  der  reciproken  Curye. 
Wenn  vom  Ursprung  aus  zwei  reelle  Tangenten  an  die  Cunre 
gezogen  werden  können,  so  hat  die  reciproke  Curye  zwei  reelle 
Punkte  in  unendlicher  Entfernung,  d.  h.  sie  ist  eine  Hyper- 
bel ;  wenn  die  vom  Ursprung  an  die  Curve  zu  ziehenden  Tan- 
genten imaginär  sind,  so  ist  die  reciproke  Curve  eine  Ellipse; 
und  wenn  der  Ursprung  in  der  Curve  liegt,  so  dass  die  von 
ihm  aus  zu  ziehenden  Tangenten  zusammenfallen,  so  fallen 
die  unendlich  entfernten  Punkte  der  reciproken  Curve  zusam- 
men, und  dieselbe  ist  demnach  eine  Parabel.  Da  die  unend- 
lich entfernte  gerade  Linie  dem  Ursprung  entspricht,  so  ist 
dieselbe,  wenn  der  Ursprung  der  Curve  angehört,  nothwendig 
eine  Tangente  der  reciproken  Curve,  und  wir  gelangen  auch 
so  zu  dem  Satze  des  Art.  274,  nach  welchem  jede  Parabel- eine 
in  unendlicher  Entfernung  gelegene  Tangente  hai 

392.  Den  Berührungspunkten  von  zwei  durch  den  Ur- 
sprung gehenden  Tangenten  entsprechen  die  Tangenten  in  den 
zwei  unendlich  entfernten  Punkten  der  reciproken  Curve,  d.  h. 
die  Asymptoten  derselben.  Da  die  Excentricitat  der  reciproken 
Hyperbel  nur  von  dem  durch  ihre  Asymptoten  gebildeten  Win- 
kel abhängig  ist,  so  wird  sie  durch  den  Winkel  völlig  be- 
stimmt, welchen  die  vom  Ursprung  ausgehenden  Tangenten 
der  Originalcurve  einschliessen. 

Es  entspricht  ferner  der  Durchschnittspunkt  der  Asymp- 
toten der  reciproken  Curve  d.  i.  ihr  Centrum  der  Berührungs- 
sehne der  vom  Ursprung  an  die  Originalcurve  gezogenen  Tan- 
genten. Wir  sprachen  nur  einen  speciellen  Fall  dieses  Satzes 
aus,  wenn  wir  sagten,  dass  dem  Ceutrum  eines  Kreises  die 
Directrix  des  reciproken  Kegelschnitts  entspricht,  denn  die  Di- 
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rectrix  ist  die  Polare  des  Ursprungs,  und  diesen  ist  der  Brenn- 
punkt des  Kegelschnitts. 

Aufg,  1.     Die  Beciproke  einer  Parabel  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  ihrer  Directrix  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel.  (Art.  229.) 

Aufg,  2.    Man  weise  die  folgenden  Sätze  als  reciprok  nach: 

Die  Höhenperpendikel  eines  der  {      Die  H5henperpendikel  eines  der 
Parabel  umgeschriebenen  Dreiecks  '  gleichseitigen    Hyperbel    einge- 


schneiden  sich  in  der  Directrix. 


schriebenen   Dreiecks    schneiden 
sich  in  der  Curve. 


Aufg,  3.  Man  leite  den  letzteren  Satz  aus  dem  von  Pascal 
ab.    (Vergl.  Art.  284,  3.) 

Aufg,  4.  Die  Axen  der  Beciprocalcurve  sind  parallel  der  Tan- 
gente und  Normale  eines  Kegelschnitts,  welcher  durch  den  Ur- 
sprung geht  und  mit  dem  gegebenen  confocal  ist;  denn  sie  sind 
parallel  den  Halbirungslinien  des  Winkels,  welchen  die  vom  Ur- 
sprung an  die  gegebene  Curve  gehenden  Tangenten  mit  einander 
bilden.    (Vergl.  Art  197.) 

393.  Zu  zwei  gegebenen  Kreisen  lässt  sich  stets  ein  Punkt 
finden ;  für  welchen  als  Ursprung  die  reciproken  Curven  der- 
selben confocale  Kegelschnitte  werden.  Denn  da  die  Re- 
ciproken aller  Kreise  einen  gemeinschaftlichen  Brennpunkt  im 
Ursprung  haben  müssen^  so  werden  sie  confocale  Kegelschnitte, 
wenn  sie  überdies  einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  haben, 
d.  h.  wenn  die  Polare  des  Ursprungs  in  Bezug  auf  beide  Kreise 
die  nämliche  ist,  oder  wenn  derselbe  einer  der  beiden  Punkte 
ist;  welche  im  Art.  141  bestimmt  und  als  Grenzpunkte  be- 
zeichnet wurden.  Wenn  ein  derartiges  Büschel  von  Kreisen 
wie  das  im  Art.  139  betrachtete  gegeben  ist,  so  bilden  ihre 
reciproken  Curven  in  Bezug  auf  einen  dieser  Grenzpunkte 
eine  Schaar  confocaler  Kegelschnitte. 

Die  Reciproken  von  irgend  zwei  Kegelschnitten  können 
ebenso  concentrisch  gemacht  werden,  indem  man  einen  der 
drei  Punkte  als  Ursprung  nimmt,  welche  das  gemeinsame  har- 
monische System  der  Kegelschnitte  biUen. 


1.  Confocale  Kegelschnitte 
schneiden  einander  rechtwinklig. 
(Art.  196.) 

3.  Die  Tangenten  von  zwei  con- 
focalen  Kegelschnitten  aus  einem 


2.  Die  gemeinschaftliche  Tan- 
gente von  zwei  Kreisen  bestimmt 
an  jedem  der  Grenzpunkte  einen 
rechten  Winkel. 

4.  Die  auf  einer  Secante  von 
zwei  Kreisen  zwischen  denselben 
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beliebigen  Punkte  bilden  gleiche 
Winkel  mit  einander.  (Art.  197.) 

5.  Der  Ort  des  Pols  einer  festen 
Geraden  in  Bezug  auf  die  Kegel- 
Bcbnitte  eines  confocalen  Systems 
ist  ein  Perpendikel  zur  festen  Ge- 
raden.   (Art.  234,  3.) 


gelegenen  Abschnitte  spannen  an 
jedem  der  Grenzpunkte  gleiche 
Winkel. 

6.  Die  Polaren  eines  festen 
Punktes  in  Bezug  auf  die  Kreise 
eines  Systems  von  derselben  Badi- 
calaxe  gehen  durch  einen  festen 
Punkt,  welcher  mit  jenem  an  jedem 
der  Grenzpunkte  einen  rechten 
Winkel  bestimmt. 

7.  Wir  prwähnen  femer,  dass  die  Methode  der  reciproken 
Polaren  eine  einfache  Auflösung  der  Apollonischen  Aufgabe  dar- 
bietet: Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welch.er  drei  ge- 
gebene Kreise  berührt.  Der  Ort  des  Centrums  für  einen 
Kreis ^  welcher  zwei  gegebene  Kreise  berührt  (wir  wollen  diesel- 
ben durch  (1),  (2)  bezeichnen),  ist  offenbar  eine  Hyperbel,  welche 
die  Centra  dieser  Kreise  zu  Brennpunkten  hat,  weil  die  Aufgabe 
sich  sogleich  auf  diese  andere  reducirt :  Man  soll  den  Ort  der  Spitze 
eines  Dreiecks  bestimmen,  für  welches  die  Basis  und  die  Differenz 
der  Seiten  gegeben  ist.  In  Folge  dessen  muss  (Art.  385)  die  Po- 
lare des  Centrums  in  Bezug  auf  einen  der  gegebenen  Kreise  immer 
einen  Kreis  berühren^  welcher  leicht  construirt  werden  kaun.  Ebenso 
muss  die  Polare  des  Centrums  für  einen  unter  denjenigen  Kreisen, 
welche  die  Kreise  (1)  und  (3)  zugleich  berühren,  auch  einen  ge- 
gebenen Kreis  berühren.  Wenn  wir  daher  zu  den  zwei  so  bestimm- 
ten Kreisen  eine  gemeinschaftliche  Tangente  ziehen  und  den  Pol 
derselben  in  Bezug  auf  den  Kreis  (1)  nehmen,  so  ist  mit  ihm  das 
Centrum  des  die  drei  Kreise  berührenden  Kreises  gefunden. 

394.  Man  soll  die  Gleichung  der  reciproken  Gurve 
eines  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  sein  Centrum  als 
Ursprung  finden. 

Wir  benutzen  das  Ergebniss  des  Art.  186,  nach  welchem 
die  vom  Centrum  auf  die  Tangente  gefällte  Senkrechte  mit- 
telst des  von  ihr  mit  den  Axen  gebildeten  Winkels  durch  die 
Formel  2?^  =  «^  cos^  a  +  V^  sin^  a  ausgedrückt  wird.  Daraus 
ergiebt  sich  unmittelbar  die  Polargleichung  der  reciproken  Curve 
in  der  Form 

--  =s  a^  cos^  a-\'V  sin'  a,  also  —^  +  -jp-  =  1« 

Die  reciproke  Curve  ist  daher  ein  mit  dem  gegebenen  con- 
centrischer  Kegelschnitt,  dessen  Axen  die  reciproken  Werthe 
von  denen  des  gegebenen  Kegelschnitts  haben. 

Man  soll  die  Gleichung  der  reciproken  Curve 
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eines  Kegelschnitts  mit  Bezug  auf  einen  Punkt  (xy') 
als  Ursprung  finden. 

Die  Länge  der  Senkrechten  von  diesem  Punkte  auf  die 
Taugente  des  Kegelschnitts  ist  nach  demselben  Art.  186 

p  =  —  =  ya}  cos^  a  -f-  6^  sin*  a  =  x  cos  a  —  y'  sin  a; 

und  demnach  die  Gleichung  der  reciproken  Curve 

{xx  +  yy'  +  Tc^f  =  6V- 

395.  Die  Reciproke  einer  Curve  in  Bezug  auf.den 
zum  Ursprung  genommenen  Anfangspunkt  der  Co- 
ordinaten  ist  bekannt:  man  soll  daraus  die  Glei- 
chung  ihrer  einem  beliebigen  Punkte  {x'y')  als  Ur- 
sprung entsprechenden  Reciproken  ableiten. 

Wenn  die  vom  Anfangspunkt  der  Goordinaten  auf  eine 
gerade  Linie  gefällte  Senkrechte  =  P  ist,  so  ist  die  Senkrechte 
vom  Punkte  {xy)  auf  dieselbe  Gerade  durch 

(P  —  X  cos  a  —  y'  sin  a) 

repräsentirt.    (Art.  34.) 

Die  Polargleichuug  der  reciproken  Curve  ist  daher 

ifc«       Ä«        , 

—  «=  ö  —  ^  cos  a  ~  y  sm  a: 

also 

&' x'x  +  yV  +  Ä*         j     -R  C08  a  pcos  tt 

S~  Q  ^  *«      ""  XX  +  yy'  +  it« ' 

Wir  müssen  demnach  in  die  Gleichung  der  auf  den  Co- 
ordinatenanfang  bezüglichen  reciproken  Curve  fürxundyre- 

spective  die  Ausdrücke 

k^x  -t  k^y 

— » — i ? — i — r»     Hncl     — 7 — i 7 — ; — fm 

XX  +yy  +  k*  xx  +yy  +  k* 

substituiren^  um  die  gesuchte  Gleichung  zu  erhalten. 

Das  Ergebuiss  dieser  Substitution  kann  in  der  folgenden 
Art  einfach  angezeigt  werden :  Sei  die  Gleichung  der  auf  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  bezüglichen  reciproken  Curve 

Daun  ist  die  Gleichung  der  dem  Punkt  {x'y')  entsprechen- 
den Reciproken 

„(.)+„(.-i)^££±^?±^j+„(»-2)(^5^|!'l-t^y+etc.==0. 
Sie  ist  offenbar  mit  der  ersten  von  demselben  Grade. 
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Man  soll  die  reciproke  Gurve  eiues  durch  die 
allgemeine  Gleichung  gegebenen  Kegelschnitts  in 
Bezug  auf  die  Directrix  a;^  +  y^  —  k^  =  0  ausdrücken. 

Wir  finden  die  Gleichung  für  den  Ort  eines  Punktes,  des- 
sen Polare  xx'  +  yy'  —  ^^  »=  0  den  gegebenen  Kegelschnitt 
berührt,  durch  Einsetzen  von  x\  y\  — Tc^  für  5;  ^>  S  respec- 
tive  in  die  Tangentialgleichung  des  Art.  113;  sie  ist  also 

A,,x'^+2A,^xy+A^,y^2A,^h-'x-2Ä^^h'^y  +  Ä^^k'^0. 
Ist  also  z.  B.  die  Gurve  eine  Parabel,  d.  h. 

■^33  =^  ^11^22  —  ^12     *™  ^> 

so  geht  die  Reciproke  durch  den  Ursprung;  ebenso  bestätigt 
diese  Gleichung  andere  Eigenschaften  derselben,  die  vorher 
geometrisch  erkannt  sind. 

Für  Ä^  =  —  jEP'  erhält  man  die  Gleichung  der  Polare  in 
der  Form  xx'  +  yy'  +  isß  =  0  und  die  Gleichung  der  Reci- 
proken  durch  die  einfache  Yertauschung  von  I;  17,  S  mit  ^, 
y ,  z  aus  der  Tangentialgleichung  des  Kegelschnitts.  Dieselbe 
kann  als  die  Gleichung  der  Reciproken  in  Bezug  auf  eine  durch 
jene  Gleichung  dargestellte  Directrix  gelten.  Hier  schliessen 
sich  die  allgemeinen  Untersuchungen  der  Art.  324  und  353, 
358  dem  Vorigen  an. 

396.  Ehe  wir  die  Betrachtung  der  reciproken  Polaren  be- 
schliessen,  wollen  wir  noch  auf  eine  Glasse.  von  Sätzen  auf- 
merksam machen,  zu  deren  Transformation  eine  Parabel  als 
Hilfskegelschnitt'^^)  genommen  werden  kann. 

Wir  haben  im  Art.  219  bewiesen,  dass  der  zwischen  irgend 
zwei  geraden  Linien  gelegene  Abschnitt  in  der  Axe  der  Para- 
bel dem  Abschnitt  dieser  letzteren  gleich  ist,  welcher  zwischen 
den  von  den  Polen  dieser  geraden  Linien  auf  die  Axe  gefäll- 
ten Senkrechten  liegt.  Dies  Princip  ermöglicht  uns  die  Trans- 
formation von  Sätzen,  welche  sich  auf  die  Grösse  von  Linien 
beziehen,  die  einer  festen  Linie  parallel  gemessen  sind. 

Wir  geben  von  der  Anwendung  dieser  Methode  einige  Bei- 
spiele und  schicken  dazu  voraus ,  dass  den  zwei  der  Axe  der 
als  Directrix  gewählten  Parabel  parallelen  Tangenten  die  un- 
endlich entfernten  Punkte  in  der  reciproken  Gurve  entsprechen, 
und  dass  die  Gurve  demnach  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist, 
je  nachdem  diese  Tangenten  reell  oder  imaginär  sind;  dass 
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endlich  die  Curve  eine  Parabel  ist,  wenn  diese  Axe  durch  einen 
der  unendlich  entfernten  Punkte  der  Originalcurve  geht. 

Jede  veränderliche  Tangente  eines  Kegelschnitts  bestimmt 
in  zwei  festen  parallelen  Tangenten  desselben  Abschnitte, 
deren  Rechteck  von  constanter  Grosse  ist.  Den  Berührungs- 
punkten der  parallelen  Tangenten  entsprechen  die  Asymptoten 
der  reciproken  Hyperbel,  und  ihren  Durchschnittspunkten  mit 
der  beweglichen  Tangente  Parallelen  zu  den  Asymptoten  durch 
irgend  einen  Punkt  der  Curve.  Wir  schliessen  daraus,  dass 
die  Asymptoten  und  die  durch  irgend  einen  Punkt  der  Curve 
zu  ihnen  gezogenen  Parallelen  in  einer  festen  geraden  Linie 
Abschnitte  bestimmen,  deren  Rechteck  unveränderlich  ist,  und 
erkennen,  dass  dieses  Ergebniss  dem  früher  entwickelten  Satze 
äquivalent  ist:  Das  Rechteck  aus  den  durch  einen  Punkt  der 
Curve  gezogenen  Parallelen  zu  den  Asymptoten  ist  constant. 

1.  Diejenigen  Sehnen  einer  Hy- '  2.  Wenn  eine  beliebige  Tan- 
perbel,  welche  von  zwei  festen  igente  einer  Parabel  zwei  feste  Tan« 
Punkten  derselben  nach  einem  ver- 1  genten  derselben  schneidet,  so  be> 
ilnderlichen  dritten  Punkte  gezo-  stimmen  die  von  ihren  Endpunkten 
gen  werden,  bestimmen  einen  Ab-  auf  die  Scheiteltangente  der  Pa- 
schnittvonunveränderlicherL&nge  rabel  gefällten  Perpendikel  in  die- 
in  der  Asymptote.  (Art.  207 ,  1.)   ser  einen  Abschnitt  von  constAn- 

I  ter  Länge. 

Es  ist  offenbar,  dass  diese  Methode  der  parabolischen  Pola- 
ren in  ihrer  Anwendung  beschränkt  ist. 

Nach  Art.  379  muss  die  successive  zweimalige  Anwendung 
der  Methode  der  Reciprocität  zu  einem  gegebenen  Satze  einen 
andern  ihm  coUinear  entsprechenden  Satz  liefern.  Wir  geben 
dazu  ein  Beispiel. 


3.  Der  Ort  der  Durchschnitts- 
punkte derjenigen  Tangenten  einer 
Parabel,  welche  einander  unter  ge- 
gebenem Winkel  schneiden ,  ist  ein 
Kegelschnitt,  der  denselbenBrenn- 
punkt  und  dieselbe  Directrix  hat. 
(Art  386,  18.) 


4.  Wenn  die  Sehne  eines  Ke- 
gelschnitts an  einem  gegebenen 
Punkte  desselben  einen  constan- 
ten  Winkel  spannt,  so  berührt  sie 
stets  einen  Kegelschnitt,  der  mit 
dem  gegebenen  in  doppelter  Be- 
rührung  ist.  (Art.  386,  17.) 


397.  Das  Entsprechen  von  Punkten  mit  Punkten  oder  von 
Geraden  mit  Geraden,  welches  zusammen  für  die  CoUinea- 
tion,  und  das  von  Punkten  mit  Geraden  oder  von  Geraden  mit 
Punkten,  welches  zusammen  für  die  Reciprocität  charak- 
teristisch ist,  kann  getrennt  nach  verschiedenen  Gesetzen  in 
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sehr  verschiedenen  Arten  hergestellt  werden.  Alle  diese  Arten 
geben  Anlass  zur  Transformation  Yon  Figuren  in  andere  Figu- 
ren und  zur  Uebertragung  der  auf  jene  bezüglichen  Sätze  auf 
diese,  somit  zur  Erkenntniss  neuer  geometrischer  Wahrheiten. 
Es  liegt  zunächst,  sieb  dazu  einer  zweckmässig  gewählten  Figur 
als  Directrix  zu  bedienen.  In  dem  Vorigen  hat  sich  der  Kreis 
als  solche  empfohlen,  und  es  ist  leicht  genug  ein  Entsprechen 
von  Punkten  ganz  analog  zu  begründen,  wie  hier  das  Ent- 
sprechen von  Pol  und  Polare.  Der  Fusspunkt  der  Polare  in 
dem  Durchmesser  des  Pols  kann  als  dem  letztem  entsprechend 
angesehen  werden;  dann  gilt  das  Gesetz:  Entsprechende  Punkte 
hegen  auf  einerlei  Durchmesser  der  Directrix,  und  das  Pro- 
duct  ihrer  Abstände  vom  Centrum  ist  constant  (gleich  dem 
Quadrat  des  Halbmessers  der  Directrix).  Wählt  man  die  Con- 
stante  gleich  Eins,  so  sind  die  Abstände  entsprechender  Punkte 
durch  inverse  oder  reciproke  Zahlen  ausgedrückt,  und  man 
kann  daher  diese  Beziehung  und  Methode  des  Entsprechens 
oder  der  geometrischen  Verwandtschaft  und  Transformation 
als  Methode  der  clrcularen  Inversion  und  der  recipro- 
ken  Badien  vectoren  benennen. ^^^)  Aus  der  Definition 
ergeben  sich  direct  folgende  Eigenschaften  derselben:  Je  zwei 
entsprechende  Punkte  liegen  mit  dem  Centrum  auf  derselben 
Geraden  und  je  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  auf  einer 
Kreisperipherie,  welche  den  festen  Kreis  orthogonal  durch- 
schneidet. Sind  die  Punkte  des  ersten  Paares  denen  des  zwei- 
ten respective  unendlich  nahe,  so  folgt,  dass  Tangenten  in 
entsprechenden  Punkten  mit  dem  dieselben  verbindenden  Ba- 
dius  immer  ein  gleichschenkliges  Dreieck  bilden,  und  daraus 
ergiebt  sich,  dass  die  Winkel  der  einen  Figur  den  entsprechen- 
den Winkeln  der  circular  inversen  Figur  gleich  sind.  Den 
Punkten  einer  geraden  Linie  entsprechen  offenbar  Punkte 
einer  Kreisperipherie,  welche  durch  das  Centrum  der  Inversion 
geht  und  ihren  Mittelpunkt  in  der  von  da  ausgehenden  Nor- 
male der  Geraden  hat;  umgekehrt  den  Punkten  einer  das  Cen- 
trum enthaltenden  Kreisperipherie  die  einer  zu  dem  nach  ihm 
gehenden  Durchmesser  normalen  Geraden,  der  Badicalaxe  des 
Kreises  mit  dem  Inversionskreis.  Einem  Kreis  entspricht  in 
Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  seiner  Ebene  als  Centrum 
der  Inversion  ein  anderer  Kreis ,  der  mit  ihm  dieselben  Tan- 
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genten  von  jenem  Gentrum  und  mit  ihm  und  dem  festen  Kreis 
dieselbe  Radicalaxe  hat.  Einige  andere  Eigeuschafiken  geben 
wir  zur  Entwickelung  des  Beweises  unter  den  Aufgaben.  In 
der  Geometrie  des  Kreises  liefert  diese  Transformation  zahl- 
reiche Hilfsmittel;  wir  geben  davon  einige  Beispiele. 

Wenn  (vergl.  Art.  379)  in  der  allgemeinen  Reciprocitat 
ebener  Systeme  der  Pol-  und  der  Polar-Kegelschnitt  concen- 
trische  Kreise  sind,  so  wird  die  Verwandtschaft  der  doppelt 
conjugirten  Elemente  zu  der  hier  betrachteten  Kreisverwandt- 
schaft.^48) 

Aufg,  1.  Wenn  p  der  Radius  der  Inversion  und  r^r'-^  d,  d' 
die  Radien  und  die  Entfernungen  ihrer  Centra  vom  Centrum  der 
Inversion  für  zwei  entsprechende  Kreise,  endlich  t,  t'  die  Längen 
ihrer  vom  Centrum  ausgehenden  Tangenten  sind,  so  hat  man  die 
Relation 

und  somit 

ji' g'      j        ' P*      ^ 

d«  —  r*    '  d«  —  f* 

Aufg.  2.  Sind  fUr  das  Centrum  als  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  xy  und  x'y'  zwei  entsprechende  Punkte,  so  hat  man 

X       B 


x^+y*'     ^         a^  +  y*' 

und  erhält  umgekehrt 

X  y 

Durch  Verbindung  entsteht 

'    I    .   /  1 

und  folglich  für  x^^  x^^x^  als  x — iy^  ^+*y>  1  nnd  o:/,  x^y  x^  als 

X  +  iy\  X  —  iy\    1  auch  x(  :  x^  :  x^  =  x.^x^  :  x^x^  i  x^x^. 

Aufg.  3.  Irgend  vier  Punkte  einer  geraden  Linie  oder  eines 
Kreises  und  ihre  vier  nach  circularer  Inversion  entsprechenden 
haben  gleiche  Doppelverhältnisse.  In  Folge  dessen  erhält  man  aus 
dem  Satze,  dass  eine  um  einen  festen  Punkt  drehende  Geradein 
zwei  festen  Geraden  Reihen  von  gleichem  Doppelverhältniss  be- 
stimmt —  den  andern:  Die  durch  zwei  feste  Punkte  gehenden 
Kreise  bestimmen  in  jedem  von  zwei  festen  Kreisen ,  welche  durch 
je  einen  dieser  Punkte  gehen,  projectivische  Punktsysteme;  ans: 
Eine  um  einen  festen  Punkt  drehende  Gerade  bestimmt  in  einem 
festen  Kreise  -zwei  projectivische  Punktsysteme  in  Involution  — 
folgt :  Die  durch  zwei  feste  Punkte  gehenden  Kreise  bestimmen  in 
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einem  festen  Kreise  zwei  projectivische  Punktsysteme  in  Inyolu- 
tion ;  etc.    (Vergl.  Art.  283.) 

Aufg,  4.   Die  drei  Kreise ,  welche  durch  einen  Punkt  und  die 
Durchschnittspunkte  von  je  zweien  unter  drei  beliebigen  Kreisen 
gelegt  werden  können,  haben  einen  zweiten  gemeinschaftlichen  Punkt. 
Denn  die  Badicalaxen  von  drei  Kreisen  schneiden  sich  in  einem» 
Punkte. 

Aufg,  5.  Alle  durch  einen  festen  Punkt  gehenden  Kreise^ 
welche  einen  festen  Kreis  rechtwinklig  schneiden,  gehen  durch  die- 
selben zwei  festen  Punkte,  welche  den  durch  sie  gehenden  Durch- 
messer des  festen  Kreises  harmonisch  theilen.  Denn  die  Norma- 
len eines  Kreises  gehen  alle  durch  sein  Centrum. 

Aufg.  6.  In  jedem  System  von  drei  Kreisen  bestimmen  die 
sechs  Paare  conjugirter  Berührungskreise  von  je  zweien  unter  ihnen, 
welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  sechs  Durchschnitts- 
punkte mit  einander,  welche  viermal  zu  dreien  in  Kreisen  durch 
jenen  Punkt  liegen.  Denn  die  sechs  Schnittpunkte  der  gemein- 
schaftlichen Tangenten  von  drei  Kreisen  liegen  viermal  zu  dreien 
in  geraden  Linien. 

Aufg.  7.  In  einem  Dreieck ,  welches  von  drei  Kreisen  durch 
einen  Punkt  gebildet  wird ,  die  einen  und  denselben  vierten  Kreis 
berühren,  haben  die  drei  durch  diesen  Punkt,  je  einen  der  Eck- 
punkte und  den  Berührungspunkt  der  Gegenseite  des  Dreiecks  gehen- 
den Kreise  einerlei  ßadicalaxe,  und  die  drei  Kreise,  welche  durch 
ihn  und  je  ein  Paar  der  Berührungspunkte  bestimmt  sind,  schnei- 
den die  das  Dreieck  bildenden  Kreise  in  Punkten ,  welche  mit  jenem 
Schnittpunkt  der  letztem  auf  einem  Kreise  liegen.  Der  Satz  ist 
die  Inversion  der  zu  den  Sätzen  des  Art  158  (für  einen  einge- 
schriebenen Kreis)  gehörigen  Figur. 

Aufg,  8.  Wenn  zwei  veränderliche  Kreise  sich  unter  constan- 
tem  Winkel  auf  einer  festen  Kreisperipherie  und  überdies  in  einem 
festen  Punkte  schneiden,  so  umhüllt  der  Kreis,  welcher  in  jeder 
ihrer  Lagen  durch  den  festen  Punkt  mit  ihren  veränderlichen  Schnitt- 
punkten im  festen  Kreise  bestimmt  wird,  einen  zweiten  festen  Kreis, 
welcher  mit  dem  ersten  und  jenem  Punkte  dieselbe  Badicalaxe  hat. 
Denn  wenn  zwei  Gerade  sich  auf  einem  festen  Kreis  unter  con- 
stantem  Winkel  schneiden,  so  umhüllt  die  Verbindungslinie  ihrer 
Schnittpunkte  mit  dem  Kreis  einen  zweiten  festen ,  dem  ersten  con- 
centrischen  Kreis. 

Aufg,  9.  Man  transformire  durch  Circularinversion  die  Figur, 
durch  die  man  aus  drei  Paaren  entsprechender  Punkte  von  zwei 
projectivischen  concyklischen  Reihen  die  Doppelpunkte  derselben 
bestimmt  (Art.  308 ,  6) ,  für  ein  auf  der  Kreisperipherie  gelegenes 
Centrum.  Man  erhält  eine  von  Chasles  benutzte  Construction. 

Aufg,  10.  Aus  dem  Satz  vom  Schneiden  der  Höhenperpen- 
dikel eines  Dreiecks  folgt  nach  der  Theorie  der  reciproken  Pola- 
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ren:  Die  Schnittpunkte  der  drei  Normalen,  die  man  im  Punkte  O 
auf  seinen  Verbindungslinien  mit  den  Ecken  eines  Dreiecks  A^C 
errichten  kann ,  mit  den  Gegenseiten  des  Dreiecks,  liegen  in  einer 
Geraden.  Durdi  Inversion  mit  dem  Centrum  0  folgt:  Wenn  man 
auf  den  gemeinschaftlichen  Sehnen  OAy  OB,  OC  von  drei  in  O 
sich  schneidenden  Kreisen  in  0  Perpendikel  errichtet,  so  liegen 
ihre  zweiten  Schnittpunkte  mit  den  entsprechenden  Kreisen  auf 
einem  durch  0  gehenden  Kreise.  Die  abermalige  Bildung  der  Re- 
dprokalfigur  mit  dem  Ursprung  0  giebt:  Wenn  drei  Parabeln  von 
einerlei  Brennpunkt  von  je  zwei  Seiten  desselben  Dreiecks  berührt 
werden,  so  berühren  die  zu  diesen  Seiten  senkrechten  Tangenten 
der  entsprechenden  Parabeln  eine  und  dieselbe  Parabel  vom  näm- 
lichen Brennpunkt. 

Wir  haben  in  den  Art.  152,  153  andere  Anwendungen  be> 
reits  entwickelt. 

398.  Für  unsere  Betrachtungen  können,  ähnlich  wie  im 
Torigen  Art  der  Kreis,  das  Dreieck  oder  Viereck  als  Direc- 
trix  einer  Methode  desEntsprechens  dienen.  Wir  wollen  die  An- 
knüpfungspunkte  solcher  Beziehungen  in  dem  Früheren  bezeich> 
nen  und  Einiges  von  der  Anwendbarkeit  derselben  andeuten. 

Nach  der  Aufg.  des  Art.  55  schneiden  sich  die  drei  Ge- 
raden aus  den  Ecken  eines  Dreiecks  in  einem  Punkte,  welche 
mit  drei  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden  aus  denselben 
Ecken  Winkel  bestimmen,  die  mit  den  Winkeln  des  Dreiecks 
dieselben  Halbirangslinien  haben.  Man  kann  jene  Punkte  als 
einander  entsprechend  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ansehen.  Die 
trimetrischen  Coordinaten  des  einen  sind  die  reciproken  Werihe 
von  denen  des  andern.  Die  Inversion  ist  ein  specieller  Fall 
hiervon.  (Art.  397,  2.)  Nach  Art.  197  (vergl.  Art.  329,  13) 
kann  jedes  Paar  solcher  Punkte  als  das  Paar  der  Brennpunkte 
eines  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Kegelschnitts  angesehen 
werden. 

Die  Interpretation  derselben  Gleichungen  nach  trimetri- 
schen Liniencoordinaten  liefert  einen  Satz,  nach  welchem  zwei 
gerade  Linien  als  in  Bezug  auf  das  Dreieck  entsprechend  er- 
scheinen. Endlich  ist  in  der  2.  Aufg.  des  Art.  60  zu  einem 
Punkte  die  Gerade  abgeleitet  und  einfach  ausgedrückt  worden, 
welche  wir  in  Bezug  auf  ein  Dreieck  seine  Harmonikale  nen- 
nen können  (Art.  373 ,1,2);  danach  entspricht  jedem  Paukte 
eine  Gerade  und  jeder  Geraden  ein  Punkt  in  Bezug  auf  das 
Dreieck. 
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Aufg,  1.  Entsprechende  Punkte  liegen  nach  der  ersten  dieser 
Bastimmungen  entweder  zugleich  im  Innern  des  Breiecks,  also  auch 
des  umgeschriebenen  Kreises,  oder  beide  ausserhalb  des  letzteren 
und  in  derselben  Winkelfläche  des  Dreiecks  oder  der  eine  in  dem 
zwischen  einer  Dreiecksseite  und  dem  umgeschriebenen  Kreise  ge- 
legenen Segment  und  der  andere  im  Scheitelwinkelranm  der  Gegen- 
ecke; den  Punkten  des  umgeschriebenen  Kreises  entsprechen  die 
unendlich  entfernten  Punkte  der  Ebene.  Die  Centra  der  einge- 
schriebenen Kreise  entsprechen  sich  selbst;  dem  Centrum  des  um- 
geschriebenen Kreises  entspricht  der  Schnittpunkt  der  Höhen,  etc. 
Den  Punkten  jedes  umgeschriebenen  Kegelschnitts  entsprechen  Punkte 
einer  Geraden.  Einer  beliebigen  Geraden  entspricht  der  Neun- 
punkt-Kegelschnitt derselben  in  Bezug  auf  das  Viereck,  welches 
die  Punkte,  von  den  Coordinaten  1 ,  +  ^  >  i  ^  bilden.  (Vergl. 
Art.  360,  5.) 

Äufg,  2.  Den  Tangenten  eines  mit  dem  umgeschriebenen  Kreise 
concentrischen  Kreises  entsprechen  umgeschriebene  ähnliche  Kegel- 
schnitte, d.  h.  solche  mit  constantem  AxenverhSltniss  oder  gege- 
benem Asymptotenwinkel ;  jenem  Kreise  selbst  die  Enveloppe  die- 
ser Kegelschnitte,  eine  Curve  vierter  Ordnung.  ^^)  Man  erörtere 
den  Specialfall  der  gleichseitigen  Hjrperbeln.  (Vergl.  Art.  236,  1.) 

Aufg.  3.  Dem  Schwerpunkt  entspricht  die  unendlich  entfernte 
Gerade  als  Harmonikale ,  die  Harmonikaien  der  unendlich  entfern- 
ten Punkte  umhüllen  diejenige  Ellipse,  welche  die  Seiten  des  Drei- 
ecks in  ihren  Mittelpunkten  berührt;  die  Tangenten  jedes  einge- 
schriebenen Kegelschnitts  sind  die  Harmonikalcn  von  Punkten  einer 
Geraden;  etc. 

399.  In  Bezug  auf  ein  Viereck  aiaV  lässt  sich  das  Ent- 
sprechen von  geraden  Linien  auf  ^en  Satz  gründen ,  ^^^)  nach 

welchem  die  harmonisch 

/  ,  conjacrirten  der  Schnitt- 

^7C  y  /         punkte  einer  Geraden  h 

y-^yjf  yKy'^  mit  seinen  Diagonalen  in 

s<iy^'''':y^^^\  Bezug  auf  die  entspre- 

y^  ^yL^[        \  chenden  Ecken  wieder  in 

/'''^^'-y^f^^^^v^^'-K,     \         einer  Geraden  L'  liegen. 

../.J^^"'''^^:^'^'      ^^^^^^    (Vergl.Art.327, 4).  Nach 

jt^- lS^"^n "--^^^  diesem  Gesetz  des  Ent- 

sprecheus  fallen  nur  in 
den  Seiten  des  Vierecks  entsprechende  Gerade  mit  einander 
zusammen.  Allen  durch  eine  Ecke  gehenden  Geraden  entspre- 
chen Gerade  aus  derselben  Ecke,  welche  jener  respective  har- 
monisch conjugirt  sind  in  Bezug  auf  das  Paar  der  anliegenden 

41* 


644  XXIII.  Die  Methode  der  reciproken  Polaren.   399. 

Seiten ;  diese  Geraden  L ,  U  bilden  somit  Büschel  in  Involu- 
tion ,  welche  das  Seitenpaar  zu  Doppelstrahlen  haben.  Wenn 
die  eine  der  Geraden  sich  um  einen  festen  Punkt  jp  dreht,  so 
umhüllt  die  andere  einen  dem  Di^onalendreieck  ABC  ein- 
geschriebenen Kegelschnitt  P,  welcher  die  Enveloppe  der  Po- 
laren von  p  in  Bezug  auf  die  dem  Yierseit  eingeschriebeneu 
Kegelschnitte  ist.  Die  von  p  an  diesen  Kegelschnitt  gehen- 
den Tangenten  sind  ein  Paar  entsprechender  Geraden  und  zu- 
gleich die  Tangenten  der  durch  den  Punkt  p  gehenden,  dem 
Yierseit  eingeschriebenen  Kegelschnitte.  Wenn  umgekehrt  die 
eine  der  Geraden  einen  dem  Dreieck  ABC  eingeschriebenen 
Kegelschnitt  P  umhüllt,  so  geht  die  entsprechende  Gerade 
stets  durch  einen  festen  Punkt  jp.  Dieser  Punkt  p  und  der 
Kegelschnitt  P  entsprechen  einander  in  Bezug  auf  das  Vier- 
eck. Wenn  p  in  ein6r  Diagonale  desselben  liegt ,  so  degene- 
rirt  der  ihm  entsprechende  Kegelschnitt  in  ein  Punktepaar, 
nämlich  den  Schnittpunkt  der  zwei  andern  Diagonalen  und  den 
in  Bezug  auf  die  der  ersten  Diagonale  angehörigen  Ecken  con- 
jugirt  harmonischen  Punkt  von  p. 

Aufg,  Wenn  die  Punkte  c^  c  mit  den  unendlich  entfernten 
imaginären  Kreispunkten  zusammenfallen,  so  bilden  die  dem  Yier- 
seit eingeschriebenen  Kegelschnitte  ein  System  von  confocalen  Cur- 
ven,  für  welche  a,  d  und  &,  h'  die  reellen  und  imaginären  Brenn- 
punkte bezeichnen,  während  Cdas  gemeinsame  Centram  ist.  Nach 
Art.  302  sind  nun  die  entsprechenden  geraden  Linien  L,  7/  nor-* 
mal  zu  einander,  und  da  sie' die  Segmente  aa',  &&' zwischen  den 
Brennpunkten  harmonisch  theilen,  so  sind  sie  Tangente  und  Nor- 
male von  zwei  confocalen  Kegelschnitten  in  ihrem  Schnittpunkt 
Zugleich  entspricht  jedem  Punkte  p  eine  Parabel  P,  welche  die 
Geraden  aa ,  1 1/  berührt  und  die  gerade  Linie  p  C  zur  Directrix  hat 

Den  Normalen,  welche  von  p  an  einen  der  Kegelschnitte  des 
confocalen  Systems  {S)  gezogen  werden  können,  entsprechen  die 
#  Tangenten ,  welche  der  Kegelschnitt  S  mit  dieser  Parabel  gemein 
hat.  Wenn  diese  gemeinschaftlichen  Tangenten  construirt  wären, 
so  bestimmen  ihre  Berührungspunkte  in  S  mit  C  die  fraglichen 
Normalen.  Das  Doppelverhältniss  der  vier  Tangenten  ist  dem  der 
vier  Normalen  gleich. 

Die  Fusspunkte  der  Normalen  sind  die  Schnittpunkte  \onS 
mit  einem  Kegelschnitt  JT,  welcher  die  Polarcurve  von  P  in  Bezug 
auf  C  ist  und  daher,  weil  P  dem  zu  S  harmonischen  System  ABC 
eingeschrieben  ist,  demselben  Dreieck  ABC  Jumgeschrieben  oder 
eine  gleichseitige  Hyperbel  durch  das  Centrum  von  S  sein  moss, 
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deren  Asymptoten  den  Axen  von  S  parallel  sind.  Umgekehrt  be- 
stimmt jede  dem  Dreieck  ABC  umgeschriebene  gleichseitige  Hy- 
perbel in  S  .vier  Funkte ,  deren  Normalen  in  einem  Punkte  p  con- 
vergiren ,  der  der  Parabel  P  entspricht ,  welche  die  Poiarcurve  jener 
Hyperbel  in  Bezug  auf  S  ist. 

Nach  dem  Vorigen  entsprechen  den  Tangenten  von  S  die  zu- 
gehörigen Normalen  und  somit  der  Curve  8  ihre  Evolute,  eine 
Curve  von  der  vierten  Classe,  welche  die  Axen  von  S  und  die 
unendlich  entfernte  Gerade  zu  Doppeltangenten  hat.  Sie  berührt 
S  in  den  vier  imaginären  Punkten,  in  welchen  dieser  Kegelschnitt 
die  Seiten  des  Vierseits  berührt ,  welches  durch  seine  vier  Brenn- 
punkte und  die  imaginären  Kreispunkte  im  Unendlichen  bestimmt  ist. 

Den  Punkten  der  Evolute  entsprechen  Parabeln ,  die  die  Curve 
S  berühren^  und  da  vier  Parabeln  möglich  sind,  welche  S  dop- 
pelt berühren,  so  hat  die  Evolute  vier  Doppelpunkte. 

Wenn  eine  Parabel  P  mit  S  eine  dreipunktige  Berührung  hat, 
so  wird  der  entsprechende  Punkt  in  E  zum  Bückkehrpunkt;  da 
aber  die  Parabel  hierzu  in  eine  Ecke  Yon  ABC  und  den  Schnitt 
der  Gegenseite  mit  S  degeneriren  muss,  so  hat  die  Evolute  sechs 
Bückkehrpunkte,  welche  paarweise  in  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
liegen  und  die  conjugirt  harmonischen  der  Durchschnitte  von  S 
mit  ihnen  in  Bezug  auf  die  entsprechenden  Eckenpaare  aa\  2)2)',  cc' 
sind.  Als  solche  liegen  sie  in  einem  Kegelschnitt  S\  welcher  dem 
S  als  Poiarcurve  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  der  vierzehn  Punkte 
(Art.  356,  4,  7)  entspricht;  etc. 

400.  Das  Entsprechen  von  Punkten  in  Bezug  auf  ein  festes 
Viereck  ab  ab'  kann  auch  nach  dem  Satze  des  Art.  329  (vergl. 
Art.  113;  2)  geschehen,  wonach  die  Polaren  eines  Punktes  in 
Bezug  auf  alle  demselbenViereck  umgeschriebenen  Kegelschnitte 
durch  einen  andern  Punkt  gehen.  Das  so  begründete  Entspre* 
chen  ist  ein  gegenseitiges.  Es  kann  allgemein  definirt  wer- 
den als  das  Entsprechen  der  doppelt  conjugirten  Elementen- 
paare in  zwei  in  derselben  Ebene  liegenden  Polarsystemen.  ^^^) 
lu  der  Aufg.  3  des  Art.  113  ist  bereits  gezeigt  worden,  dass 
der  Ort  der  Centra,  d.  i.  der  Pole  der  unendlich  entfernten 
Geraden,  für  dieses  System  ein  Kegelschnitt  ist;  welcher  die 
Eckpunkte  A,  B,  C  des  Diagonalendreiecks  enthält^  und  man 
schliesst  nach  dem  Vorigen,  dass  dies  für  den  Ort  der  Pole 
jeder  geraden  Linie  gelten  müsse.  (Art.  309,  1;  Art.  329.) 
Die  Punkte  A,  £,  C,  welche  die  allen  Kegelschnitten  des 
Systems  gemeinschaftliche  Gruppe  Aj  JB,C  bilden,  sind  sin- 
gulare Punkte  der  so  begründeten  Verwandtschaft  ebener  Figa- 
ren;  denn  der  entsprechende  Punkt  ist  für  jeden  von  ihnen 
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unbestimmt,  nämlich  ii^end  ein  Punkt  in  der  beireffenden 
Gegenseite  von  ABC. 

Diese  Yerwandtschafl  enthält  die  der  Collineation  als  einen 
speciellen  Fall.  Die  Grundgleichungen  der  letzteren  drücken 
die  Coordinaten  des  zweiten  Systems  in  Form  von  gleichbe- 
nannt gebrochenen  linearen  Functionen  der  Coordinaten  des 
ersten  Systems  aus  (Art.  77) ,  und  man  erhält  eine  allgemei- 
nere Verwandtschaft  9  wenn  man  die  Nenner  dieser  Ausdrücke 
als  ungleich  voraussetzt.    Dann  ist 

oder 

und  einer  geraden  Linie  y'  =  asf  -\-  b  des  einen  Systems  ent- 
spricht die  dorch 

(«j  j:  4-  6jy  -{-  c,)  (oj«  +  65^  +  ^3)  = 
(«4«  +  b^y  +  cj  {a{aiX  +  6, y  +  O  -f  bia^x  +  bjy  -f  c^)} 

dargestellte  Gurve,  d.  h.  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die 
drei  Punkte  Z»,  =  jLj  =  0,  Zj  =  Z^  =  0,  Zj  =  X^  =  0  hin- 
durchgeht. Der  Form  nach  allgemeiner  kann  man  die  x\  y 
durch  Relationen  von  der  Form 

A,x+A,y+A,^0,    B,x+Ii,y+B,^0, 

in  denen  ^e  A,  B  lineare  Functionen  der  x,  y  bedeuten,  ver- 
bunden voraussetzen,  denn  sie  liefern 

Die  Substitution  in  y'  s»  dx'  -|-  6  giebt 

(^,5,  -  Ä^B^)  =  a  {A,B,  -  A,B^)  +  {A^B,  -  A,B,) 

und  begründet  dieselben  Schlüsse  *).  Ebenso  entspricht  einem 
demselben  Dreieck  umgeschriebenen  Kegelschnitt  immer  eine 

*)  Setzt  man  in  der  einen  der  obigen  Relationen  z.  B.  in  der  zweiten 

die  Constanten  der  linearen  Functionen  B  sämmtlich  gleich  Noll,  so 
erhält  man  als  durch  die  andere  Qleichnng  aUein  dargestellt  die  Red- 
prooität  als  speciellen  Fall  der  in  Rede  stehenden  VerwandUchaft. 
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gerade  Linie.  Die  Beziehung  ist  also  nicht  wesentlich  ver- 
schieden Ton  der  des  Art.  398. 

Danach  entspricht  dem  Schnittpunkt  von  zwei  Geraden 
der  vierte  gemeinschaftliche  Punkt  der  zwei  entsprechenden 
Kegelschnitte^  welche  durch  Ä,  li,  C  gehen ,  und  umgekehrt; 
einem  Strahlbüschel  oder  einer  Schaar  von  Parallelen. also  ein 
Büschel  von  Kegelschnitten;  etc. 

Äufg,  1.  Wenn  man  die  CoefQcienten  der  beiden  Relationen 
u4|X'  +  . .  =  0,  -B,  a?'  +  ..*==  0  unter  Voraussetzung  rechtwink- 
liger Coordinaten  so  specialisirt  ^  dass  dieselben  die  Form 

y'(^^  +  y^)  =  — y>    fl;'(a;' -f  y^)  =  — « 

annehmen,  so  entsprechen  den  Geraden  im  einen  die  Kreise  im 
andern  System,  der  eine  der  Punkte  A,  B,  C  (des  gemeinsamen 
Tripels  beider  Polarsysteme)  ist  der  gemeinschaftliche  endlich  ent- 
fernte Schnittpunkt  dieser  Kreise ,  die  beiden  andern  sind  die  ima- 
ginären Kreispunkte  im  Unendlichen.  (Kreisverwandtschaft,  Inver- 
sion,  reciproke  Radien.) 

Sowohl  die  allgemeine  als  diese  speciellere  Verwandtschaft 
liefern  Transformationen  bekannter  Stttze  in  neue. 

Aufg.  2.  Ein  Beispiel  der  allgemeinen  Transformation  dieses 
'Art.  liefert  die  Figur  von  der  perspectivischen  Lage  zweier  pro- 
jectiviscben  Strahlbüschel,  welche  den  Scheitelstrahl  entsprechend 
gemein  haben.  Daraus  entspringt  der  Satz:  Wenn  zwei  projec- 
tivische  Büschel  von  Kegelschnitten  5-fÄ;Ä'  =  0,  U-^-kU'  =  0 
(Art.  329)  durch  dieselben  drei  Punkte  A^  B,  C  gehen,  so  dass 
der  vierte  gemeinschaftliche  Punkt  des  einen  D,  der  des  andern 
E  sei,  und  so  liegen,  dass  der  durch  die  fünf  Punkte  A^By  O^D^E 
bestimmte  Kegelschnitt  sich  selbst  entspricht,  so  liegen  die  vier- 
ten Durchschnittspunkte  der  entsprechenden  Kegelschnitte  beider 
Büschel  sSmmtlich  auf  einem  dem  Dreieck  Ay  B^  C  umgeschrie- 
benen Kegelschnitt. 

Besonders  bequem  erlaubt  diese  Methode  von  Kegelschnitten 
zu  Curven  höherer  Ordnungen  überzugehen;  so  giebt  die  Erzeu- 
gung der  Kegelschnitte  durch  projectivische  Büschel  eine  Gene- 
ration von  Curven  vierter  Ordnung;  etc. 


Vienindzwanzigstes  Kapitel. 

Von  der  Methode  der  Projectioii. 


401.  Wir  habeu  im  Vorhergehenden  gezeigt,  wie  die  all- 
gemeine Idee  der  Verwandtschaft  oder  des  Entsprechens  der 
Elemente  von  zwei  geometrischen  Figaren  in  mannig&cher 
Weise  specialisirt  werden  kann.  Die  Methode  der  Projection 
bietet  die  einfachste  und  anschaulichste  Begründung  einer  sol- 
chen Beziehung  dar.  ^^2) 

Wenn  alle  Punkte  einer  ebenen  Figur  mit  irgend  einem 
festen  Punkte  im  Räume  (0)  durch  gerade  Linien  verbunden 
werden,  so  bestimmen  diese  Linien  einen  Kegel,  als  dessen 
Spitze  der  Punkt  0  bezeichnet  wird;  die  Durchschnittslinie 
dieses  Kegels  mit  einer  beliebigen  Ebene  bildet  eine  Figur^ 
die  man  die  Projection  der  gegebenen  Figur  auf  die  Ebene 
nennt.  Die  Ebene ;  durch  welche  der  Kegel  so  geschnitten 
wird,  heisst  die  Projectionsebene.  Man  bezeichnet  den 
Kegel  dann  auch  als  den  projicirenden  Kegel  und  seine 
Spitze  als  das  Centrum  der  Projection.  Jedem  Punktä 
in  der  einen  Figur  entspricht  ein  Punkt  in  der  an- 
dern. Denn  wenn  ein  beliebiger  Punkt  A  mit  der  Spitze  O 
durch  eine  gerade  Linie  verbunden  wird,  so  ist  der  Punkt  a, 
in  welchem  diese  die  Projectionsebene  durchschneiflet,  die  Pro- 
jection des  gegebenen  Punktes  A  auf  die  Ebeue. 

Eine  gerade  Linie  wird  immer  als  gerade  Linie 
projicirt.  Denn  indem  man  alle  Punkte  der  geraden  Linie 
mit  dem  Centrum  der  Projection  durch  gerade  Linien  verbindet, 
erhält  man  eine  Ebene,  welche  durch  ihren  Durchschnitt  mit  der 
Projectionsebene  die  Projection  der  gegebenen  Geraden  bestimmt. 

Diese  Ebene  wird  als  die  projicirende  Ebene  der  ge* 
raden  Linie  bezeichnet.  Wenn  Punkte  in  der  einen  Figur  in 
gerader  Linie  liegen,  so  liegen  auch  die  entsprechenden  Punkte 
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der  andern  Figur  in  einer  geraden  Linie ;  wenn  gerade  Linien 
in  der  einen  Figur  durch  denselben  Punkt  hindurchgehen,  so 
schneiden  sich  auch  die  entsprechenden  geraden  Linien  der 
andern  in  einem  Punkte ,  nämlich  dem  entsprechenden  Punkte 
jenes  ersteren. 

402.  Jede  ebene  Curve  wird  in  eine  andere  Curve 
von  derselben  Ordnung  projicirt. 

Denn  wenn  die  gegebene  Curve  durch  eine  gerade  Linie 
in  einer  Anzahl  von  Punkten  A,  B^  C,  D . , .  geschnitten  wird, 
so  wird  ihre  Projection  durch  die  Projection  der  geraden  Linie 
in  den  entsprechenden  Punkten  Ä',  B",  C'^IX.,.  geschnitten^ 
deren  Anzahl  mit  derjenigen  der  ersteren  übereinstimmen  muss. 
Aber  die  Ordnung  einer  Curve  wird  durch  die  Zahl  von  Punk- 
ten geometrisch  bestimmt,  welche  sie  mit  einer  geraden  Linie 
gemein  haben  kann.  Wenn  unter  den  Punkten,  welche  die  Curve 
mit  einer  geraden  Linie  gemein  hat,  neben  reellen  auch  ima- 
ginäre sind,  so  bleibt  die  Zahl  der  reellen  und  imaginären 
Punkte  durch  Projection  ungeändert.  Wenn  zwei  Curven  sich 
durchschneiden,  so  schneiden  sich  ihre  Projectionen  in  der- 
selben Anzahl  von  Punkten ;  reellen  Durchschnittspunkten  ent- 
sprechen reelle,  imaginären  über  imaginäre. 

Jede  Tangente  der  einen  Curve  wird  in  eine  Tan- 
gente der  andern  Curve  projicirt.  Denn  jede  gerade 
Linie  zwischen  den  Punkten  A,  B  der  einen  Curve  wird  als 
eine  gerade  Linie  A',  JS'  projicirt,  welche  die  entsprechenden 
Punkte  ihrer  Projection  mit  einander  verbindet.  Wenn  aber 
die  Punkte  A,  B  in  einen  einzigen  Punkt  zusammenfallen,  so 
fallen  auch  ^',  B  zusammen,  und  die  gerade  Linie  A,  S  ist 
eine  Tangente  der  Projection  der  Curve.  Wenn  zwei  Curven 
einander  in  einer  Anzahl  von  Punkten  berühren,  so  berühren 
ihre  Projectionen  einander  in  eben  so  vielen,  nämlich  in  den 
entsprechenden  Punkten.  Wir  brauchen  nur  anzudeuten,  dass 
auch  die  Classe  ^iner  Curve  durch  Projection  nicht 
geändert  werden  kann. 

403.  Wenn  eine  durch  das  Centrum  der  Projection  par- 
allel zur  Projectionsebene  gelegte  Ebene  die  Ebene  des  Ori- 
ginalsystems in  einer  geraden  Linie  r  durchschneidet,  so  projicirt 
sich  jedes  Büschel  geradliniger  Strahlen  im  Originalsystem, 
welches  seinen  Scheitel  in  dieser  geraden  Linie  r  bat,  in  ein 
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System  von  Parallellmien  in  der  Projectionsebene.  Denn  eine 
gerade  Linie,  welche  vom  Centrum  der  Projection  nach  einem 
beliebigen  Punkte  jener  Geraden  r  gezogen  wird,  begegnet 
der  Projectionsebene  erst  in  unendlicher  Entfernung,  und  in- 
sofern jener  Punkt  Durchschnittspunkt  von  zwei  oder  mehreren 
geraden  Linien  ist,  müssen  sich  diese  als  solche  gerade  Linien 
projiciren,  deren  gemeinschaftlicher  Punkt  in  unendlicher  Ent- 
fernung liegt,  umgekehrt  wird  jedes  System  von  parallelen  ge- 
raden Linien  in  der  Originalebene  in  ein  solches  Büschel  gerader 
Linien  projicirt,  welches  seinen  Scheitel  in  einem  Punkte  der 
geraden  Linie  q'  hat,  in  der  eine  durch  das  Centrum  der  Pro- 
jection parallel  zur  Originalebene  gelegte  Ebene  die  Projec- 
tionsebene schneidet.  So  führt  uns  die  Methode  der  Projec- 
tionen  ganz  naturgemäss  zu  dem  Schlüsse,  dass  ein  beliebiges 
System  von  Parallellinien  als  ein  durch  einen  unendlich  ent- 
fernten Punkt  gehendes  Büschel  betrachtet  werden  kann;  denn 
die  Projectionen  solcher  geraden  Linien  auf  eine  beliebige 
Ebene  gehen  durch  einen  und  denselben  endlich  entfernten 
Punkt.  Sie  lehrt  uns  ebenso,  dass  alle  unendlich  entfernten 
Punkte  in  einer  Ebene  als  in  einer  geraden  Linie  gelegen  an- 
gesehen werden  können;  denn  wir  haben  gezeigt,  dass  die 
Projectionen  aller  der  Punkte,  in  welchen  Parallellinien  sich 
schneiden,  in  der  geraden  Linie  q'  in  der  Projectionsebene 
liegen;  wir  hatten  das  Nämliche  auch  aus  dem  Umstände 
schliessen  können,  dass  jede  gerade  Linie  nur  einen  Punkt 
in  unendlicher  Entfernung  haben  kann  —  wir  schliessen  uns 
dem  üblichen  Sprachgebrauch  genau  an,  indem  wir  denselben 
als  ihre  Bichtung  bezeichnen  — ,  und  dass  s^mit  die  un- 
endlich entfernten  Punkte  einer  Ebene  nur  eine  Linie  ersten 
Grades,  d.  h.  eine  gerade  Linie  bililen  können.  Wir  bemerken 
endlich,  dass  die  Durchschnittslinie  s  der  Projectionsebene 
mit  der  Ebene  der  Figur  zugleich  der  Ort  der  Durchschnitts- 
punkte der  geraden  LinieA  der  Figur  mit  ihren  respectiven  Pro- 
j  ectionen  ist.  Man  nennt  diese  Gerade,  welche  in  beiden  Systemen 
sich  selbst  entspricht,  die  Spur  der  einen  Ebene  in  der  andern 
und  jede  der  beiden  andern  Geraden,  welche  in  jeder  Ebene 
der  unendlich  entfernten  Geraden  der  andern  entsprechen, 
Fluchtlinie  oder  Gegenaxe  der  einen  Ebene  in  der  andern. 
404.    Wenn  irgend  eine  Eigenschaft,  die  sich  nicht  auf 
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die  Grosse  von  geradlinigen  Strecken  oder  von  Winkeln^  son- 
dern auf  die  Lage  gerader  Linien  als  durch  gewisse  Punkte 
gehend  oder  gewisse  Curven  berührend,  oder  auf  die  Lage 
?on  Punkten  u.  s.  w.  bezieht,  für  eine  gegebene  Curve  wahr 
ist,  so  bleibt  diese  Eigenschaft  für  alle  die  Curyen  gültig,  in 
welche  die  gegebene  projicirt  werden  kann.  ^^^)  Wir  ^erkennen 
sofort  als  einen  Satz  dieser  Art  den  folgenden:  Wenn  durch 
einen  beliebigen  festen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kreises  eine 
Sehne  gezogen  wird,  so  schneiden  sich  die  in  den  Endpunk- 
ten darselben  an  ihn  gelegten  Tangenten  in  einer  festen  ge- 
raden Linie. 

Da  wir  nun  beweisen  werden,  dass  jede  Curve  vom  zweiten 
Grade  in  einen  Exeis  projicirt  werden  kann,  so  zeigt  die  Me- 
thode der  Projection  unmittelbar,  dass  die  Eigenschaften  der 
Pole  und  Polaren  nicht  nur  für  den  Ereis,  sondern  auch  für 
alle  Kegelschnitte  wahr  sind. 

Auch  die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon  sind  Eigen- 
schaften derselben  Art,  und  es  ist  daher  hinreichend,  sie  für 
d^  Fall  des  Kreises  zu  beweisen,  um  zu  wissen,  dass  sie  für 
alle  Kegelschnitte  wahr  sind. 

405.  Eigenschaften  dieser  Art,  welche,  wenn  sie  für  ir- 
gend eine  Figur  wahr  sind,  auch  für  die  Projectionen  derselben 
gelten,  heissen  projectivische  Eigenschaften.  Zu  diesen 
Eigenschaften  gehören  ausser  der  Classe  derjenigen,  welche 
im  vorigen  Artikel  bezeichnet  worden  sind,  auch  einige  solche, 
welche  die  Grössen  geradliniger  Strecken  und  Winkel  enthal- 
ten ;  wir  wissen  z.  B.  (Art.  57) ,  dass  das  Doppelverhältniss  von 
vier  Punkten  in  einer  geraden  Linie  (ABCD)^  da  es  durch  das 
Doppelschnittverhältniss  des  Büschels  {0  .ÄBCD)  am  Cen- 
trum  der  Projection  gemessen  wird,  mit  dem  der  vier  Punkte 
(^'jS' CD')  übereinstimmen  muss,  in  welchen  dies  Büschel  durch 
eine  beliebige  Transversale  geschnitten  wird.  Doppelver- 
hältnisse werden  durch  Proj  ection  nicht  geändert. 
(Vgl.  Kap.  XYL)  Aber  Halbirungen  weHen  zu  harmonischen 
Gruppen,  symmetrische  Reihen  oder  Büschel  zu  involutorischen. 

Oder,  wenn  zwischen  den  durch  eine  beliebige  Anzahl 
von  Paukten  in  einer  geraden  Linie  bestimmten  geradlinigen 
Strecken  eine  Gleichung  von  der  Form 
AB.CD.EF+k.ÄC.BE.DF+l.ÄD.CE.BF+...^0 
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besteht^  in  welcher  jedes  Glied  die  nämlichen  Punkte  nur  in 
yerschiedener  Ordnung  enthält,  so  ist  diese  Relation  projec- 
tivisch.  Denn  nach  Art.  57  kann  man  {^r  AB  das  Yer- 
hältniss  OÄ  .  0  JS  .  sin  ÄOB :  OP  und  für  die  übrigen  Strecken 
entsprechende  Ausdrücke  substituiren,  und  die  Gleichung  ent- 
hält nach  dieser  Substitution  in  allen  Gliedern  das  Product 
OA.OB  .OC.  OD  .  OE.  OF  im  Zähler  und  die  Grosse 
ÖP^  im  Nenner;  durch  Division  mit  diesen  Factoren  wird  sie 
daher  auf  eine  Relation  zwischen  den  Sinus  der  am  Punkte  0  ge- 
bildeten Winkel  zurückgeführt  und  ist  demnach  projectivisch. 
Auch  ist  leicht  zu  erkennen ,  dass  die  Punkte  Ä,  B,  C, 
Dy  Ej  F  nicht  in  einer  geraden  Linie  zu  liegen  brauchen,  um 
diese  Projectivität  zu  begründen;  wenn  die  Senkrechte  OP 
nicht  für  alle  die  in  der  Relation  auftretenden  Segmente  die 
nämliche  ist,  so  ist  nur  nöthig,  dass  dieselben  so  geordnet 
sind,  dass  in  jedem  Gliede  der  Gleichung  im  Nenner  das  näm- 
liche Product  solcher  zugehörigen  Perpendikel  OP.OP'.OP".,. 
auftritt.  Als  ein  Beispiel  dafür  erwähnen  wir  den  Satz:  Wenn 
gerade  Linien,  welche  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  ABC 
nach  demselben  Punkte  seiner  Ebene  gezogen  werden,  die 
Gegenseiten  desselben  in  den  Punkten  a,  b,  c  durchschneiden, 
so  ist  Ab  .  Bc  .  Ca  «=  Ac  .  Ba  .  Cb.  Weil  diese  Relation 
von  der  eben  besprochenen  Art  ist,  so  reicht  es  hin,  sie  für 
irgend  eine  Projection  des  Dreiecks  ABC  zu  beweisen;  machen 
wir  für  dieselbe  die  Voraussetzung,  dass  der  Punkt  C  in  un- 
endlicher Entfernung  projicirt  sei,  so  werden  die  geraden  Linien 
AC,  BC,  Cc  einander  parallel  und  die  Relation  wird 

Ab  .  Bc  =  Ac  .  Ba, 

deren  Wahrheit  ohne  Weiteres  ersichtlich  ist. 

Aufg.  1.  Eine  geradlinige  Reihe  von  Punkten  und  ihr  cen- 
tralprojectivieches  Bild  sind  projectivische  Reihen.  Wenn  das  Cen- 
trum der  Projection  in  der  Originalreihe  liegt  ***),  so  entspricht  allei» 
von  ihm  verschiedenen  Punkten  von  dieser  ihr  Schnittpunkt  mit 
der  Bildreihe,  und  alle  anderen  Punkte  der  letzteren  entsprechen 
dem  mit  dem  Centrum  zusammenfallenden  Punkte  der  ersten  Reihe. 
Die  Projectivitötsgleichung  (Art.  299) 

aXX'  +  6A  -f  cA'  -f  d  =  0 

giebt  für  k  und  k'  respective  die  constanten  Wcrthe  Cj  und  c^ ,  wenn 
man  hat  h  :  a  =  —  C2,  c  :  a  «=  —  Ci,  c?:a«=CjC2.  Man  cha- 
rakterisire  die  entsprechende  SpecialitätprojectivischerStrahlbüscbel 
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und  zeige  den  Zusammenhang  dieser  singalären  ProjectivitSten  mit 
der  paraboli8(j)ien  Involution.     (Art.  302,  und  Aufg.  7  das.) 

Aufg,  2.  Man  discutire  die  Degenerationsformen  der  Kegel- 
schnitte  (vergl.  Art.  298 ,  300) ,  welche  aus  der  Verbindung  sol- 
cher Singular -projectivisch er  Punktreihen  und  Strahlbüschel  her- 
vorgehen —  im  Fall  getrennter  wie  vereinigter  Lage. 

406.  Offenbar  reicht  es  zum  Beweise  solcher  projecti vi- 
schen Eigenschaften  von  Figuren  hin,  für  die  einfachste  der- 
jenigen Figuren  den  Beweis  zu  liefern,  in  welche  die  gegebene 
projicirt  werden  kann;  z.  B.  was  oft  vorkommt,  für  eine  solche, 
in  welcher  eine  gewisse  gerade  Linie  der  Figur  in  unendlicher 
Entfernung  erscheint.  "Wenn  z.  B.  gefordert  wäre,  die  har- 
monischen Eigenschaften  des  vollständigen  Vier- 
ecks ABCD  zu  untersuchen,  dessen  Gegenseitenpaare 
sich  in  E  und  F  und  dessen  Diagonalen  sich  in  G  durchschnei- 
den, so  verbinden  wir  alle  Punkte  dieser  Figur  mit  dem  zum 
Centrum  der  Projection  gewählten  Punkte  0  im  Räume  durch 
gerade  Linien  und  schneiden  die  Verbindungslinien  durch  eine 
zur  Ebene  OEF  parallele  Ebene,  so  das  EF  in  unendlicher 
Entfernung  projicirt  erscheint;  die  Projection  ah  cd  des  Vier- 
ecks ist  dann  ein  Parallelogramm,  weil  die  Durchschnittspunkte 
seiner  Gegenseitenpaare  in  uiiendlicher  Entfernung  liegen. 
Jedes  Viereck  kann  demnach  aus  0  in  ein  Parallelo*- 
gramm  projicirt  werden.  Da  nun  die  Diagonalen  eines 
Parallelogramms  sich  gegenseitig  halbiren,  so  bestimmen  die 
Endpunkte,  der  Mittelpunkt  und  der  unendlich  entfernte  Punkt 
einer  jeden,  als  in  welchem  sie  der  geraden  Linie  e/*. begeg- 
net, eine  harmonische  Theilung,  und  man  schliesst  aus  der 
projecti  vischen  Natur  dieser  Relation,  dass  in  jedem  Viereck 
eine  Diagonale  {AC)  durch  die  andere  (in  G)  und  durch  die 
gerade  Verbindungslinie  der  Durchschnittspunkte  der  Gegen- 
seiten harmonisch  getheilt  wird. 

Aufg.  Wenn  zwei  Dreiecke  ABCy  A' B'  C'  so  gelegen  sind, 
dass  die  Durchschnittspunkte  der  entsprechenden  Seiten  jii?,  Ä  Bf  \ 
BCy  B'C'^  CA^  O'Ä  in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  schneiden 
sich  die  geraden  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Ecken  AÄ^ 
Bff^  CC  in  einem  Punkte. 

Der  Satz  bedarf  keines  Beweises  mehr,  weim  man,  wie  es 
seine  projectivische  Natur  erlaubt,  die  Figur,  auf  welche  er  sich 
bezieht,  so  projicirt,  dass  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  ent- 
sprechenden Seiten  beider  Dreiecke  sich  schneiden,  in  unendlicher 
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Entfernung  erscheint;  denn  er  geht  alsdann  in  den  ein&chen  Aus- 
druck der  Aehnlichkeit  und  ähnlichen  Lage  beider  Dreiecke  über: 
Wenn  in  zwei  Dreiecken  ahCj  alle  die  Seiten  des  einen  den 
Seiten  des  andern  parallel  sind,  so  schneiden  sich  die  geraden 
Verbindungslinien  der  entsprechenden  Ecken  in  einem  Punkte; 
welches  einfach  aus  der  Bemerkung  hervorgeht,  dass  die  geraden 
Linien  aa  und  "bll  beide  die  Linie  cc'  in  dem  nämlichen  Ver- 
hältniss  theilen. 

407.  Nach  dem  Vorigen  entsprechen  sich  ebene  Systeme 
nach  der  Methode  der  Centralprojection  in  der  VT'eise,  dass 
alle  Paare  entsprechender  Punkte  in  Geraden  aus  einem  Punkte 
liegen,  und  alle  Paare  entsprechender  Geraden  sich  in  Punk- 
ten einer  Geraden  begegnen.  Diese  Beziehung  bleibt  auch 
nach  dem  Zusammenlegen  beider  Systeme  durch  eine  Drehung 
um  ihre  gemeinschaftliche  Schnittlinie  ungestört,  und  man  er- 
kennt daraus  die  Identität  der  centralprojectivischen 
Relation  ebener  Systeme  mit  der  in  Art.  377,  378  cha- 
rakterisirten  collinearen  Lage  collinear verwandter 
Systeme.    Denn  man  erkennt  zuerst,  dass  der  Winkel  von 

zwei  sich  schneidenden  Geraden 

durch  die  ihnen  parallelen  Strah- 

/i\\       W         len  aus  dem  Centrum  an  diesem 

letzteren  gebildet  wird  und  daher, 
dass  die  Umlegung  der  Ebene  OT 
(füri^als  die  Fluchtlinie  der  Ebene 
des  VT'inkels)  durch  Verbindung 
A^  des  umgelegten  Centrums  (0)  mit 
den  Fluchtpunkten  /*,  f  der  Schen- 
kel, d.  i.  den  Schnittpunkten  ihrer 
Bilder  mit  jP,  die  wahre  Grosse  des 
Winkels  y  der  Geraden  liefert.  Li 
Folge  dessen  ist  insbesondere  der 
von  einer  dieser  Verbindungslinien  mit^eingeschlossene  Winkel 
der  Winkel  der  Geraden  gegen  die  Spur  S  der  Ebene  des  Winkels. 
Wenn  man  also  die  Fluchtpunkte  der  Geraden  in  der  Ebene 
mit  dem  mit  der  Ebene  OF  umgelegten  Centrum  (0)  durch 
Gerade  verbindet  und  zu  diesen  durch  die  entsprechenden 
Durchgangspunkte  (2,  d'  Parallelen  zieht,  so  geben  diese  die 
Lagen  jener  Geraden  nach  der  Ueberführung  in  die  Bildebene 
an;  insbesondere  entspricht  diesem  Gesetze  gemäss  jede  dorch 


— .., 

M..  •  -.. 


>^  \  v 


Ebene  Schnitte  des  freiBkegeh.  408.  655 

(0)  gehende  Gerade  sich  selbst  £s  liegen  also,  weil  entspre- 
chende Punkte  die  Schnittpunkte  von  entsprechenden  Geraden 
sind,  auch  nach  der  Zusammenlegung  beider  Systeme  noch 
die  entsprechenden  Punkte  in  Strahlen  eines  Büschels.  *  Da- 
her sind  beide  Systeme  collinear  und  in  coUinearer  Lage^  die 
Spur  S  der  Ebene  ist  die  Axe  und  (0),  die  ümlegung  des 
Centrums  0  mit  der  Ebene  {OF),  ist  das  Centrum  der  Col- 
lineation;  die  Fluchtlinien  i^'und  F*  sind  die  Gegenaxen  bei- 
der Systeme,  und  die  Gegeoaxe  jF*  ist  von  (0)  eben  so  weit 
und  im  nämlichen  Sinne  entfernt,  wiejSvon^.  Die  Gegen- 
axen fallen  in  der  Mitte  zwischen  CoUineations-Centrum  und 
-Axe  zttsanunen,  wenn  das  Centrum  der  Projection  in  der  Hal- 
birongsebene  des  Drehungswinkels  zwischen  beiden  Ebenen  liegt ; 
liegt  es  inderHalbirungsebene  seines  Nebenwinkels,  so  liegen  die 
Gegenaxen  symmetrisch  zur  Collineationsaxe  und  diese  enthält 
das  Collineationscentrum.  Im  ersteren  Falle  hat  man  die  Inv o- 
lution  der  collinearen  ebenen  Systeme.  (Art.377,p.607.) 
Ans  der  Collineationsaxe,  der  einen  Gegenaxe  und  dem  umgeleg- 
ten Centrum  (0)  bestimmt  sich  zu  dem  als  gegeben  gedachten 
einen  System  das  andere  durch  lineare  Construction,  also  zum 
Original  das  Bild,  ebenso  wie  zum  Bilde  das  Original.' ^^) 

Ist  das  eine  von  beiden  ein  Erois,  so  ist  das  andere  ein 
Kegelschnitt;  die  Eigenschaften,  welche  die  Kegelschnittlinien 
vor  Allen  charakterisiren,  die  Projectivität  der  Büschel  über 
Tier  festen  Punkten  und  der  Reihen  durch  vier  feste  Tangen- 
ten, ei^eben  sich  aus  elementaren  Eigenschaften  des  Kreises, 
nämlich  aus  der  Gleichwinkligkeit  der  über  vier  festen  Punk- 
ten stehenden  Büschel  und  aus  der  Gleichheit  der  Winkel 
über  solchen  Pnnktereihen  in  zwei  Tangenten  vom  Centrum. 
(Vergl.  Art.  417,  2.) 

408.  Die  von  den  Peripheriepunkten  eines  Kreises  nach 
dem  Centrum  der  Projection  gehenden  Geraden  bilden  einen 
projicirenden  Kegel,  dessen  Schnitt  mit  der  Bildebene  die  Pro- 
jection oder  das  Bild  des  Kreises  ist.  Die  Theorie  der  ebenen 
Schnitte  des  Kegels  über  kreisförmiger  Basis  verbindet  daher 
die  allgemeine  vorher  charakterisirte  Methode  mit  dem  Gegen- 
stand dieser  Untersuchungen. 

Die  Schnitte  eines  Kegels  mit  parallelen  Ebenen  sind  ähn- 
liche Curven.    Denn  wenn  wir  in  der  Ebene  der  einen  Curve 
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einen  Punkt  A  und  in  der  Ebene  der  andern  Curve  den  ent- 
sprechenden d.  h.  auf  OA  gelegenen  Punkt  a  annehmen  und 
von  ihnen  nach  einem  beliebigen  Paar  anderer  entsprechender 
Punkte  B,  b  Eadien  vectoren  ziehen,  so  folgt  aus  den  ähn- 
lichen Dreiecken  OAB  und  Oah  die  Yerhältnissgleichheit 
OA  :  Oa  =  AB  :  ah,  und  weil  jeder  Radius  vector  der  einen 
Curve  zu  dem  entsprechenden  Radius  vector  der  andern  in 
dem  nämlicheü  constanten  Verhältniss  OAiOa  steht  und  die 
entsprechenden  Winkel  übereinstimmen ,  so  sind  die  beiden 
Curven  ähnlich.  (Art  245.)  Jeder  über  einer  circularen  Basis 
stehende  Kegel  wird  durch  eineEbene,  welche  seiner  Basis  parallel 
ist,  in  einem  Kreise  geschnitten.  Wenn  wir  die  entsprechenden 
Punkte  Aj  a  als  die  Mittelpunkte  der  beiden  Curven  denken, 
so  beweist  das  Vorhergehende  die  gegenwärtige  Behauptung. 
409.  Die  ebenenSchnitte  einesKegelsüberkreis- 
formiger  Basis  sind  entweder  Ellipsen,  Hyperbeln 
oder  Parabeln. 

Ein  Kegel  zweiten  Grades  heisst  gerade,  wenn  die  ge- 
rade Verbindungslinie  seiner  Spitze  mit  dem  Centrum  des  Krei- 
ses, welcher  ihm  zur  Basis  dient,  auf  der  Ebene  dieses  Kreises 
senkrecht  ist;  diese  Linie  selbst  heisst  alsdann  die  Axe  des 
Kegels.  Wenn  dieselbe  {luf  der  Ebene  der  Basis  nicht  senk- 
recht steht,  so  wird  der  Kegel  als  schief  bezeichnet. 

Obgleich  die  Untersuchung  der  Schnitte  des  schiefen  Kegels 
mit  derjenigen  der  Schnitte  des  geraden  Kegels  vollkommen 
übereinstimmt,  so  wollen  wir  sie  doch  getrennt  führen,  um 
die  Schwierigkeiten,  welche  in  der  richtigen  Auffassung  räum- 
licher Figuren  liegen  können,  durch 
die  vorherige  Betrachtung  der  ein- 
facheren Fjgur  zu  vermindern,  wel- 
che dem  Falle  des  geraden  Kegels 
entspricht.  Man  lege  eine  Ebene 
OAB  durch  die  Axe  OC  des  Kegels 
senkrecht  zur  Schnittebene  und  be- 
trachte sie  als  die  Ebene  der  Zeich- 
nung; die  Schnittebene  JlfiSs^steht 
dann  ebensowohl  wie  die  Basisebene 
^/SjB  senkrecht  zurEbenedet  Zeich- 
nung, und  es  ist  ebenso  mit  der  geraden  Linie  UjS,  in  der 
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sich  beide  letztbezeichnete  Ebenen  schneiden.  Wir  setzen 
alsdann  zuerst  voraus,  dass  die  gerade  Linie  MNy  in  welcher 
die  Schnittebene  die  Ebene  OAB  schneidet,  den  beiden  Seiten 
OA  und  OB  auf  derselben  Seite  des  Scheitels  begegnet,  wie 
die  Figur  es  angiebt.  Durch  irgend  einen  Punkt  s  der  Schnitt- 
cnrve  legen  wir  eine  zur  Basis  parallele  Ebene  und  erhalten 
dadurch  nach  Euklid  UI.  35  für  das  Quadrat  der  Ordinate  des 
Kreises  B,8^  =  j4B  .  RB,  und  ebenso  rs^  ==  ar  .  rh. 

Wenn  man  aber  die  ähnlichen  Drei- 
ecke ABM  und  arM,  BRN  und  brN 
betrachtet,  so  folgt 

AR.RB:MR.RN^ar.rb:Mr.rN, 

und  damit 


RS' :  TS*  =  MR  .RNiMr.  rN. 

Die  Schnittcurve  MSsN  besitzt  dem- 
nach die  Eigenschaft,  dass  das  Quadrat 
einer  beliebigen  Ordinate  r5  zu  dem  Recht- 
eck aus  den  von  ihr  in  der  Linie  MN  be^ 
stimmten  Abschnitten  in  dem  constanten 
Verhältniss  RS^ :  MR  .  RN  steht.  Nach 
f  Art.  111  ist  der  betrachtete  Kegelschnitt 


eine  Ellipse,  für  welche  MN  die  Haupt- 
axe  ist  und  deren  kleine  Axe  sich  aus  der  Bemerkung  bestimmt, 
dass  ihr  Quadrat  zu  MN^  in  dem  gegebenen  Verhältniss 

RS^'iMR.RN 

stehen  muss. 

Wir  nehmen  zweitens  an,  eine  der  Seiten  OA  werde  von 
der  geraden  Linie  MN  erst  in  der  Verlängerung  geschnitten. 
Der  vorige  Beweis  bleibt  völlig  unverändert,  nur  in  dem  End- 
ergebniss  desselben  tritt  die  Veränderung  ein,  dass  nun  das 
constante  Verhältniss  zwischen  dem  Quadrat  der  Ordinate  r  s 
und  dem  Rechteck  Mr  .  rN  aus  den  Abschnitten  stattfindet, 
welche  ein  äusserer  Theilpunkt  in  der  Strecke  MN  bestimmt. 
Die  Schnittcurve  ist  in  diesem  Falle  eine  Hyperbel,  welche 
aus  den  beiden  Aesten  NsS  und  Ms  S'  besteht. 

Wenn  endlich  drittens  die  gerade  Linie  MN  zu  einer  der 
Seiten  parallel  ist,  so  ist,  wegen  AR=^  ar  und 

RB:rh^RN:rN, 

Salmon-Fledler,  anaL  Oeom.  d.  Kegelscbn.  4.  Anfl.  42 
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das  mit  dem  Rechteck  ar  .rb  gleiche  Quadrat  der  Ordinate 
rs  zu  der  Abscisse  rN in  dem  constanten  Verhältniss  RS^ :  BN 
oder  AR.RB:  RN. 

Demnach  ist  die  Schnittcurve  in  die- 
sem Falle  eine  Parabel  *^*).  Da  die  Pro- 
jectionen  der  Tangenten  des  Kreises  in  den 
Punkten  A,  R  die  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts in  M,  N  sind  (Art.  402)  und  in 
dem  Fall  der  Parabel  der  Punkt  M  und 
die  entsprechende  Tangente  in  unendlicher 
A^  Feme  liegt,  so  folgt  auch  hieraus  die  Be* 
^\  rührung  der  Parabel  mit  der  unendlich 
entfernten  Geraden. 
410.  Wir  lassen  hiernach  den  Beweis  für  die  Schnitte 
des  schiefen  Kegels  mit  kreisförmiger  Basis  folgen. 
Die  Ebene  der  Zeichnung  sei  durch  die  Spitze  des  Kegels  0 
und  den  Mittelpunkt  C  des  Basiskreises  senkrecht  zur  Ebene 
desselben  gelegt;  QS  sei  die  gerade  Durchschnittslinie  der 
Schnittebene  mit  der  Ebene  des  Kreises  AQSR]  LK  der  die 
Sehne  QS  halbirende  Durchmesser  und  31 N  die  gerade  Linie, 
welche  die  durch  ihn  und  die  Kegelspitze  gelegte  Ebene  mit 
der  Schnittebene  gemein  hat.  Mit  diesen  Voraussetzungen  ent- 
wickelt sich  der  Beweis  ganz  wie  vorher:  das  Quadrat  der 
Ordinate  RS  ist  dem  Rechteck  LR  .  RK  gleich,  und  weun 
wir  wie  vorher  eine  zur  Basis  parallele  Ebene  einführen,  so 
ist  das  Quadrat  der  ihr  angehörigen  Ordinate  rs  gleich   dem 

0  entsprechenden  Rechteck  Ir  ,  tJ:\  wir 
beweisen  sodann  aus  den  ähnlichen  Drei- 
ecken KRM,  hrM  \md  LRN,  IrN 
in  der  Ebene  OLK  ebenso  wie  in  dem 
Falle  des  geraden  Kegels,  dass  das  Ver- 
g  hältniss  der  Quadrate  RS^:  rs^  mit  dem 


Verhältniss  der  Rechtecke  identisch  sei, 
welche  aus  den  durch  den  Fusspunkt 
der  Ordinate  bestimmten  Abschnitten 
von  MN  gebildet  werden;  und  dass 
demnach  die  Schnittcurve  ein  Kegel- 
schnitt ist,  für  welchen  MN  der  die  Sehne  QS  halbirende 
Durchmesser  ist,  nämlich  speciell  eine  Ellipse,  weun  MN  die 
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geraden  Linien  OL  und  OK  auf  derselben  Seite  der  Eegel- 
spitze  schneidet;  eine  Hyperbel,  wenn  diese  Schnittpunkte  auf 
verschiedenen  Seiten  der  Spitze  liegen^  und  eine  Parabel,  wenn 
einer  derselben  unendlich  entfernt  ist. 

Die  in  dem  Beweise  gemachte  Yoraussetzuug,  dass  die 
kreisförmige  Basis  reelle  Punkte  mit  der  Schnittcurve  gemein 
habe^  ist  in  jedem  Falle  statthaft,  weil  jeder  der  Kreise,  welche 
die  der  Basis  parallelen  Ebenen  in  der  Eegelfläche  bestimmen, 
als  Basis  betrachtet  werden  kann. 

Die  Gattungen  der  Kegelschnitte :  Hyperbel,  Parabel,  El- 
lipse, als  Curven,  welche  zwei  reelle  und  verschiedene  oder 
zusammenfallende  oder  zwei  imaginäre  Punkte  in  unendlicher 
Feme  enthalten,  werden  charakterisirt  durch  die  Lagen  der 
Schnittebene,  fär  welche  die  parallele  Ebene  durch  die  Spitze 
des  Kegels  denselben  in  reellen  oder  zusammenfallenden  oder 
imaginären  Geraden  schneidet. 

411.  Wenn  ein  Kreisschnitt  des  Kegels  von  einer  Ebene 
in  der  Geraden  QS  geschnitten  wird,  so  begegnen  der  zw  QS 
conjugirte  Durchmesser  in  dieser  Ebene  und  in  der  Ebene  des 
Kreises  sich  mit  QS  in  demselben  Punkte. 

Schneidet  qs  den  Kreis  in  reellen  Punkten,  so  muss  der 
in  jeder  Ebene  dazu  conjugirte  Durchmesser  seinen  Mittel- 
punkt r  enthalten;  es  ist  also  nur  der  Fall  zu  untersuchen, 
wo  Q8  nicht  in  reellen  Punkten  schneidet.  In  Art.  409  ward 
bewiesen,  dass  der  Durchmesser  dfy  welcher  die  zu  gs  par- 
allelen Sehnen  eines  beliebigen  Kreisschnitts  halbirt,  in  einem 
Durchmesser  DF  projicirt  wird,  der  die  gleichgerichteten  Seh- 
nen eines  parallelen  Schnittes  halbirt.  Der  Ort  der  Mittel- 
punkte aller  zu  9s  parallelen  Sehnen  ist  die  Ebene  Odf'^  der 
zu  QS  in  irgend  einem  Schnitte  conjugirte  Durchmesser  ist 
daher  die  Durchschnittslinie  der  Ebene  Odf  mit  der  Ebene 
dieses  Schnittes  und  geht  durch  den  Punkt  12,  in  welchem 
QS  die  Ebene  Odf  schneidet. 

Wenn  in  demselben  Falle  die  zu  QS  im  Kreise  und  in 
einem  andern  Schnitte  conjugirten  Durchmesser  in  Segmente 
RDj  BF]  Bg,  Bk  geschnitten  werden,  so  verhalten  sich  die 
Rechtecke  DB .  BF  und  gB  .  Bk  wie  die  Quadrate  des  zu 
QS  parallelen  und  des  conjugirten  Durchmessers  des  Schnittes. 
Denn  wenn  qs  den  Kreis  schneidet,  so  ist  rs  =  dr  .  rf.    Für 
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den  allgemeinen  Fall  ist  aber  soeben  bewiesen,  dass  die  Ge- 
raden gk^  df^BF  m  einer  die  Spitze  des  Kegels  enthalten- 
den Ebene  liegen;  daher  sind  die  Punkte  d^  B  Projectianen 

von  g  und  liegen  mit  ihm  in  einer 
durch  die  Spitze  gehenden  Geraden. 
Wie  in  Art.  410  folgt  daher  ans 
ähnlichen  Dreiecken 
dr  .rfiBB,BF=gr.rlc:gB.Bl6, 
und  weil  dr .  rf  zu  gr .  rlc  sich  ver- 
hält wie  die  Quadrate  der  parallelen 
Halbdurchmesser,  so  stehen  auch 
BR  .  RF  und  gR.Rhin  demsel- 
ben Yerhältniss.  Dieser  Satz  gestattet, 
für  den  Schnitt  gshq  und  die  Gerade  QS  das  Product  BR.RF 
oder  das  Quadrat  der  durch  12  gehenden  Tangente  des  Ereis- 
schnittes  zu  bestimmen,  dessen  Ebene  durch  Q8  geht. 

412.  Wenn  man  durch  die  Spitze  des  Kegels  parallel  zur 
Ebene  der  kreisförmigen  Basis  eine  Ebene  legt,  welche  die 
Schnittebene  in  der  geraden  Linie  TL  durchschneidet,  so  folgt 
als  ein  specieller  Fall  des  Vorigen,  dass  gL.Lk  :  OL^  in  dem 
Verhältniss  der  Quadrate  der  parallelen  Durchmesser  des  Schnit- 
tes sind. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  es  eine  unbestimmte  Aufgabe 
ist,  zu  einem  gegebenen  Kegelschnitt  und  einer  geraden  Linie 
TL  in  seiner  Ebene  die  Spitze  0  eines  Kegels,  der  den  ersteren 
zur  Leitcurve  hat,  so  zu  bestimmen,  dass  der  von  einer  zu 
OTL  parallelen  -  Ebene  in  ihm  bestimmte  Schnitt  ein  Kreis 
sei.  Denn  wenn  wir  den  zu  der  geraden  Linie  TL  conjugirten 
Durchmesser  der  Schnittcurve  ziehen,  so  ist  die  Entfernung 
des  Punktes  L  von  der  Spitze  des  Kegels  durch  das  Vorher- 
gehende bestimmt,  und  OL  muss  in  der  z\xTL  normalen  Ebene 
liegen,  weil  sie  dem  Durchmesser  eines  zu  TL  normalen  Krei- 
ses parallel  ist;  die  Spitze  0  kann  demnach  in  jedem  Punkte 
eines  gewissen  Kreises  in  einer  zu  TL  senkrechten  Ebene  ge- 
nommen werden. 

Ein,  Kegelschnitt  kann  immer  in  der  Art  in  einen  Kreis 
projicirt  werden,  dass  eine  in  seiner  Ebene  beliebig  gewählte 
gerade  Linie  TL,  welche  ihn  nicht  schneidet^  in  unendlicher 
Entfernung  projicirt  wird.     Man  hat  dazu  die  Spitze  0  des 
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projicirenden  Kegels  nur  so  zu  wählen^  dass  die  Ebene  OTL 
zu  den  Ebenen  der  kreisförmigen  Schnitte  parallel  ist;  jede 
der  zvi  OTL  parallelen  Ebenen  erfüllt  dann  als  Projections- 
ebene  die  vorgeschriebenen  Bedingungen. 

413.  Es  ist  erwähnenswerth,  dass  auch  die  Brennpunkte 
und  Directrixen  sich  sehr  einfach  an  die  Betrachtung  des  ge- 
raden Kegels  anknüpfen  lassen.  ^^^)  Es  lassen  sich  in  jeden 
geraden  Kegel  zwei  Kugeln  so  einschreiben,  dass  sie  zugleich 
die  Schnittebene  berühren ;  die  Berührungspunkte  sind  die  Brenn- 
punkte, und  jedem  entepricht  als  Directrix  der  Schnittcurve  die 
gerade  Linie,  in  welcher  die  Ebene  des  Berührungskreises  der 

zugehörigen  Kugel  mit  dem  Kegel  die 
Schnittebene  durchschneidet.  Wenn  man 
einen  beliebigen  Punkt  P  der  Schnittcurve 
mit  der  Spitze  des  Kegels  durch  eine  gerade 
Linie  verbindet  und  die  Durchschnittspunkte 
derselben  mit  den  Ebenen  der  Berührungs- 
kreise durch  D,  d  bezeichnet,  so  hat  man 
die  Relationen  FD  =  PF,  Pd  —  PF\ 
und  demnach  PF+  PF'  =  Dd,  und  es 
lässt  sich  sofort  erkennen,  dass  diese  con- 
stante  Länge  mit  der  grossen  Axe  AB  der  Schnittcurve  über- 
einstimmt. Der  Punkt  B,  in  welchem  die  geraden  Linien  FF' 
und  AB  bei  genügender  Verlängerung  sich  schneiden,  ist  ein 
Punkt  der  Directrix  oder  der  Polare  des  Brennpunktes,  weil 
nach  den  Eigenschaften  des  Kreises  die  vier  Punkte  N,  F, 
MyB  eine  harmonische  Theilung  bilden. 

Man  kann  leicht  beweisen,  dass  der  Parameter  der  Schnitt- 
curve constant  ist^  so  lange  ihre  Ebene  den  nämlichen  Abstand 
von  der  Kegelspitze  besitzt. 

Zusatz.  Der  Ort  der  Scheitel  aller  geraden  Kreiskegel,  aus 
welchen  eine  gegebene  Ellipse  (Hyperbel,  Parabel)  geschnitten 
werden  kann,  ist  eine  Hyperbel  (Ellipse,  Parabel)  in  einer  zur 
Schnittebene  normalen  Ebene,  welche  die  Brennpunkte  der 
Ellipse  (Hyperbel,  Parabel)  zu  Scheiteln  und  ihre  Scheitel  zu 
Brennpunkten  hat.  Denn  die  Differenz  von  MO  und  NO  ist 
constant  als  gleich  MF'  —  NF\*) 

*)  Mit  Hilfe  dieses  Principes  können  Eigenschaften  der  am  Brenn- 
punkte eines  Kegelschnitts  gebpannten  Winkel  aus  den  Eigenschaften 
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414.  Wenn  ein  Kegelschnitt  und  ein  Punkt  in 
seiner  Ebene  gegeben  ist,  so  kann  man  den  ersteren 
in  einen  Kreis  projiciren,  für  welchen  die  Projec- 
tion dieses  Punktes  das  Centrum  ist;  denn  wir  haben 
ihn  nur  so  zu  projiciren^  dass  die  Projection  der  Polare  jenes 
Punktes  in  unendlicher  Entfernung  erscheint.    (Art.  166.) 

Zwei  beliebige  Kegelschnitte  können  so  proji- 
cirt  werden,  dass  beide  sich  als  Kreise  darstellen; 
denn  wenn  wir  den  einen  derselben  so  in  einen  Kreis  proji- 
ciren,  dass  eine  seiner  Durchschnittssehnen  mit  dem  andern 
in  unendlicher  Entfernung  projicirt  wird,  so  mnss  die  Pro* 
jeciion  des  zweiten  Kegelschnitts  auch  ein  Kreis  werden,  weil 
sie  mit  dem  ersten  durch  dieselben  unendlich  entfernten  Punkte 
gehen  muss. 

Zwei  Kegelschnitte,  welche  eine  doppelte  Be- 
rührung mit  einander  haben,  können  in  concen- 
trische  Kreise  projicirt  werden.  Dazu  projicirt  maii 
den  einen  derselben  so  in  einen  Ejreis,  dass  die  Berührungs- 
sehne mit  dem  andern  in  unendliche  Entfernung  fallt.  (Art. 277.) 

415.  Vermittelst  solcher  Projectionen  gelangt  man,  sofern 
dieselben  als  reell  vorausgesetzt  werden,  von  jeder  Eigenschaft 
eines  Systems  von  Kreisen  zur  entsprechenden  Eigenschaft 
eines  Systems  von  Kegelschnitten,  welche  zwei  imaginäre  Punkte 


von  Eugelkreisen  abgeleitet  werden.  Z.  B.  man  weiss,  dass  für  einen 
festen  Punkt  P  in  der  Eugeloberfläche  und  einen  beliebigen  festen  Kreis 
auf  der  Kugel  die  Relation  tan  ^  AP  .  tan  ^  BP  ^=a  const.  besteht,  wenn 
Ä  und  B  die  Durchschnittspunkte  dieses  Kreises  mit  einem  durch  den 
Punkt  P  gehenden  grössten  Kreise  der  Kugel  bezeichnen. 

Nehmen  wir  nun  einen  Kegel,  dessen  Basis  der  erstere  Kreis  und 
dessen  Spitze  das  Centrum  der  Kugel  ist,  und  denken  ihn  durch  eine 
beliebige  Ebene  geschnitten,  so  erhalten  wir  den  Satz:  Wenn  man  durch 
einen  Punkt  p  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  eine  gerade  Linie  zieht, 
welche  den  letzteren  in  den  Funkten  a,  b  schneidet,  so  ist  das  Product 
der  Tangenten  von  den  Hälften  der  Winkel^  welche  ap,  bp  an  der 
Spitze  des  Kegels  spannen,  constant.  Da  mm  diese  Eigenschaft  für  die 
Spitze  jedes  geraden  Kegels  gelten  muss,  aus  welchem  der  gedachte 
Kegelschnitt  geschnitten  werden  kann,  und  da  der  Brennpunkt  des 
letzteren  ein  Punkt  in  dem  Orte  dieser  Spitzen  ist,  so  erhält  man  für 
den  Brennpunkt  die  Relation  tan  ^afp  .  tan  |  bfp  ^  oonstj^)  (VergL 
Art.  234,  9.) 
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gemein  haben.    Nachdem  aber  im  Art.  407  gezeigt  ist,  dass 
die  geometrische  Methode  der  Centralprojection  mit  der  Her- 
stellung collinearer  Systeme  in  collinearer  Lage  identisch  ist, 
so  übertragt  sich  die  Allgemeinheit  der  analytischen  Methode 
(Art.  375  f.)  auf  die  Ergebnisse  der  Methode  der  Projectionen. 
So  wie  die  analytischen  Processe,  durch  welche  die  Eigen- 
schaften der  durch  Gleichungen  von  der  Form  S  =  kLM, 
oder  S  «=  kL\  etc.  dargestellten  Curven  erkannt  wurden,  un- 
geändert  bleiben,  ob  man  voraussetzt,  dass  die  Geraden  L=0, 
M  =0   den  Kegelschnitt  S  =  0  Ta  reellen  oder  imaginären 
Punkten  schneiden,  so  ist  es  nach  der  erwähnten  Identität  ge- 
stattet, die  Allgemeinheit  solcher  durch  Centralprojection  ge- 
wonnener Sätze  auszusprechen;  denn  wenn  z.B.  g^.-f- 1^'  =  g* 
eine  Curve  bezeichnet,  welche  J;  =  0  in  imaginären  Punkten 
schneidet,  so  geht  dieselbe  durch  die  Substitution  von  L  +  Mi 
für  £  und  iy  und  von  N  für  J;  (i,  M,  N  bezeichnen  lineare 
Polynome)  in  2{L^  —  Hf^)  =  N^  über,   die  eine  Curve  aus- 
drückt,  welche  ^=0  in  reellen  Punkten  schneidet.    Darin 
beruht  die  Berechtigung  des  Princips  der  Continuität, 
nach  welchem  Eigenschaften  einer  Figur,  die  bei  der  Realität 
gewisser  in  ihnen  auftretender  Elemente  bewiesen  sind,  auf 
den  Fall  der  Nichtrealität  dieser  Elemente  ausgedehnt  wer- 
den. '^^)  Es  ist  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  desselben,  wenn 
man  den  Satz  der  Aufg.  3  des  Art.  252  als  eine  allgemeine 
Eigenschaft  der  Kegelschnitte  so  ausspricht:  Durch  einen  Punkt 
in  der  Peripherie  eines  Kegelschnitts  und  durch  zwei  beliebige 
Punkte  seiner  Ebene   lassen  sich  immer  drei   Kegelschnitte 
legen,  welche  mit  dem  gegebenen  eine  Berührung  zweiter  Ord- 
nung haben,   und  die  Berührungspunkte  liegen  mit  den  drei 
angenommenen  Punkten  in  einem  Kegelschnitt.    Oder  wenn 
der  Satz  des  Art.  138  zu  dem  Satze  des  Art.  280  erweitert 
wird  (vergl.  Art.  283);  oder  wenn  an  Stelle  eines  mit  einem 
Kegelschnitt  verbundenen  Punktes  ein  Kegelschnitt  tritt,  der 
mit  dem  gegebenen  in  doppelter  Berührung  ist  (vergl.  Art. 
189,  2;  Art.  308,  4  und  Art.  396,  4);  oder  an  Stelle  der  Brenn- 
punkte eines  Kegelschnitts  ein  confocaler  Kegelschnitt  (wie 
Art.  197  gegen  Art.  196);  oder  wenn  wir  die  Erzeugung  einer 
Curve  dritter  Ordnung  aus  zwei  projecti vischen  involutorischen 
Büscheln  mit  sich  selbst  entsprechendem  Scheitelstrahl  allge- 
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mein  aussprechen^  auf  Grund  von  Art.  310,  9;  etc.    (Vei^L 
besonders  auch  die  Eap.  XXI  und  XXII.) 

416.  Nachdem  aber  in  Allem  die  Verwandtschaften  der 
CoUineation  und  Reciprocität  als  Resultate  einer  veränderten 
Interpretation  derselben  linearen  Substitutionen  erkannt  wor- 
den sind^  die  die  vorhergehenden  Kapitel  als  das  allgemeinste 
Mittel  der  analytisch  geometrischen  Untersuchungen  erwiesen 
habeU;  so  bleibt  schliesslich  daran  zu  erinnern^  dass  die  näm- 
lichen Substitutionen  die  Bildung  der  allgemeinen  projectivischen 
Coordinatensysteme  vermitteln,  um  die  ganze  Bedeutung  der 
central-projecti vischen  Methode  für  die  analytische  Geometrie 
zu  würdigen.    Wenn  in  Art.  77  die  Grossen 

y'  =  (öTj^  +  \y  +  02)  2  («3«  +  \v  +  C3), 

au  welche  der  Uebergang  von  Cartesischen  zu  projectivischen 
Coordinaten  sich  knüpfte^  als  die  Parameter  von  zwei  Strahl- 
büscheln bezeichnet  wurden,  welche  durch  die  geraden  Linien 
a^x  +  61!/  +  Ct*=0  und  a^x  -f-  ..  =  0,  a^X'\-  ftjy +  C2  =  0 
und  a'^x  •\'  . .  <»  0  bestimmt  sind,  so  entspricht  dies  vollstän- 
dig dem  Uebergang  zu  einer  Centralprojection  des  Original- 
systems; denn  bei  einer  solchen  werden  die  Projectionen  der 
Axen  der  x  und  \f  zu  Geraden,  deren  unendlich  entfernte  Punkte 
in  ihren  Durchschnitten  mit  der  Fluchtlinie  der  Ebene  xy 
liegen;  die  ihnen  parallelen  Abscissen  und  Ordinaten  des  Car- 
tesischen Systems  werden  zu  Strahlen  der  aus  diesen  Punkten 
beschriebenen,  also  durch  die  Bilder  der  Coordinatenaxen  und 
das  Bild  der  unendlich  entfernten  Geraden  bestimmten  Büschel. 
Die  Grössen  x'  =^  x^\  x^^  y'  =  ^2  •  ^3  ^^^^  ^^^  Parameter 
dieser  Büschel  sind  constante  Vielfache  der  Verhältnisse  der 
Abstände  eines  Punktes  des  jedesmaligen  beweglichen  Strahls 
von  den  bezüglichen  Fundamentalstrahlen,  die  projectivischen 
Coordinaten  also  Zahlen,  die  sich  verhalten  wie  constante  Viel- 
fache der  Abstände  des  betrachteten  Punktes  von  den  Gera- 
den a^x  +  . .  =  0,  a^x  +  . .  =  0,  a^x  +  . .  =  0  oder  den 
Fuudamentallinien  des  Systems.  Die  projectivischen  Coordi- 
naten (Art.  78)  sind  einfach  diejenigen,  welche  bei  solchen 
Uebergängen  ungeändert  bleiben,  und  deshalb  sind  sie  zur 
Untersuchung  der  projectivischen  Eigenschaften  der  Figuren 


Eigenschaften  der  Kegelschnitte  aus  denen  des  Kreises.  417.     665 

(Art.  405)  vorzugsweise  geeignet.  Wenn  wir  nach  Art.  79 
fiir  die  Gartesischen  Goordinaten  die  Fundamentalpunkte  im 
Anfangspunkte  und  in  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Azen, 
den  Einheitpunkt  aber  in  einer  Halbirungslinie  des  Winkels  der 
letztern  denken ,  f&r  Plücker'sche  Liniencoordinaten  aber  die 
Einheitgerade  als  parallel  mit  der  andern  Halbirungslinie  und 
vom  Anfangspunkt  entgegengesetzt  und  halb  soweit  entfernt 
wie  jenen^  so  giebt  die  Gentralprojection  (Art.  407)  der  ele- 
mentaren Goordinatensysteme,  als*bei  welcher  die  Doppel  Ver- 
hältnisse von  Reihen  und  Büscheln  ungestört  bleiben^  unmittel- 
bar die  allgemeinen  Systeme  der  projecti vischen  Goordinaten. 

417-  Wir  geben  nun  Beispiele  zu  der  Art  und  Weise, 
durch  welche  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  aus  denen  des 
Kreises  oder  aus  andern  speciellen  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte centralprojectivisch  abgeleitet  werden. 

Aufg,  1.  Jede  durch  einen  festen  Punkt  gezogene  gerade  Linie 
wird  von  einem  Kegelschnitt  und  von  seiner  in  Bezug  auf  diesen 
genommenen  Polare  harmonisch  getheilt. 

Es  reicht  hin,  zu  bemerken,  dass  diese  Eigenschaft  ebenso 
wie  ihre  Reciproke  projecti vische  Eigenschaften  sind ,  und  dass  sie 
für  den  Kreis  Gültigkeit  haben;  in  Folge  dessen  sind  sie  noth- 
wendig  für  alle  Kegelschnitte  wahr.  Alle  Eigenschaften  der  Kreise, 
die  von  der  Theorie  der  Pole  und  Polaren  abhängen,  gelten  für 
Kegelschnitte  überhaupt. 

Aufg,  2.  Die  auf  die  Doppelverh£Qtnissgleichheit  bezüglichen 
Eigenschaften  der  Punkte  und  Tangenten  eines  Kegelschnitts  sind 
projectivischer  Natur;  sie  gelten  fUr  alle  Kegelschnitte,  wenn  sie 
für  den  Kreis  bewiesen  sind.  Alle  Eigenschaften  des  Kreises,  welche 
aus  ihnen  hervorgehen^  sind  gleichmässig  für  alle  Kegelschnitte 
wahr.  Die  Sätze  von  Pascal  und  Brian chon  beispielsweise 
^brauchen  nur  für  den  Kreis  bewiesen  zu  werden,  um  allgemein 
gültig  zu  sein;  die  PascaVsche  Linie  wird  in  unendlicher  Entfer- 
nung, der  Brianchon'sche  Punkt  als  Mittelpunkt  des  Kreises  pro- 
jicirt ,  in  welchen  man  den  gegebenen  Kegelschnitt  überführt.  Beide 
Sätze  nehmen  eine  so  elementare  Gestalt  an^  dass  sie  des  Bewei- 
ses kaum  noch  bedürfen :  Wenn  in  einem  dem  Kreise  eingeschrie- 
benen Sechseck  zwei  Paare  gegenüberliegender  Seiten  parallel  sind, 
so  sind  es  auch  die  dritten.  Wenn  in  einem  einem  Kreise  um- 
schriebenen Sechseck  zwei  Paare  von  Gegenecken  in  je  einem  Durch- 
messer liegen ;  so  ist  dies  auch  für  da^  dritte  Paar  der  Fall. 

Aufg.  3.  Der  Satz  von  Camot ,  dass  für  die  Punkte,  in  wel- 
chen ein  Kegelschnitt  die  Seiten  eines  Dreiecks  schneidet,  die  Relation 
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gilt,  ist  eine  projectivische  Eigenschaft  und  braucht  nur  für  den 
Fall  des  Kreises  bewiesen  zu  werden  ^  in  welchem  er  deshalb  evi- 
dent ist,  weil  Ä1B2  .  ui,  B2  =  ÄiB^  .  Ä^B^\  etc.  Der  Satz  gilt 
ebenso  und  wird  in  derselben  Art  bewiesen  f&r  ein  beliebiges  Polygon. 

Äufg.  4.  Aus  diesem  Camot'schen  Satze  können  die  Eigen- 
schaften des  Art.  111  leicht  abgeleitet  werden;  denn  wenn  wir  den 
Punkt  C  in  unendlicher  Entfernung  voraussetzen,  so  ist 

unter  der  Voraussetzung,  dass  die  gerade  Linie  A^B^  zu  A^B^ 
parallel  ist. 

5.  In  zwei  concentrischen  Erei-  6.  In  zwei  Kegelschnitten,  wei- 
sen wird  jede  Sehne  des  einen,  che  eine  doppelte  Berührung  mit 
welche  den  andern  berührt^  im  einander  haben,  wird  jede  Sehne 
Berührungspunkte  halbirt.  des  einen,  welche  den  andern  be- 

rührt, im  Berührungspunkt  und 
im  Durchschnittspunkt  mit  der 
Berührungssehne  harmonisch  ge- 
theilt.  (Aufg.  7,  Art.  303.) 

Die  unendlich  entfernte  gerade  Linie  des  ersten  Falles  wird 
als  Berührungssehne  der  Kegelschnitte  des  zweiten  Falles  projicii-t. 
(Aufg.  4,  Art.  244  ist  ein  specieller  Fall  dieses  Satzes.) 


7.  Wenn  drei  concentrische 
Kreise  gegeben  sind,  so  wird  jede 
Tangente  des  einen  von  den  bei- 
den andern  in  Punkten  geschnit- 
ten, deren  Doppelverhältnisscon- 
stant  ist. 


8.  Wenn  drei  Kegelschnitte  ein- 
tmder  in  den  nämlichen  beiden 
Punkten  berühren,  so  wird  jede 
Tangente  des  einen  von  den  an- 
dern beiden  in  vier  Punkten  ge- 
schnitten, deren  Doppelverhfilt- 
niss  constant  ist. 

Der  erste  Satz  ist  wegen  der  Unveränderlichkeit  der  vier  Seg- 
mente evident;  der  zweite  kann  als  eine  Erweiterung  der  projee- 
tivischen  Theilung  der  Tangenten  eines  Kegelschnitts  betrachtet 
werden.  In  derselben  Weise  können  die  Sätze  des  Art.  308  in 
Bezug  auf  Doppel  Verhältnisse  in  Kegelschnitten,  welche  sich  dop- 
peltberühren, unmittelbar  bewiesen  werden,  indem  man  die  Kegel- 
schnitte als  concentrische  Kreise  projicirt. 

Aufg,  9.  Wenn  ein  Dreieck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben 
ist  und  zwei  seiner  Seiten  durch  feste  Punkte  gehen ,  so  soll  man 
die  Enveloppe  der  dritten  Seite  bestimmen.    (Art.  307,  5.) 

Wenn  wir  die  gerade  Verbindungslinie  der  festen  Punkte  in 
unendlicher  Entfernung  und  zugleich  den  Kegelschnitt  in  einen 
Kreis  projiciren^  so  verwandelt  sich  die  Aufgabe  in  diese:  Ein 
Dreieck  ist  einem  Kreise  eingeschrieben,  und  zwei  seiner  Seiten 
sind  festen  geraden  Linien  parallel;  man  soll  die  Enveloppe  der 
dritten  Seite  bestimmen.    Diese  Enveloppe  ist  ein  concentriscber 
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Kreis  9  weil  der  Winkel  an  der  Spitze  des  Dreiecks  gegeben  ist, 
und  die  Enveloppe  ist  demnach  im  allgemeinen  Fall  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  mit  dem  gegebenen  eine  doppelte  Berührang  in 
den  beiden  Pnnkten  hat,  welche  in  der  geraden  Verbindungslinie 
der  gegebenen  Punkte  liegen. 

Aufg,  10.  Die  projectivischen  Eigenschaften  des  in  einen  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen  Vierecks  zu  untersuchen. 

Nach  den  gegebenen  allgemeinen  Entwickelungen  kann  der 
Kegelschnitt  in  einen  Kreis  und  zugleich  das  Viereck  in  ein  Par- 
allelogramm projicirt  werden.  Für  ein  in  einen  Kreis  eingeschrie- 
benes Parallelogramm  ist  der  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen 
im  Centrum  des  Kreises ;  demnach  ist  der  Durchschnittspunkt  der 
Diagonalen  des  in  einen  Kegelschnitt  eingeschriebenen  Vierecks 
der  Pol  der  geraden  Linie,  welche  die  Durchschnittspunkte  der 
Gegenseiten  desselben  verbindet.  Für  das  dem  Kreis  eingeschrie- 
bene Parallelogramm  liefern  die  in  seinen  Eckpunkten  an  den  Kreis 
gelegten  Tangenten  ein  Viereck,  dessen  Diagonalen  sich  auch  im 
Mittelpunkte  des  Kreises  schneiden,  indem  sie  zugleich  die  von 
den  Diagonalen  des  eingeschriebenen  Vierecks  gebildeten  Winkel 
halbiren ;  in  Folge  dessen  gehen  die  Diagonalen  des  in  einen  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen  und  des  entsprechenden  umgeschriebenen 
Vierecks  durch  denselben  Punkt  und  bilden  ein  harmonisches  Büschel. 


11.  Wenn  vier  Punkte  eines 
Kegelschnitts  gegeben  sind,  so 
ist  der  Ort  seines  Centrums  ein 
Kegelschnitt,  welcher  durch  die 
Mittelpunkte  der  Seiten  des  ge- 
gebenen Vierecks  hindurchgeht. 


12.  Wenn  vier  Punkte  eines 
Kegelschnitts  gegeben  sind,  so  ist 
der  Ort  des  Pols  einer  festen  ge- 
raden Linie  ein  Kegelschnitt,  wel- 
cher zu  den  Endpunkten  jeder  Seite 
und  dem  Schnittpunkt  der  gege- 
benen geraden  Linie  mit  dersel- 
ben in  ihr  den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  bestimmt. 

14.  Wenn  man  durch  einen 
festen  Punkt  0  eine  beliebige  Ge- 
rade zieht,  welche  mit  einem  festen 
Kegelschnitt  die  Punkte  A,  B  ge- 
mein hat,  und  in  ihr  einen  Punkt 
P  so  wählt,  dass  das  Doppelver- 
hältniss  der  vier  Punkte  0,  A^ 
By  P  unveränderlich  ist,  so  i^t 
der  Ort  des  Punktes  P  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  mit  dem  gegebe- 
nen eine  doppelte  Berührung  hat. 

418.  Mit  Hilfe  der  im  Art.  310  gegebenen  allgemeinen 
Definition  der  Brennpunkte  können  Eigenschaften  derselben 
projectivisch  auf  ihren  allgemeinen  Ausdruck  gebracht  werden. 


13.  Der  Ort  der  Punkte,  in 
welchem  alle  parallelen  Sehnen 
eines  Kreises  in  einem  gegebenen 
Verbal tniss  getheilt  werden,  ist 
eine  Ellipse,  welche  mit  dem  Kreise 
eine  doppelte  Berührung  besitzt. 
(Art.  172.) 
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1.  Wenn  ein  Kreis  zwei  ge-  2.  Wennein  Kegelschnitt  durch 
gebene  Kreise  stets  berührt,  so  zwei  feste  Punkte  geht  und  zwei 
ist  der  Ort  seines  Centrums  eine  feste  Kegelschnitte  stets  berührt, 
Hyperbel ,  welche  die  Centra  der  welche  au<^  durch  diese  Punkte 
gegebenen  Kreise  zu  Brennpunk-  gehen,  so  ist  der  Ort  des  Pols 
ten  hat.  der  geraden  Verbindungslinie  die- 

ser Punkte  ein  Kegelschnitt,  wel* 
eher  dem  Viereck  eingeschrieben 
ist,  das  von  den  geraden  Verbin- 
dungslinien der  gegebenen  Punkte 
mit  den  in  Bezug  auf  die  beiden 
gegebenen  Kegelschnitte  genom- 
menen Polen  ihrer  Verbindungs- 
linie gebildet  wird. 

Dies  Beispiel  ist  besonderer  Aufmerksamkeit  deshalb  werth, 
weil  es  gleichzeitig  die  folgenden  verschiedenen  Principien  zur  An- 
wendung bringt:  dass  alle  Kreise  durch  zwei  feste  Punkte  in  tm- 
endlicher  Entfernung  gehen;  dass  das  Centrum  der  Pol  ihrer  Ver- 
bindungslinie ist;  dass  ein  Brennpunkt  als  der  Durchschnitt  der 
von  ihnen  ausgehenden  Tangenten  der  Curve  betrachtet  werden 
muss;  und  dass  wir  zur  Ausdehnung  unserer  Schlüsse  von  ima- 
ginären auf  reelle  Punkte  berechtigt  sind. 


4.  Wenn  zwei  Tangenten  und 
zwei  Punkte  eines  Kegelschnitts 
gegeben  sind,  so  liegt  der  Dorch- 
schnittspunkt  der  in  diesen  Punk- 
ten an  ihn  zu  ziehenden  Tangen- 
ten in  einer  festen  geraden  Linie. 

6.  Wenn  vier  Tangenten  und 
je  ein  fester  Punkt  in  zweien  der- 
selben gegeben  sind,  so  ist  der 
Ort  des  Durchschnittspunktes  der 
von  diesen  an  den  Kegelschnitt 
zu  legenden  Tangenten  eine  ge- 
rade Linie. 

Denn  die  zwei  unendlich  entfernten  Punkte  eines  Kreises  liegen 
jeder  in  einer  der  vom  ersten  Brennpunkt  ausgehenden  Tangen- 
ten, und  die  von  ihnen  ausgehenden  beiden  andern  Tangenten  des 
Kegelschnitts  schneiden  sich  im  andern  Brennpunkte. 


3.  Wenn  von  einem  Kegelschnitt 
ein  Brennpunkt  und  zwei  Punkte 
der  Peripherie  gegeben  sind,  so 
liegt  der  Durchschnitt  der  in  die- 
sen Punkten  an  ihn  gezogenen 
Tangenten  in  einer  festen  gera- 
den Linie. 

5.  Wenn  ein  Brennpunkt  und 
zweiTangenten  einesKegelschnitts 
gegeben  sind ,  so  ist  der  Ort  sei- 
nes anderen  Brennpunktes  eine 
gerade  Linie.  (Nach  Art.  197.) 


7.  Wenn  drei  Tangenten  einer 
Parabel  gegeben  sind,  so  geht 
der  ihrem  Dreieck  umgeschriebene 
Kreis  durch  den  Brennpunkt  der- 
selben. (Art  231,  Zusatz  4.) 


8.  Zwei  einem  und  demselben 
Kegelschnitt  umgeschriebeneDrei- 
ecke  haben  ihre  sechs  Ecken  anf 
einem  unddemselbenKegelschnitt 
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Denn  der  Brennpunkt  bildet  mit  den  imaginären  Kreispunk- 
ten in  unendlicher  Feme  ein  zweites  der  Parabel  umgeschriebenes 
Dreieck. 


9.  Der  Ort  des  Centrums  für 
einen  Kreis,  welcher  durch  einen 
festen  Punkt  geht  und  eine  feste 
gerade  Linie  berührt  ^  ist  eine  Pa- 
rabel, welche  den  festen  Punkt 
zum  Brennpunkt  hat. 


1 1 .  Wenn  vier  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  gegeben  sind,  so  ist 
der  Ort  seines  Centrums  die  ge- 
rade Linie,  welche  die  Mittelpunkte 
der  Diagonalen  des  Vierecks  ver- 
bindet. 


10.  Wenn  eine  Tangente  und 
drei  Punkte  eines  Kegelschnitts 
gegeben  sind,  so  ist  der  Ort  des 
Durchschnittspunktes  derTangen- 
ten  in  irgend  zweien  dieser  Punkte 
ein  Kegelschnitt,  welcher  dem  von 
ihnen  gebildeten  Dreieck  einge- 
schrieben ist. 

12.  Wenn  vier  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  gegeben  sind ,  so  ist 
der  Ort  des  Pols  einer  geraden 
Linie  die  gerade  Verbindungslinie 
der  Punkte,  welche  mit  denSchnitt- 
punkten  der  ersteren  in  den  Dia- 
gonalen diese  selbst  harmonisch 
theilen. 

13.  Aus  unserer  Definition  der  Brennpunkte  ergiebt  sich,  dass 
der  gemeinschaftliche  Brennpunkt  zweier  Kegelschnitte  als  der  Durch- 
schnittspunkt  gemeinschaftlicher  Tangenten  derselben  angesehen  wer- 
den muss  und  demnach  die  im  Art.  280  entwickelten  Eigenschaf- 
ten eines  solchen  besitzt.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  einen  Brennpunkt 
und  die  zugehörige  Directrix  gemeinschaftlich  haben,  so  müssen 
ßie  als  solche  Kegelschnitte  betrachtet  werden,  die  eine  doppelte 
Berührung  mit  einander  haben,  und  können  daher  als  concentri- 
sehe  Kreise  projicirt  werden. 

14.  Auch  über  die  Beziehungen  zweier  Kegelschnitte  führt 
die  Methode  der  Projecüon  mit  grosser  Leichtigkeit  zu  einer  Fülle 
von  Sätzen  allgemeiner  Natur.  Wir  denken  beide  Kegelschnitte 
so  projicirt,  dass  eine  Seite  ihres  gemeinsamen  Tripels  harmoni- 
scher Pole  (Art.  311)  im  Bilde  unendlich  fem  ist  (Art.  403),  und 
daher  beide  concentrisch  werden.  Sie  haben  dann  im  Allgemeinen 
ein  gemeinschaftliches  Paar  coigugirter  Durchmesser  —  nur  dann 
nicht,  wenn  sie  Hyperbeln  sind,  deren  Asymptotenpaare  sich  tren- 
nen (Art.  302 ,  10)  —  und  vier  reelle  gemeinsame  Punkte  oder 
Tangenten,  wenn  sie  einen  solchen  Punkt  oder  eine  solche  Tan- 
gente haben.  Wir  nehmen  an,  dass  dies  der  Fall  sei,  und  nennen 
a,  &,  Cj  d  die  gemeinsamen  Tangenten  mit  den  Berührungspunk- 
ten Äy  A^'J  B,  B^'j  C,  Cj;  I>,  I>i  respective  am  ersten  und  zwei- 
ten. Kegelschnitt;  femer  B^  F,  Q,  H  die  gemeinsamen  Punkte, 
und  e,  6] ;  A  /]  i  ^i  ^n  ^)  ^i  die  in  ihnen  an  den  ersten  und  zwei- 
ten Kegelschnitt  gehenden  Tangenten.  Alle  erwähnten  Punkte 
liegen  in  Paaren  auf  einerlei  Durchmesser  ÄCy  EGy  A^  C],  B^D^ , 
FHf  BD  und  in  Parallelen  zu  den  gemeinsamen  conjugirten  Durch- 
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inessem  Ä^B^,  EF,  AB,  CD,  GH,  Cjl),;  AD,  EH,  iliD,, 
B^  Cj,  FG,  BC;  die  Geraden  sind  in  Paaren  parallel  a,  c;  6,  d; 
e,  g;  etc.  oder  sie  schneiden  sich  in  jenen  Durchmessern.  (Art.  362, 
Aufg.)  Nach  diesen  Relationen  sind  die  Sätze  des  Art.  354  von 
den  Kegelschnitten  F  und  0  evident.  Aber  zugleich  ebenso  noch 
eine  Menge  anderer.  Die  vier  gemeinschaftlichen  Punkte  liegen 
mit  jedem  Gegeneckenpaar  des  umschriebenen  Viei^eits  in  einem 
Kegelschnitt;  z.  B.  E,  F,  G,  H,  ah,  cd.  Die  Geraden  AE,  BFy 
CG,  DH  berühren  einen  Kegelschnitt  in  A^  B,  C,D  respective. 
Die  Punkte  A,  B,  -4,,  JB,,  JE;,  F  und  C,  D,  C^,D^,Ey  F  lie- 
gen je  in  einem  Kegelschnitt,  und  diese  berühren  sich  in  E  und 
in  F,  Das  erstere  geschieht  zw6lfmal  in  der  Figur,  nämlich  fol- 
gender Tabelle  entsprechend ,  nach  deren  erster  Gruppe  ausser  den 
vorangeführten  auch  ABA^B^GH,  CDC^DfiH  doppelt  berüh- 
rende Kegelschnitte  sind: 


ABA^B^ 
CDC^D^ 


EF 
GH 


ACA.C^    EG 
BBB^B^   FB 


ADA^D^ 
BCB^C^ 


EH 
FG 


Die  dualistisch  entsprechenden  Sätze  bildet  man  leicht  ^^) 

419.  Wir  richten  hiernach  unsere  Aufmerksamkeit  auf 
projectivische  Relationen ,  welche  die  Grosse  von  Winkeln  be- 
treffen. Winkel,  welche  in  der  gegebenen  Figur  constant  sind, 
sind  es  in  einer  Centralprojection  derselben  im  Allgemeinen 
nicht,  und  es  sind  daher  die  Gesetze  speciell  zu  untersuchen, 
nach  welchen  darauf  bezügliche  Eigenschaften  generalisirt  wer- 
den können.  Nach  Art.  41G  muss  erwartet  werden ,  dass  die- 
selben mit  den  Ergebnissen  der  Theorie  der  Distanz  in  Ari  370 
zusammenfallen. 

Zunächst  bilden  die  Eichtungen  von  zwei  zu  einander 
rechtwinkligen  Geraden  o; «»  0,  y  =  0  mit  den  imaginären  un- 
endlich fernen  Kreispunkten  a;*  -j-  y^  =  0  oder  a:  +  yt  —  ^ 
nach  Art.  56  ein  harmonisches  Büschel.  Wir  ziehen  daraus 
den  Satz:  Wenn  vier  Punktet,  -B,  C,  D  eine  gerade  Linie 
harmonisch  theilen  und  durch  eine  reelle  oder  imaginäre  Fro- 
jection so  projicirt  werden,  dass  die  Punkte  A  und  C,  die 
wir  als  reell  oder  als  imaginär  denken  dürfen^  mit  den  zwei 
imaginären  unendlich  entfernten  Punkten  eines  Kreises  zu- 
sammenfallen, so  projiciren  sich  gleichzeitig  beliebige  durch 
die  Punkte  B  und  2)  gehende  gerade  Linien  als  die  Schen- 
kel eines  rechten  Winkels.  Und  umgekehrt.  Wenn  zwei 
gerade  Linien  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so 
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werden  sie  als  gerade  Linien  projicirt,  welche  die 
Verbindungslinie  der  beiden  festen  Punkte  harmo- 
nisch theilen,  die  als  die  Projectionen  der  imagi- 
nären unendlich  entfernten  Punkte  eines  Kreises 
erscheinen. 


1.  Die  Tangente  eines  Kreises 
ist  rechtwinklig  zum  Radius  des 
Berührungspunktes. 


2.  Jede  Sehne  eines  Kegel- 
schnitts wird  durch  eine  Tangente 
desselben  und  durch  die  geradeVer- 
bindungslinie  ihres  BertLhrungs- 
punktes  mit  dem  Pol  der  gegebe- 
nen Sehne  harmonisch  getheilt. 
(Art.  108.) 

Denn  sobald  wir  die  Sehne  des  Kegelschnitts  als  in  die  un- 
endlich entfernte  gerade  Linie  in  der  Ebene  eines  Kreises  proji- 
cirt voraussetzen,  so  erscheinen  die  Punkte,  in  welchen  dieselbe 
den  Kegelschnitt  schneidet ,  als  die  unendlich  entfernten  imaginären 
Punkte  des  Kreises;  gleichzeitig  wird  der  Pol  der  Sehne  im  Cen- 
trum des  Kreises  projicirt. 


3.  Jede  durch  den  Brennpunkt 
eines  Kegelschnitts  gehende  ge- 
rade Linie  ist  rechtwinklig  zu  der 
geraden  Verbindungslinie  ihres 
Pols  mit  dem  Brennpunkte.  (Art. 
200.) 


4.  Jede  gerade  Linie  durch  einen 
festen  Punkt  bildet  mit  den  bei- 
den von  ihm  ausgehenden  Tangen- 
ten eines  Kegelschnitts  und  der 
Verbindungslinie  desselben  mit 
ihrem  eigenen  Pol  in  Bezug  auf 
diesen  ein  harmonisches  Büschel. 
(Art.  108.) 

Dass  der  erste  dieser  Sätze  ein  specieller  Fall  des  zweiten  ist, 
erhellt  aus  der  Bemerkung,  dass  die  vom  Brennpunkt  ausgehen- 
den Tangenten  des  Kegelschnitts  die  geraden  Verbindungslinien 
des  Brennpunktes  mit  den  imaginären  unendlich  entfernten  Punk- 
ten im  Kreise  sind. 

Aufg,  5.  Nach  dem  Beispiel  12  des  vorigen  Art.  können  wir 
den  Ort  des  Pols  einer  geraden  Linie  in  Bezug  auf  ein  System  con- 
focaler  Kegelschnitte  bestimmen ;  denn  die  Brennpunkte  bestimmen, 
heisst  ein  dem  Kegelschnitt  umgeschriebenes  Viereck  angeben,  wel- 
ches die  gerade  Verbindungslinie  der  Brennpunkte  zu  einer  Dia- 
gonale hat.  In  Folge  dessen  ist  der  vierte  harmonische  Punkt  zu 
demjenigen ,  wo  die  gegebene  gerade  Linie  die  zwischen  den  Brenn- 
punkten enthaltene  gerade  Strecke  schneidet,  ein  Punkt  des  ge- 
suchten Ortes.  Die  andere  Diagonale  ist  die  unendlich  entfernte 
gerade  Linie,  und  ihre  Endpunkte  sind  die  imaginären  unendlich 
entfernten  Kreispunkte;  demnach  ist  der  gesuchte  Ort  zur  gege- 
benen geraden  Linie  rechtwinklig  und  somit  vollkommen  bestimmt« 
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6.  Zwei  confocale  Kegelschnitte  T.Wenn  zweiEegelscbnittedem- 
schneiden  einander  unter  rechten  selbenViereck  eingeschrieben  sind, 
Winkeln.  so  theilen  die  beiden  in  jedem  ihrer 

Darchschnittsponkte  zuziehenden 
Tangenten  derselben  jede  Diago- 
nale des  umgeschriebenen  Vierecks 
harmonisch. 

Wir  bemerken,  dass  der  letztere  Satz  ein  Fall  von  dem  reci- 
proken  Satze  zur  Aufg.  4  des  Art.  303  ist. 


8.  Der  Ort  des  Dnrchschnitts- 
punktes  solcher  Tangentenpaare 
eines  Centralkegelschnitts,  welche 
sich  rechtwinklig  durchschneiden, 
ist  ein  Kreis  aus  dem  Centrum 
desselben. 


9.  Wenn  man  von  zwei  Punk- 
ten jB,  D,  welche  eine  gegebene 
gerade  Strecke  ÄC  harmonisch 
theilen,  Tangenten  an  einen  Ke- 
gelschnitt construirt,  so  ist  der 
OrtihresDurchschnittspnnktes  ein 
durch  die  Punkte  Ä,  C7  gehender 
Kegelschnitt,  in  welchem  diese 
Gerade  denselben  Pol  hat  wie  in 
jenem. 

Nach  dem  Satze  des  Art.  108  kann  der  gegenwärtige  auch 
ausgesprochen  werden,  wie  folgt:  Der  Ort  eines  Punktes  O,  für 
welchen  die  gerade  Linie ,  welche  ihn  mit  dem  Pol  der  festen  ge- 
raden Linie  AO  verbindet,  durch  den  festen  Punkt  C  geht,  ist 
ein  durch  die  Punkte  A  und  C  gehender  Kegelschnitt.  Alsdann 
ist  seine  Richtigkeit  direct  daraus  ersichtlich ,  dass  wir  das  Dop- 
pelverhältniss  des  von  vier  beliebigen  Lagen  der  geraden  Linie 
CO  gebildeten  Büschels  als  mit  dem  des  Büschels  übereinstim- 
mend erkennen,  welches  die  vier  entsprechenden  Lagen  von  AO 
bilden.    (Art.  329,  2.) 


10.  DerOrt  des  Durchschnitts- 
punktes der  Tangenten  einer  Pa- 
rabel ,  die  einander  rechtwinklig 
durchschneiden ,  ist  die  Directriz. 


12.  Der  Kreis,  welcher  einem 
in  Bezug  auf  eine  gleichseitige 
Hyperbel  sich  selbst  conjugirten 
Dreieck  umgeschrieben  ist,  geht 
durch  das  Centrum  der  Curve. 
(Art.  351,  3.) 


11.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  in  dem  vorhergehenden  all- 
gemeinen Satze  die  gerade  Linie 
A  C  den  gegebenen  Kegelschnitt 
berührt,  wird  der  Ort  des  Punk- 
tes 0  die  gerade  Linie,  weldhe 
die  Berührungspunkte  der  von  A 
und  C  ausgehenden  Tangenten  des 
Kegelschnitts  verbindet. 

13.  Wenn  zwei  Dreiecke  in  Be- 
zug auf  denselben  Kegelschnitt 
sich  selbst  conjugirt  sind,  so  lie- 
gen ihre  sechs  Eckpunkte  auf  einem 
Kegelschnitt.  (Art  309 ,  4 ;  Art 
351,  1.) 


Die   Schnittpunkte  der  gleichseitigen   Hjperbel  mit  der  un- 
endlich entfernten  Geraden  sind  in  Bezug  auf  die  imaginären  Kreis- 
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punkte  derselben  harmonisch  conjngirt;  das  von  ihnen  mit  dem 
Centrum  gebildete  Dreieck  ist  also  ein  System  harmonischer  Pole 
der  Cnrve.  Durch  Eeciprocität  ergiebt  sich,  dass  die  Seiten  von 
zwei  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  sich  selbst  conjugirten  Drei- 
ecken einen  Kegelschnitt  berühren. 


14.  Wenn  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  eines  Kegelschnitts 
zwei  gerade  Linien  rechtwinklig 
zu  einander  gezogen  werden,  so 
geht  die  Sehne,  welche  ihre  End- 
punkte in  der  Curve  verbindet, 
stets  durch  einen  festen  Punkt. 
(Art.  189,  2.) 


15.  Wenn  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  eines  Kegelschnitts 
ein  harmonisches  Büschel  gelegt 
wird,  in  welchem  zwei  Strahlen 
unveränderlich  sind,  so  geht  die 
die  Endpunkte  der  jedesmaligen 
beiden  andern  Strahlen  verbin- 
dende Sehne  stets  durch  einen 
festen  Punkt.  • 


Dasselbe  Ergebniss  lautet,  in  andern  Worten  ausgedrückt, 
wie  folgt:  Wenn  zwei  Punkte  a,  c  eines  Kegelschnitts  gegeben 
sind,  und  {ah cd)  ein  harmonisches  Yerhältniss  ist,  so  geht  die 
gerade  Linie  hd  stets  durch  einen  festen  Punkt,  nämlich  durch 
den  Durchschnittspunkt  der  Tangenten  des  Kegelschnitts  in  a  und 
c  Und  in  dieser  Form  wird  die  Wahrheit  des  Satzes  direct  er- 
kannt, wenn  man  bemerkt,  dass  die  Tangente  des  Kegelschnitts 
im  Punkte  a  die  gerade  Linie  hd  in  dem  vierten  harmonischen 
Punkte  zu  dem  Punkt  K  schneiden  muss,  welchen  ac  mit  ihr  ge- 
mein hat;  weil  (a.ahcd)  ein  harmonisches  Büschel  ist;  und  dass 
das  nämliche  von  der  Tangente  in  c  gilt,  dass  somit  diese  Tan- 
genteh  hd  in  demselben  Punkte  schneiden  müssen.  Als  ein  spe- 
cieller  Fall  dieses  Satzes  erscheint  der  folgende :  Wenn  durch  einen 
festen  Punkt  eines  Kegelschnitts  zwei  gerade  Linien  so  gezogen 
werden ;  dass  sie  mit  einer  festen  geraden  Linie  gleiche  Winkel 
bilden,  so  geht  die  Sehne,  welche  ihre  Endpunkte  verbindet,  durch 
einen  festen  Punkt. 

420.  Ein  System  gerader  Linien,  welche  paar- 
weise durch  einen  festen  Punkt  so  gezogian  sind, 
dass  die  Geraden  desselben  Paares  mit  einer  festen 
Linie  gleiche  Winkel  bilden,  schneidet  die  unend- 
lich entfernte  gerade  Linie  in  einem  System  invo- 
lutorischer  Punkte,  welchem  die  beiden  imaginären 
unendlich  entfernten  Ereispunkte  als  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte  angehören.  Denn  sie  schneiden  jede 
gerade  Linie  in  einem  System  involutorischer  Punkte,  welches 
die  Punkte  zu  Brennpunkten  hat,  in  denen  die  gerade  Linie 
von  der  gemeinschaftlichen  innem  und  äussern  Halbirungslinie 
der  von  den  Paaren  der  geraden  Linien  gebildeten  Winkel  ge- 
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1.  Die  von  einem  beliebigen 
Punkt  zn  einem  System  confocaler 
Kegelschnitte  gezogenen  Tangen- 
ten machen  mit  zwei  festen  ge- 
raden Linien  gleiche  Winkel.  (Art. 
197.) 
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schnitten  ward.  Die  erwähnten  imaginären  Punkte  der  un- 
endlich entfernten  geraden  Linie  gehören  zu  dem  System ,  weil 
die  von  ihnen  begrenzte  Strecke  durch  diese*  Winkelhalbirongs- 
linien  auch  harmonisch  getheilt  wird.    (Vergl.  Art.  302 ,  9.) 

2.  Die  von  einem  beliebigen 
Punkte  zn  einem  System  von  dem- 
selben Vierseit  eingeschriebenen 
Kegelschnitten  gezogenen  Tangen- 
ten schneiden  jede  Diagonale  des 
Vierecks  in  einem  System  invo- 
lutorischer  Punkte ,  welchem  die 
Endpunkte  der  Diagonale  als  ein 
Paar  conjugirter  Punkte  angehö- 
ren. (Art.  303.) 

421.  Zwei  von  einem  festen  Punkte  ausgehende 
gerade  Linien^  welche  mit  einander  einen  constan- 
ten  Winkel  bilden,  schneiden  die  gerade  Verbin- 
dungslinie der  zwei  unendlich  entfernten  imagi- 
nären Punkte  eines  Kreises  immer  sO;  dass  das 
Doppelverhältniss  der  vier  Punkte  constant  ist. 

Denn  wenn  Xi==^  0,  x^  =  0  zwei  gerade  Linien  darstellen, 
welche  den  Winkel  0  miteinander  bilden,  so  sind  die  unend- 
lich entfernten  imaginären  Ereispunkte  durch  die  Gleichung 

rr,*  +  ^2^  +  2x^X2  cos  ö  =  0, 
d.  h.  durch 

iCj  :  iPj  =  —  cos  ö  +  t  sin  Ö  sa=a  e^*^ 

bestimmt;  und  man  findet  nach  Art.  58,  dass  das  Doppelver- 
hältniss  der  vier  Linien  constant  ist,  so  lange  0  unverändert 
bleibt.  Denn  man  hat  für  rrj  -}-  Aajj,  ^i  +  /*^2  ^^^  Doppel- 
verhältniss  d  =  er*^  ««x  —  g(Ä-2e)<.  q\qq  fQj.  Jen  Logarithmus 

desselben  ^.Id  =  $.  (Vergl.  Art.  368.)    Für  2ö=ä  erhält  man 

die  harmonische  Theilung  wieder.  (Vergl.  Art.  302,  9.) 

1.  Der  in  demselben  Segment  eines  Kreises  enthaltene  Win- 
kel ist  constant.  Dieser  Satz  ist,  wie  der  gegenwärtige  Artikel 
lehrt,  die  von  der  Doppelverhälbiissgleichheit  von  vier  Punkten 
eines  Kreises  angenommene  Form  ftir  den  Fall,  wo  zwei  dieser 
Punkte  in  unendlicher  Entfernung  sind. 

2.  Die  £nveloppe  derjenigen  {  3.  Wenn  die  von  dem  Punkte 
Sehnen  eines  Kegelschnitts,  wel-  0  gezogenen  Tangenten  mit  dem 
che  einen  constanten  Winkel  am  Kegelsdmitt  die  Punkte  T,  T' 


Gleiche  Büschel  als  projectivische  mit  festen  Doppelstrahlen.  421.    675 


Brennpiinkt  spannen,  ist  ein  Ke- 
gelschnitt ,  welcher  mit  dem  ge- 
gebenen Kegelschnitt  den  Brenn- 
punkt und  dieDirectrix  gemein  hat. 
(Art.  310,  5.) 


4.  Der  Ort  des  Durchschnitts- 
punktes  deijenigen  Tangenten 
einer  Parabel ,  die  einander  unter 
gegebenem  Winkel  schneiden,  ist 
eine  Hyperbel,  die  mit  der  Pa- 
rabel den  Brennpunkt  und  die 
Directriz  gemein  hat. 


gemein  haben ,  und  zwei  Punkte 
Ä  und  B  in  demselben  so  gewählt 
werden,  dass  das  Doppel verhält- 
niss  (0  .  Ä  TB  T')  constant  ist, 
so  ist  die  Enveloppe  der  Sehne 
J.^  ein  Kegelschnitt,  welcher  den 
gegebenen  in  den  Punkten  T,  T' 
berührt. 

5.  Wenn  eine  begrenzte  Ge- 
rade ABj  welche  einen  Kegel- 
schnitt berührt,  von  zwei  Tan- 
genten desselben  nach  constantem 
Doppelverhältniss  ff etheilt  wird, 
so  ist  der  Ort  ihres  Schnittpunk- 
tes ein  Kegelschnitt,  der  den  ge- 
gebenen in  den  Berührungspunk- 
ten der  von  Ä^  B  ausgehenden 
Tangenten  berührt. 

7  .Wenn  eine  veränderliche  Tan- 
gente einesKegelschnitts  zwei  feste 
Taigenten  in  jT,  T'  und  eine  feste 
gerade  Linie  in  M  schneidet,  und 
ein  Punkt  P  in  ihr  so  bestimmt 
wird,  dass  das  Doppelverhältniss 
(PTMT)  constant  ist,  so  ist 
der  Ort  des  Punktes  P  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  die  Punkte 
geht,  in  denen  die  festen  Tangen- 
ten die  feste  gerade  Linie  schnei- 
den. (Art  319,  3.) 

7.  Ein  specieller  Fall  dieses  Satzes  ist  der  folgende:  Der  Ort 
des  Punktes,  in  welchem  der  von  zwei  festen  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  in  einer  veränderlichen  Tangente  desselbeir  bestimmte 
Abschnitt  in  einem  gegebenen  Verhältniss  getheilt  wird,  ist  eine 
Hyperbel,  deren  Asymptoten  den  festen  Tangenten  parallel  sind. 


6.  Wenn  durch  den  Brennpunkt 
eines  Kegelschnitts  eine  Linie  ge- 
zogen wird,  welche  mit  einer  Tan- 
gente desselben  einen  gegebenen 
Winkel  einschliesst,  so  ist  der  Ort 
des  Punktes,  in  welchem  sie  die- 
selbe schneidet,  ein  Kreis. 


9.  Wenn  von  einem  festen  Punkt 
0  die  gerade  Linie  gezogen  wird, 
welche  einen  gegebenen  Kreis  im 
Punkte  P  schneidet,  und  an  sie 
der  constante  Winkel  TPO  an- 
getragen wird,  so  ist  die  Enve- 
loppe des  neuen  Schenkels  TP  ein 
Kegelschnitt,  welcher  den  Punkt 
0  zum  Brennpunkt  hat. 


10.  Wenn  das  Doppelverhält- 
niss eines  Büschels ,  von  welchem 
drei  Strahlen  durch  feste  Punkte 
gehen,  gegeben  ist,  und  der  Schei- 
tel desselben  sich  auf  einem  durch 
zwei  dieser  Punkte  gehenden  ge- 
gebenen Kegelschnitt  bewegt,  so 
umhüllt  der  vierte  Strahl  dessel- 
ben einen  Kegelschnitt,  welcher 
die  geradenVerbindungslinien  die- 

43* 
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ser  zwei  Punkte  mit  dem  dritten 
festen  Ponkt  berührt. 

1 1 .  Als  ein  specieller  Fall  dieser  Satzes  ergiebt  sich  der  fol- 
gende :  Wenn  zwei  feste  Punkte  Ä  und  B  eines  Kegelschnitts  mit 
einem  veränderlichen  Punkte  P  desselben  durch  gerade  Linien  yer- 
bunden  werden ,  und  der  von  den  Verbindungslinien  in  einer  festen 
Geraden  bestimmte  Abschnitt  in  dem  Punkte  M  in  einem  gege- 
benen Verh&ltniss  getheilt  wird,  so  ist  die  Enveloppe  der  geraden 
Linie  Püf  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  durch  Ä  und  B  gezo- 
genen Parallelen  zu  der  festen  geraden  Linie  berührt. 


12.  Wenn  man  an  die  um  den 
festen  Punkt  0  sich  drehende  ge- 
rade Linie  OJP  in  ihrem  Durch- 
schnittspunkt P  mit  einer  festen 
geraden  Linie  den  constanten Win- 
kel TPO  anträgt,  so  ist  die  En- 
veloppe seines  neuen  Schenkels 
PTeine  Parabel,  welche  denPunkt 
0  zum  Brennpunkt  hat. 


13.  Wenn  dasDoppelverhältniss 
eines  Büschels ;  von  welchem  drei 
Strahlen  durch  feste  Punkte  gehen, 
gegeben  ist,  und  sein  Scheitel  sich 
längs  einer  festen  geraden  Linie 
bewegt,  so  ist  die  Enveloppe  des 
vierten  Strahls  ein  Kegelschnitt, 
welcher  cUe  drei  Seiten  des  von 
den  gegebenen  Punkten  gebilde- 
ten Dreiecks  berührt. 


422.  Auch  die  geometrisclie  Verwandtschaft  der  Polar- 
reciprocitat  lässt  sich  in  fruchtbarer  Weise  mit  dem  Prozess 
der  Projection  durch  geradlinige  Strahlen  aus  einem  Centrum 
C  auf  eine  Ebene  verbinden  in  dem  speciellen,  aber  beson- 
ders wichtigen  Falle,  wo  die  Directrix  der  j^ciprocitat  ein 
Kegelschnitt  von  der  Gleichungsform  a;^  4~  y^  +  ^*  =  0  ist 
(Art.  395),  oder  ein  aus  dem  Anfangspunkte  (7,  der  Coordi- 
naten  mit  dem  Radius  ir  beschriebener  Kreis  a?^-j-!/'  +  ***=0. 
Dann  ist  die  Gleichung  des  Polare  des  Punktes  x'y'  oder  P 
mit  ^  ==  j?'  =  1 ,  xx'  +  yy'  •=  —  1>  uDid  man  construirt  sie 
wie  folgt:  Man  bildet  aus  dem  Radius  vector  P(7|  des  Pols 
und  der  Einheit  0  als  Katheten  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
PCi  (C)  und  schneidet  den  erstem  durch  das  im  Endpunkt  (C) 
der  letzten  auf  seiner  Hypotenuse  (C) P  errichtete  Perpendikel; 
die  im  Schnittpunkt  P  auf  dem  Radius  vector  errichtete  Nor- 
male p  ist  die  Polare  von  P.  Danach  ist  dieselbe  auch  die 
in  der  Zeichnungsebene  entstehende  Spur  der  projicirenden 
Normalebene  (Art.  401)  ^®*)  zu  dem  durch  ein  Projectionscen- 
trum  C  nach  P  gehenden  Sehstrahl,  wenn  CO,  rechtwinklig 
auf  der  Bildebene  und  gleich  C^{C)  ist.*)    Die  Strahlen  und 

*)  Oder,  was  dasselbe  besagt,  die  Spar  der  Polarebene  7on  P  in 
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die  zu  ihnen  normalen  Ebenen  aus  dem  Centrum  C  bilden  eine 
Polarreciprocität  im  Strahlen-  und  Ebenenbündel;  von  der  jene 
in  der  Ebene  der  Schnitt  ist;  —  man  sagt^^^)  sie  bilden  ein 
Orthogonalsjstem*).  Es  ist  nützlich;  von  diesem  Gesichts- 
punkte aus  die  Erörterungen  der  Art.  385  f.  zu  wiederholen. 

423.  Man  kann  aber  auch  die  Grundlage  dieser  Betrach- 
tungsweise selbst  dahin  aussprechen;  dass  ein  Kreis  vom  Mit- 
telpunkt M  und  dem  Radius  r  in  der  Ebene  E  durch  zwei 
Punkte  8  und  jS*  im  Räume  dargestellt  oder  bestimmt  werden 
kann,  welche  in  den  durch  MS^  ^=  MS*^  =  —  r*  gegebenen 
Distanzen  MS  =  —  Jtf /S*  von  M  in  der  in  M  auf  E  errich- 
teten Normale  liegen.  Wir  wollen  dieselben  die  repräsen- 
tirenden  Punkte  oder  die  Scheitel  des  Kreises  nen- 
nen. ^®^)  Sie  sind  offenbar  für  jeden  reellen  Kreis  imaginär 
und  für  jeden  imaginären  reell**).  Die  Beziehungen  von  Krei- 
sen in  der  Ebene  lassen  sich  studiren  an  den  Beziehungen  ihrer 
repräsentirenden  Punkte  im  Raum. 

So  können  das  Apollonische  Problem  und  seine  Er- 
weiterungen (Art.  148  f.)  an  ihnen  untersucht  und  die  reel- 
len Constructionen  zur  Lösung  aus  ihren  Beziehungen  abge- 
leitet werden. 

Setzen  wir  zuerst  die  Mittelpunktscoordinaten  und  Radien 
der  drei  gegebenen  Kreise  des  Apollonischen  Problems  gleich 

(«nft,i(^  — y,);  «2. /Ja;  *(^— ^2);  «s;  ßsf  i  (^  —  n)  ^^espec- 
tive  für  0  als  eine  Gonstante,  so  sind  die  Gleichungen  der- 
selben 

BoEug  auf  eine  aiu  diesem  Projectionscentnim  als  Mittelpunkt  beschrie- 
bene Engel  vom  Radius  Null.  Der  imaginäre  Querschnitt  dieser  Kugel 
mit  der  Projectionsebene  ist  die  Directrix  der  Polarreciprocit&t  in  der 
Ebene,  Ton  der  der  Text  ausgeht. 

*)  In  der  That  übertragen  sich  mit  den  ersten  Schritten  in  die  ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes  die  Untersuchungen  der  Art.  375  f., 
379  f.  in  das  Bündel  aller  Strahlen  und  Ebenen  aus  einem  Paukte.  Das 
projicirende  Bündel  der  ebenen  Figur  besitzt  die  projectiviachen  Eigen- 
schaften der  letzteren  selbst  (Art.  405),  die  Goordinaten  (Art.  78)  bleiben 
onvei^dert 

**)  Nach  dem  in  der  ersten  Anmerkung  Gesagten  sind  sie  als  die 
Mittelpunkte  der  Kugeln  vom  Radius  Nnll  anzusehen ,  von  welchen  der 
gegebene  Kreis  der  Querschnitt  ist.  Ist  X  ein  Punkt  des  Kreises,  so 
hat  man  MX^^  —  MS^,  und  offenbar  SX'«MX'  +  itf6*=-0,  d.  h. 
die  Scheitel  haben  to«  jedem  Punkte  des  Kreises  den  Abstand  Null. 
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{X  -^  a,y  +  {y  -  ß,y  +  {z  -  y,y  =  0,  für  Ä  =  1,  2,  3, 
und  der  Apollonische  Kreis  hat  die  Gleichung 

(x  -  ay  +  (y  -  ßy  +  {z-  yy  =  o, 

wenn  a,  ß,  y  seine  Mittelpunktscoordinaten  und  seinen  Radius 
bestimmen. 

Die  Bedingungen  der  beispielsweise  inneren  Berührung 
zwischen  ihm  und  jenen  sind 

(o  -  at)^  +  (^  -  iJ*)'  +  (y  -  y»)*  =  0; 

denn  diese  Gleichungen  sagen  aus,  dass  die  Längen  der  äussern 
gemeinsamen  Tangenten  zwischen  ihm  und  jenen  Null  sind. 

Zur  Elimination  der  a^  ß,  y  zwischen  den  drei  Bedin- 
gungsgleichungen und  der  hypothetischen  Gleichung  des  Apol- 
lonischen Kreises  führt  dann  folgende  Ueberlegung.  Wenn 
8  und  Si  die  repräsentirenden  Punkte  von  zwei  Kreisen  auf 
der  einen,  S*  und  S*  respective  die  äquidistanten  auf  der 
andern  Seite  der  Ebene  sind,  so  ist  SS^^  =  0,  wenn  die  in- 
neren gemeinsamen  Tangenten,  und  SS,*^  =  0,  wenn  die  äusse- 
ren gemeinsamen  Tangenten  der  Kreise  die  Länge  Null  haben  • 
jenes  ist  also  die  Bedingung  der  äusseren,  dieses  die  Bedin- 
gung ihrer  inneren  Berührung.  Den  Apollonischen  Kreis 
suchen,  heisst  daher,  weil  es  jene  Elimination  zu  vollziehen 
fordert,  nichts  anderes  als:  diejenigen  Kugeln  vom  Radius 
Null  bestimmen,  welche  durch  drei  Punkte  gehen,  die  als 
Scheitel  (einer  einem)  den  drei  gegebenen  Kreisen  angehören. 

Nun  besteht  aber  zwischen  den  Distanzen  von  fünf  Punk- 
ten im  Baume  eine  Relation,  welche  sich  von  der  in  Art  152,  1 
für  vier  Punkte  der  JEbene^gegebenen  nur  dadurch  unterscheidet 
dass  der  Saum  1,  15^,  25^,  3o^,  45^,  0  rechts  und  unten  hin- 
zutritt, also  die  Relation  der  Aufg.  2  a.  a.  0. ;  und  wenn  der 
fünfte  der  Punkte  das  Centrum  einer  durch  die  vier  ersten 
gehenden  Kugel  vom  Radius  Null  ist,  so  dass  l5,  25,  35,  4& 
sämmtlich  Null  sind,  so  kommt  man  zu  der  am  Schluss  der 
Aufg.  2  a.  a.  0.  gefundenen  Relation,  welche  die  Beziehung 
zwischen  den  Längen  der  gemeinsamen  Tangenten  von  vier 
Kreisen  ausdrückt,  die  von  demselben  fünften  Kreis  berührt 
werden,  die  also  hier  als  eine  Relation  zwischen  den  gegen- 
seitigen Entfernungen  von  vier  Punkten  einer  Kugel  vom 
Radius  Null  erscheint.    Die  irrationale  F«rm  derselben 
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23. 14  +  31. 24  +  12. 34  =  0 
fBhrt  wegen 

23_=  /{(«,  -  «3)'  +  (ft  -  ß,y  +  Cn  -  ys?},  etc.; 
14  =  }/{{x  -  a,Y  +  (y  -  ß,y  +  (z  -  y,y} ,  etc., 

wonach  23,  31,  12  die  Längen  der  äusseren  gemeinsamen  Tan- 
genten der  bezeichneten  Ereispaare  sind,  und  nach  Art.  122 
direct  zu  der  Gleichung  von  Casey  in  Art.  152,  153, 

23  .  /Si  +  31 .  /Sj  +  I2 .  /^  =  0, 

welche  zwei  der  Berührungskreise  ausdrückt. 

Der  geometrische  Sinn  dieser  Losung  ist,  dass  die  Quer- 
schnitte der  beiden  Nullkugeln  {S)  und  (S)*,  welche  durch 
die  Scheitel  Sj,  Sj»  ^s  ^^^^  durch  S^*,  Sj*  ^z^  respective  gehen, 
mit  der  Projectionsebene  zwei  der  Apollonischen  Kreise  sind. 

Und  die  Construction  von  Gergonne  ergiebt  sich  daraus 
in  folgender  Weise.  Die  Geraden  8^82^  828^,  8^8^  schneiden 
die  Ebene  der  drei  Kreise  in  ihren  äusseren  Aehnlichkeits- 
punkten,  die  in  der  Schnittlinie  derselben  mit  der  Ebene  der 
drei  Scheitel  8^  828^  als  der  bezüglichen  Aehnlicbkeitsaxe  liegen. 
Die  Gerade  88*  schneidet  dieselbe  Bildebene  in  einem  von 
Sj ,  iS>2,  8^  gleich  weit  entfernten  Punkte,  also  in  einem  Punkte 
gleicher  Tangentenlängen  zu  den  gegebenen  Kreisen  oder  im 
Badicalcentrum  22  derselben. 

Dass  die  Punkte  S,  8*  von  jedem  Punkte  der  vorerwähn- 
ten Aehnlicbkeitsaxe  gleichen  Abstand  haben,  sagt  weiter  aus, 
dass  die  Tangenten  von  den  Punkten  der  Aehnlicbkeitsaxe 
an  die  cfrhaltenen  Apollonischen  Kreise  gleichlang  sind,  oder 
dass  sie  die  Radicalaxe  derselben  sein  muss. 

Da  endlich  die  Ejreise  8  und  5^  sich  berühren  müssen, 
so  haben  die  entsprechenden  Kugeln  vom  Radius  Null  (8)  und 
(5|)  in  allen  Punkten  der  Geraden  88^^  Berührung  mit  ein- 
ander, und  somit  liegen  die  Berührungspunkte  des  Kreises  ^'i 
mit  den  beiden  Apollonischen  Kreisen  8  und  8*  in  der  Ebene 
jS|iSS*jB,  welche  auch  die  Normale  zur  Ebene  8^828^  im 
Punkte  jS|  enthält,  so  dass  ihre  Schnittlinie  mit  der  Bildebene 
die  gerade  Linie  ist,  die  das  Badicalcentrum  jß  mit  dem  Pol 
der  Aehnlicbkeitsaxe  in  Bezug  auf  den  Kreis  Eins  verbindet 
—  denn  jene  Normale  ist  die  Polare  der  Aehnlicbkeitsaxe  in 
Bezug  auf  die  Nullkugel  Eins.  ^®^) 
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So  verbindet  eine  raumliche  Auffassung  die  beiden  Lo- 
sungen des  Apollonischen  Problems,  die  wir  früher  gegeben 
haben,  mit  einander.  Und  nachdem  im  Art.  359, 1  die  Erweite- 
rung der  constructiven  wie  der  analytischen  Losung  in  beiderlei 
Form  auf  das  allgemeinere  Problem  von  der  Berührung  von 
Kegelschnitten  gezeigt  worden  ist,  welche  mit  einem  gegebe- 
nen Kegelschnitt  in  doppelter  Berührung  sind,  so  entsteht 
die  Frage  nach  der  entsprechenden  geometrischen  Anschauung 
im  Räume  von  drei  Dimensionen.  Die  vorigen  Anmerkungen 
deuten  den  Weg  zur  Beantwortung  auf  Grund  des  Früheren  an. 

Die  Geometrie  der  Ebene  weist  überall  hinaus  in  den 
Raum  von  drei  Dimensionen,  in  welchem  das  Princip  der  Dua- 
lität und  die  organische  Entwickelung  aus  Grundgebilden  erst 
ihre  vollständige  Durchführung  finden  können. 

424.  Wir  schliessen  dem  Vorigen  einen  kurzen  Abriss 
von  den  entsprechenden  Gesetzen  der  Methode  der 
Orthogonalprojection  an. 

Die  Orthogonalprojection  einer  gegebenen  Figur  wird  von 
den  Fusspunkten  aller  der  Perpendikel  gebildet;  welche  man 
von  den  Punkten  derselben  auf  eine  beliebige  feste  Ebene 
fallen  kann;  sie  ist  daher  der  gerade  Schnitt  eines  Cylinders, 
welcher  die  gegebene  Figur  zur  Leitlinie  hat. 

Geradlinige  Strecken  von  gleicher  Richtung 
sind  zu  ihren  Ortbogonalprojectionen  auf  eine  be- 
liebige Ebene  in  constantem  Yerhältniss.  Denn  die- 
ses YerluUtniss  wird  durch  den  Cosinus  des  Winkels  ausge- 
drückt, welchen  die  gerade  Linie  mit  ihrer  Projection  ein- 
schliesst,  und  wegen  des  Parallelismus  der  bezeichneten  Ge- 
raden und  des  daraus  folgenden  Parallelismus  ihrer  Projec- 
tionen  ist  dieser  Winkel  stets  von  derselben  Grosse. 

Alle  geradlinigen  Strecken,  deren  Richtung  mit 
derjenigen  der  geradenDurchschnittsliniezwischen 
der  Ebene  der  Figur  und  der  Projectionsebene  über- 
einstimmt,  sind  ikren  Ortbogonalprojectionen* 
gleich.  Da  die  Durchschnittslinie  beider  Ebenen  selbst  durch 
die  Projection  nicht  geändert  wird,  so  kann  auch  keine  ihr 
parallele  gerade  Linie  geändert  werden. 

Der  Flächeninhalt  einer  beliebigen  Figur  in 
einer  gegebenen  Ebene  steht  zu  dem  Flächeninhalt 
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ihrer  Orthogonalprojection  in  einer  andern  gege- 
benen Ebene  in  einem  constanten  Y erbältniss.  Selben 
wir  die  Ordinalen  der  Figur  und  ihrer  Projection  rechtwinklig 
znr  Durchschnittslinie  ihrer  Ebene  voraus,  so  setzen  sich  beide 
Flächen  aus  Parallelstreifen  von  gleicher  Breite  zusammen,  deren 
•  Höhen  in  dem*constanten  Verhältnisse  vom  Cosinus  des  Winkels 
beider  Ebenen  zur  Einheit  stehen ;  demgemäss  sind  die  Flächen 
beider  Figuren  in  demselben  Yerl^tniss.  (Vergl.  Art.  261.) 

JedeEllipsekann  orthogonal  in  einenEreis  pro- 
jicirt  werden.  Wir  wählen  die  Projectionsebene  so,  dass 
ihre  Durchschnittslinie  mit  der  Ebene  der  gegebenen  Ellipse 
der  kleinen  Äxe  dieser  letzteren  parallel  ist  und  zugleich  so, 
dass  der  Cosinus  des  von  den  beiden  Ebenen  eingeschlossenen 
Winkels  dem  Verhältniss  b  :  a  der  kleinen  Axe  zur  grossen 
Axe  gleich  ist-,  alsdann  bleiben  alle  zur  kleinen  Axe  parallelen 
Sehnen  der  Ellipse  unverändert  in  der  Projection,  während 
alle  der  grossen  Axe  parallelen  Sehnen  in  dem  Verhältniss 
b  :  a  verkürzt  werden;  in  Folge  dessen  wird  die  Projection 
ein  Kreis  vom  Radius  b.  (Art  172.)  Die  rechtwinkligen  Durch- 
messerpaare des  Kreises  liefern  die  conjugirten  der  Ellipse. 
(Vergl.  Art.  239.) 

Durch  die  Vereinigung  der  Ebenen  beider  Systeme  erhält 
man  den  speciellen  Fall  coUinearer  Systeme  in  coUinearer  Lage, 
bei  welchem  das  Centrum  der  Collineation  unendlich  entfernt 
ist  in  der  Bichtung  der  Normalen  zu  ihrer  Schnittlinie,  d.  h. 
der  Collineationsaxe.  (Affinität  besonderer  Art.)  Der  schie- 
fen Parallelprojection  entspricht  ein  unendlich  fernes  Centrum 
in  nicht  zur  Axe  normaler  Bichtung.  Beide  gehen  in  Sym- 
metrie zu  dieser  Axe  über,  wenn  die  Bichtung  der  pro- 
jicirenden  Strahlen  der  Halbirungsebene  des  Drehungswinkels 
zwischen  beiden  Ebenen  angehört;  gehört  sie  der  seines  Neben- 
winkels an,  so  fällt  das  Collineationscentrum  in  die 
Bichtung  der  Axe  und  man  hat  affingleiche  oder  flä- 
chengleiche Systeme.*®*)    (Vergl.  Art.  407.) 

425.  Um  ein  Beispiel  von  dem  Nutzen  dieser  Principien 
zu  geben,  wollen  wir  dieselben  zur  Untersuchung  des  Aus- 
drucks anwenden,  welchen  wir  im  Artikel  239  (Aufgabe  7) 
für  den  Badius  des  Kreises  gegeben  haben,  der  einem  in  einen 
Kegelschnitt  eingeschriebenen  Dreieck  umgeschrieben  ist.^^®) 
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Nach  der  Elementar-Geomeiarie  gilt  die  Belation 

2FB~aßy, 
wenn  B  diesen  Halbmesser^  ^jP  den  Flächeninhalt  des  Drei- 
ecksy  a,  ß,y  die  Seitenlängen  desselben  bezeichnen.  Projiciren 
wir  dann  die  Ellipse  in  einen  Kreis  vom  Halbmesser  h,  so 
gilt;  weil  dieser  £j:eis  als  der  umgeschriebene  Kreis  des  pro- 
jicirten  Dreiecks  erscheint^  die  Belation  2F'b  =  a'/J'y',  Wenn 
wir  nun  die  den  Seiten  dieses  Dreiecks  parallelen  Halbdorch- 
messer  der  Ellipse  durch  V,  V'^  V"  bezeichnen,  so  gelten  nach 
dem  Satze,  dass  paraUele  Linien  in  constantem  Verhältniss 
ZU  ihren  Projectionen  stehen,  die  Proportionen  a  :  a  »x  & :  &', 
/J' :  /J  c=  6  :  J",  y' :  y  —  6  :  6"'.  Es  ist  femer  V  zum  Inhalt 
des  Ejreises  vom  Halbmesser  h^  also  srb^  in  demselben  Yer- 
hältniss,  wie  F  zum  Inhalt  der  Ellipse  von  den  Halbazen  a 
und  6,  also  itah\  demnach  F' i  P«»  5  :  a.  Alles  dies  giebt 
die  Belation 

hxR^'^i''^}-^a¥iVV'r\  d.i.  JB  =  ?L^'. 

Gute  weitere  Beispiele  liefern  die  Probleme  von  der  klein- 
sten einem  Dreieck  umgeschriebenen  und  der  grossten  ihm 
eingeschriebenen  Ellipse,  etc.  Jene  geht  in  den  umschriebe- 
nen Kreis  über  für  ein  gleichseitiges  Dreieck,  dessen  Ecktan- 
genten zu  den  Gegenseiten  parallel  sind;  und  dies  letztere 
gilt  auch  für  die  Projection. 

Alles  Vorhergehende  zeigt,  dass  die  Methode  der  Projec- 
tion wie  die  der  reciproken  Polaren  ihre  generalisirende  Kraft 
aus  denselben  Grundlagen  empfangt,  die  in  den  Kap.  XX  bis 
XXn  dargelegt  sind,  und  man  darf  daher  sagen,  dass  der 
Werth  beider  Methoden  vor  Allem  in  der  geome* 
trischen  Anschaulichkeit  besteht,  welche  sie  den 
analytischen  Operationen  zu  substituiren  erlauben. 
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7)  Eine  Ecke  des  neuen  Dreiecks  Uegt  in  einer  Seite  des  alten  oder 
umgekehrt,  uud  Combinationen  von  beiden. 

Der  allgemeine  Fall  der  Unabhängigkeit  beider  Dreiecke  von  ein- 
ander ist  im  Texte  behandelt;  der  Ueoer^ang  von  Cartesisohen  Coor- 
dinaten zu  projectivischen  gehört  auch  zu  ihm.  Die  Durchführung  alles 
dessen  ist  oem  Leser  anzuempfehlen. 

B.  Kap.  VI— X.  Die  Eegelsclmitte,  iBsbesondere  der  Kreis. 

13)  Art  120,  p.  162.    Diese  Methode  rührt  von  Burnside  her. 

14)  Art.  126,  p.  168.  Aufg.  Die  hier  angewendete  Methode  der 
Untersuchung  stammt  von  Cayley. 
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16)  Ali.  134,  p.  180,  Aufg.  7.  Vergl.  „Cambridge  Mathem.  Jonrn/' 
Bd.  1,  p.  169. 

16)  Art  134,  p.  181,  Aufg.  8.  Zuerst  in  ,,Noi]yelles  Annales  de 
Mathem/*  Bd.  23,  p.  414.    Sodann  ibid.  Bd.  32,  p.  71. 

17]  Art.  136,  p.  183.  Badical-Axe  von  Gaultier,  „Joum.  de  Väcole 
polyt.**  Bd.  16,  1813.  Gbordale  von  Piücker,  „Anal7t.-geoinetr.  Ent- 
Wickelungen",  Bd.  1,  p.  93. 

18)  Art.  141,  p.  186.  Yergl.  Poncelet*8  „Traitä  des  propriät^s 
proj^ctiyes  de  figures'S  p.  41. 

19)  Art.  142,  p.  186.  Ueber  Systeme  von  Kreisen  mit  derselben 
Radicalaxe  (Kreisbüschel)  vergl.  man  Casey  im  „Quuterly  Joum.  of 
Mathem.''  Bd.  6,  p.  43,  118. 

20)  Art.  142,  Aufg.  2,  p.  187.  Siehe  Flacker  ,,  Analytisch -geome- 
trische Entwickelangen",  Bd.  1,  Nr.  101,  137  f. 

21)  Art.  149,  p.  196.  Diese  Lösung  rührt  von  Oergonne  her. 
„Annales  des  Mathem."   Bd.  7,  p.  289. 

22)  Art.  152,  p.  199.  Diese  Lösung  gab  Casey  in  der  „Boyal  Irish 
Academy"  im  April  1866. 

23)  Art  152,  Aufg.  1,  p.  201.    Eine  Untersuchung  von  Cayley. 

24)  Art.  152,  Aufg.  3,p.  202.  Vergl.  die  neueren  Abhandlungen  von 
Darbouz  („Annales  de  r^cole  normale"  2.  S^r.  t.  1,  p.  323—392)  und 
?on  Frobenius  („Crelle's  Journal"  Bd.  79,  p.  185). 

25)  Art.  158,  p.  209.  Die  Sätze  dieses  Art.  gab  Bobillier  in  „An- 
nales des  Mathem."  Bd.  18,  p.  320.  Die  erste  Gleichung  des  nächsten 
Art.  ist  von  Hermes,  „  Y erhältnisscoordinaten  in  der^bene",  Pro- 
gramm von  1860. 

26)  Art.  160,  p.  211.  Vergl.  fBb:  das  Vorige  Ferrers,  „Quarterly 
Journal  of  Mathem."  Bd.  2,  p.  120,  und  für  die  zweite  Ableitung  „Dublin 
Ezam.  Fapers".   Januar  1857. 

27)  Art.  162,  p.  215.  Die  Gleichung  der  Sehne  zwischen  zwei  Pimk- 
ten  der  Curve  gab  Hart. 

28)  Art.  163,  p.  217  (Anmerk.).  Ebenso  die  Ableitung  der  Gleichimg 
des  eingeschriebenen  Kreises  in  der  Anm.  des  Art.  163.  Vergl.  über 
Kreise  am  Dreieck  Greer  „Quarterly  Joum."  Bd.  5,  p.  313;  Bd.  7, 
p.  70;  Griffiths  ibid.  Bd.  6,  p.  229,  357;  Bd.  7,  p.  46.  341;  etc. 

29)  Art.  163,  Aufff.,  p.  218.  Der  Satz  von  Feuern  ach,  zuerst  in 
der  Schrift  seines  Urhebers  über  die  Eigenschaften  des  geradlinigen  Drei- 
ecks (Nürnberg  1822,  p.  55)  gegeben,  dann  von  Steiner  in  Gergonne's 
„Annal."  Bd.  19,  und  in  „Die  geometrischen  Constructionen"  (Berlin 
1833,  §  12,  Anmerk.).  Danach  gab  Terquem  im  1.  Bd.  der  „Nouv. 
Annales"  (1842),  p.  166,  196,  199  den  Feuerbach'schen  Satz  und  eine 
Erweiterung  desselben.  Im  Jahre  1860  kamen  die  Geometer  von  Dublin 
auf  diese  Sätze,  und  Salmon  theilte  im  „Quarterly  Joum.  of  Math." 
Bd.  4,  p.  152  Hart's,  W.  R.  Hamilton' s  und  seine  Resultate  mit. 
Lisbesondere  dehnte  Hart  sie  auf  die  Kreise  des  Apollonischen  Problems 
und  auf  die  Kugel  aus.  Der  hier  p^egebene  Beweis  dafür  ist  von  Casey. 
Vergl.  No.  147.  Für  die  synthetische  Behandlung  sehe  man  besonders 
Schröter  „Der  Feuerbach'sche  Satz"  in  „Mawematische  Annalen" 
Bd.  7,  p.  517. 

Zu  den  vom  Kreis  handelnden  Kap.  VII — X  mag  hier  ein  wohl 
kaum  nach  Verdienst  gekanntes  Buch  genannt  werden,  welches  den 
Leser  von  der  ganz  elementaren  Auffassimg  aus  systematisch  zu  den 
allgemeinen  Gesetzen  unter  steter  Beschränkung  auf  den  Kreis  über- 
leitet: „Analytische  Geometrie  des  Kreises",  systematisch  aus- 
gearbeitet als  Einleitung  in  die  höhere  Geometrie  von  Dr.  Ludwig 
Mack.  (Stuttgart  1855.)  Man  vergleiche  noch  Townsend's  „Chap- 
ters  on  the  modern  geometry  of  the  point,  hne  and  circle.  2  Bde. 
Dublin  1863—5. 
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C.  Kap.  XI— XIV.  Elementare  Behandlung  der  Ellipse, 

Hyperbel  nnd  Parabel 

30)  Art.  169,  p.  227.  Diese  Methode  gab  Boole  im  „Cambridge 
Math.  Joum."   Bd.  3,  p.  106,  und  2.  Serie  Bd.  6,  p.  87. 

31)  Art.  194,  p.  249.  Vergl.  O'Brien's  „Goordinate  Geometr7'',p.  85. 

32)  Art  199,  p.  263.    Ibid.  p.  156. 

33)  Art.  200,  p.  255.  Die  Sätze  in  Anfg.  4  bis  8  sind  von  W.  D.  Sa  dl  ei  r. 

34)  Art  202,  p.  257.  Siehe  Papi)U8,  „Mathem.  Collect.**  Bach  YIL 
Der  letzte  (238.)  Satz  dieseB  Baches  ist  auch  der  Satz  des  Art  194,  wel- 
chen ApoUonius  noch  nicht  hat. 

36)  Art.  231,  p.  275.   Vergl.  O'Brien  p.  156. 

36)  Art.  234,  p.  282.  Den  Satz  in  Aufg.  6  gab  Frost,  „Cambridge 
and  Dublin  Math.  Joum.**  Bd.  1,  p.  68.  Yer^.  Hittorf -in  „Crelle's 
Joum."   Bd.  38,  p.  89. 

37)  Art.  234,  7,  p.  282.  Für  diese  Gleichung  siehe  Da  vi  es*  „Philo- 
soph. Magazine**  1842,  p.  192. 

38]  Axt  234,  p.  282.  Der  Beweis  in  Aufg.  9  rOhrt  von  Mac  Cal- 
lagh  her. 

39)  Art.  234,  p.  284.  Der  in  Aufg.  11  von  Larrose  „Nouyelles 
Annal.**    Bd.  19,  p.  85. 

40)' Art.  234,  p.  284.   Die  Gleichung  der  Aufg.  15  gab  M.  Roberts. 

41)  Art.  235,  3,  p.  285.  Vergl.  Steiner  in  „Gergonne*s  Annal.** 
Bd.  19,  p.  59. 

42)  Art  235,  p.  286.  Den  Sats  der  Aufg.  4  gab  Gregory,  ,,Cam- 
bridge  Math.  Joum.**   Bd.  2,  p.  16. 

43)  Art.  236,  p.  289.  Für  Aufg.  1  sitthe  Brianchon,  Poncelet 
in  „Gergonne's  AnnaL'*   Bd.  11,  p.  205. 

44)  Ibidem  für  Aufg.  5,  p.  290  siehe  a.  a.  O^  p.  210. 

•    45)  Art.  236,  8,  p.  290.   VergL  P.  Serret  in  ,,NauT.  AnnaL**  Bd.  24, 
p.  145. 

46)  Art  236,  Aof(f.  9,  p.  292.  Vergl.  Hesse  „De  currifl  et  saper- 
ficiebus  secundi  ordinis^*  „Crelle's  Journal**.  Bd.  20,  p.  301. 

47)  Art.  236^  12,  p.  293.   Ein  Satz,  welcher  von  MÖbius  herrohit 

48)  Ibidem.  Dies  ist  von  Sylvester  bemerkt  und  in  dieser  Art 
von  Burnside  bewiesen. 

49)  Art.  237,  p.  293.  Die  hier  als  specieller  Fall  der  Methoden  des 
Kap.  XVII  vorgetragene  Methode  ward  rrüher  empfohlen  von  G^Brien, 
„Cambridge  Math.  Journ.'*  Bd.  4,  p.  99. 

50)  Art.  238,  p.  294.    Vergl.  Ü^Brien's  „Coordin.  Geom.**,  p.112. 

51)  Art  239, 7,  p.  296.  Die  Formeln  der  Aufg.  7  gab  Mac  Cullagh' 
„Dubhn  Ezam.  Papers**  1836,  p.  22. 

52)  Ibidem.   Das  Beisp.  10  rührt  von  Burnside  her. 

53)  Art.  239,  p.  297,  Aufg.  12  Schluss.   Für  weitere  Ausfuhrung  ver- 

fleiche  die  Note  von  Eckardt  in  Bd.  18  der  „Zeitschrift  f.  Math.  n. 
hys.**,  p.  106. 

54)  ibidem.   Die  Aufg.  le^jp.  298  ist  von  Burnside. 

55)  Art  240, p. 299,  Aufg.  Vergl.  Turner  „Cambr.  and  DubLMath. 
Journ.**   Bd.  1,  p.  122. 

56)  Art.  252,  p.  307,  Aufg.  1.  Vergl.  Joachimsthal  „Crelle's 
Journ.*'    Bd.  36,  p.  95. 

57)  Art  252,  p.  307,  Aufg.  2.  Die  diese  Sehne  betreffenden  Aufgaben 
sind  neuerdings  gestellt  und  behandelt  worden  in  Bd.  31,  p.  192 ,  336 
und  den  folgenden  Bänden  der  ,,Nouvelle8  Annales*'.  (Vergl.  auch 
Bd.  10  des  „Giornale  di  Matematiche'*  p.  320.)  Die  Envelopne  der  Sehne 
TL  für  alle  Punkte  des  Kegelschnittes  ist  ein  sehr  specieller  Fall  von 
der  in  Art.  85,  Aufg.  3  der  „Anal.  Geom.  der  höheren  ebenen  Carveo** 
von  Salmon-Fiedier  (Leipzig  1873)  bestimmten. 
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58)  Art  252,  p.  308,  Aufg.  3.  Vergl.  Steiner  ,, Grelle *8  Joum". 
Bd.  32,  p.  100;  and  Joachimsthal  a.  dem  bei  56)  a.  0. 

59)  Art. 263, p. 318.  DieSätze  am  Ende  rubren  Ton  Mac  Cnllagh  ber. 

60)  Art.  ^'^64,  p.  319.  Die  Untersucboug  über  die  Focalsebne  ver- 
dankt der  Autor  Townsend. 

61)  Art.  266,  p.  320.  Dieser  Satz  ist  von  Graves.  Yergl.  dessen 
Uebersetzung  von  Gbasles'  „On  cones  and  spberical  conics^*  p.  77. 

62)  Art.  267,  p.  321.  Dieser  allgemeinere  Satz  ward  zuerst  von  Mac 
CuUaffb  in  „Dublin  Exam.  Papers'*  1841,  p.  41;  1842,  p.  68,  83;  dann 
von  Cnasies  „Compt  rendus**  Bd.  17,  p.  838  gegeben.    Yergl.  de 


Jonqui^re*s  „Melanges  de  gdom^trie  pure**  d.  55  f. 

63)  Art.  267,  p.  321.  Zur  Ausdebnung  des  Satzes  anf  Hyperbel  und 
Parabel  vergl.  Aza r eil i  „Atti  dell  Acad.  Pontif.  Rom.''  Bd.  21,  1871. 

64)  Art.  268,  p.  322.  Diesen  Beweis  gab  Hart  „Cambr.  and  Dubl. 
Matb.  Joum.**   Bd.  4,  p.  193. 

D.  Kap.  XV— XVni.  Projectivisclie  Behandlung  der 

Eegelsclmitte. 

65^  Art.  269,  p.  324.  Yergl.  Poncelet's  „Traitä  des  propri^t^s 
projectives  des  figures'*  2.  Ausg.  Bd.  1 ,  No.  48  f.^  56  f.  Dazu  die  Be- 
trachtungen von  Cbasles  im  „Aper9u  historique"  chap.  Y,  §§  11—17, 
und  Art.  415  des  Textes. 

66)  Art.  279,  Aufg.  2,  p.  333.  Yergl.  Poncelet*8  genanntes  Werk; 
Bd.  1,  Art.  427. 

67)  Art.  281,  p.  335.  Der  Satz  von  Brianchon  steht  im  13.  Heft 
des  „Joum.  de  Tecole  polyt."  p.  301.  Der  besprochene  Einwand  ist  von 
Todhunter. 

68)  Art.  283,  p.337.  Plücker  sab  diesen  Satz  „Ent^vickel.'*  Bd.  1, 
p.  240  und  257.    Vergl.  überhaupt  den  Schlussparagraph  10  daselbst. 

69)  Art.  284,  p.  338.  Der  Pascarsche  Satz  steht  in  der  Schrift  von 
1640:  „Essais  pour  les  Coniques^'. 

70)  Art.  284,  2,  p.  339.  Der  Beweis  ward  dem  Yerfasser  unab- 
hängig von  de  Morgan  und  Burnside  mitgetheilt.  Aus  Art.  231, 
Zusatz  4  folg^,  dass  cue  vier  Kreise,  welche  den  Dreiecken  aus  vier  Ge- 
raden umscmrieben  sind,  durch  einen  Punkt,  den  Brennpunkt  der  zu- 
gehörigen Parabel,  gehen.  Fär  fünf  Gerade  bewies  Miquel  (Catalan*s 
„Th^or^mes  et  Probl^mes  de  Gdom^trie  äl^mentaire'*  p.  93),  dass  die 
Brennpunkte  der  fünf  Parabeln,  welche  sie  zu  vieren  berühcen,  auf 
einem  Kreise  liegen.'»  Die  Kreise,  die  in  solcher  Art  den  sechs  Fünf- 
seiten aus  sechs  Geraden  entsprecnen,  gehen  durch  einen  Punkt,  und 
aus  den  von  sieben  Geraden  gebildeten  Sechsseiten  erhält  man  so  sie- 
ben Punkte  eines  Kreises ;  etc.  in  inf.  C  l  if  f  o  r  d  ,  ,Educat.  Times'*  Dec.  1870. 

71)  Art.  284,  3,  p.  339.  Der  Beweis  in  Aufg.  3  ist  von  Moore. 

72)  Art  285,  p.  340.   So  sprach  den  Satz  Maclaurin  1685  aus. 

73)  Art.  287,  p.  347.  Steiner  lenkte  die  Aufmerksamkeit  der  Geo- 
meter  auf  die  vollständige  Figur  des  Pascal'schen  Sechsecks  in  „Ger- 
gonne's  Annal."  Bd.  18,  p.  319.  1827.  Seine  Sätze  ergänzte  Plücker 
„Orelle's  Journ.'*  Bd.  5,  p.  268  (vergl.  Steiner  „System.  Entwickel.*' 
p.  311);  später  haben  Hesse  ibid.  Bd. 24,  p. 40,  Bd. 41.  p.  268;  Cavley 
Bd.  41,  p.  66;  Kirkmann  „Cambridge  and  Dublin  Math.  Journ.*'  Bd.  5, 
p.  185  das  System  untersucht;  sodann  Grossmann  „Crelle's  Joum.'* 
Bd.  58,  p.  174,  V.  Staudt,  Gayley  und  Hesse  (ibid.  Bd.  62,  p.  142, 
„Quarterly  Joum."  Bd.  9,  p.  348  und  „Crelle's  Joum.*'  Bd.  68,  p.  193) 
neue  Beiträse  dazu  gegeben.  Siehe  H esse's  „Yorlesungen  a.  dl  analyt. 
Geom.  d.  Preises  u.  £  g.  Linie",  Leipzig  1865.  Yorl.  10,  u.  Steiner's 
Yorlesungen  „Theorie  der  Kegelschnitte**  v.  Schröter  (Leipzig  1867) 
p.  128  f.  (1876  p.  126  f.  u.  217  f.) 
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Nenes  zur  vollst&ndigBn  Figur  des  Pascal'sclien  SecliBecks. 

Die  im  Texte  hervorgehobene  Dualität  zwischen  den  ent- 
deckten Eigenschaften  der  Figur  des  volUt&ndigen  Pascal-* 
sehen  Sechsecks  ist  durch  eine  neueste  an  neuen  Ergebnissen  reiche 
Untersuchung  von  Gius.  Yeronese  näher  bestimmt  worden,  welche 
im  mathematischen  Seminar  des  eidgenössischen  Polytechnikums  ent- 
standen, in  Rom  vollendet  und  nun  mit  dem  Titel  .»Nnovi  Teoremi 
suir  Hezagrammum  Mysticum"  im  1.  Bd.  der  3.  Ser.  der  ,,Memor. 
della  Classe  di  Sdenze  fisiche,  matemat.  e  .natundi'^  der  R.  Accademia 
dei  Lincei  (1B77,  4.  61  p.)  veröffentlicht  worden  ist.  Die  Untersuchungs- 
methode  ist  die  der  perspectivischen  Dreiecke  wie  in  Art.  286,  287  des 
Textes ;  sie  wird  erweitert  in  der  Betrachtung  der  27  Dreiecke,  welche 
von  dreimal  drei  Punkten  Ai,  ^,  A^;  Bi^  Bjt,  B^;  Oi,  C^,  Cm  auf  drei 
Geraden  aus  einem  Punkte  gebildet  werden ;  diese  Dreiecke  oilden  36 
Temen  und  die  Perspectiv -Axen  jeder  Terne  gehen  durch  einen  Punkt, 
die  so  erhaltenen  36  Punkte  liegen  zu  vier  in  27  Geraden;  femer  fSr 
vier  Dreiecke  und  vier  Vierecke,  welche  das  erste  mit  dem  zweiten, 
das  zweite  mit  dem  dritten,  das  dritte  mit  dem  vierten  und  das  vierte 
mit  dem  ersten  perspectivisch  liegen  —  wenn  die  vier  Perspectiv-Centra 
der  Dreiecke  in  einer  Geraden  sind,  so  gehen  die  Perspectiv- Axen  durcb 
einen  Punkt  und  fäb  die  Vierecke  liegen  die  vier  aus  ihren  Dreiecken 
also  entspringenden  Punkte  in  einer  Geraden;  und  aus  zwei  joersnec- 
ti vischen  Dreiecken  AiBiCi,  AgB^Cf  wird  durch  die  Ecken  B^ö^,  BfCi 
oder  A^f  CiA^,  C^Ai  oder  £«  und  AfBf,  A^Bi  oder  C*  ein  drittes  zu 
beiden  perspectivisches  gebildet  und  gezeigt,  dass  die  drei  PerspectiT- 
Centra  m  emer  Geraden  liegen. 

Nach  Ableitung  der  10  conjugirten  Paare  der  Steiner^schen  Punkte 
G  und  der  60  den  Pascal*schen  Geraden  p  zugeordneten  Kirkmann'schen 
Punkte  H  —  wir  behalten  die  Bezeichnungs weise  des  Textes,  schliessen 
uns  aber  für  die  von  Veronese  neu  entdeckten  Elemente  seiner  Bezeich- 
nung an  —  folgen  die  wichtigen  Sätze:  Die  60  Geraden  p  und  die 
60  Punkte  H  bilden  sechs  Figuren  n  von  je  10  Punkten  H, 
die  zu  drei  auf  entsprechenden  Geraden  liefen,  je  10  Paare 
entsprechender  Elemente  von  sechs  verschiedenen  Polar- 
systemen. Zwei  dieser  Figuren  n  haben  vier  Punkte  O  in  einer  Ge- 
raden j  und  die  vier  entsprechenden  Geraden  g  aus  einem  Pimkte  / 
gemein;  dazu  sechs  der  45  Punkte  P,  in  denen  sich  die  15  Fundamen- 
tolgeraden  in  Paaren  schneiden,  welche  zu  drei  in  vier  Geraden  p  liegen, 
die  einzeln  den  vier  übrigen  Figuren  n  angehören  und  durch  jene  vier 
Punkte  Q  gehen.  Drei  der  Figuren  x  haoen  einen  Punkt  G  und  die 
entsprechende  Gerade  g  gemein.«  Die  45  Punkte  P  bilden  15  Dreiecke 
diky  welche  den  15  Paaren  i,  Je  der  sechs  Figuren  n  enteprechen;  durch 
die  Ecken  von  Jijt  geht  keine  der  Geraden  g  der  Systeme  i,k;  die  30 
Punkte  P  einer  Figur  n  werden  von  den  Ecken  der  Dreiecke  ^ü  der 
10  Paare  aus  den  fünf  andern  gebildet.  Die  12  Geraden  g  durch  die 
Ecken  von  Ja  schneiden  sich  8  mal  zu  dreien  in  vier  Punkten  G  und 
in  vier  Punkten  H;  jene  liegen  in  den  vier  Geraden  ^,  diese  entspre- 
chen zu  vier  Geraden  p  beider  Figuren  n.  In  zwei  Figuren  n  ^nebt  es 
zwei  Vierseite  aus  Geraden  p,  deren  Ecken  Punkte  H  sind  mm  deren 
Seiten  sich  paarweise  in  Punkten  P  des  Dreiecks  Ja  der  beiden  Figuren 
und  in  Pun&ten  G  ihrer  Geraden  j  begegnen;  die  12  Ecken  derselben 
liegen  in  Paaren  auf  sechs  Geraden  f;,s,  welche  paarweis  durch  die  Ecken 
des  Dreiecks  da  gehen  und  mit  seinen  Seiten  harmonische  Gruppen 
bilden,  so  dass  alle  sechs  in  vier  Paukten  Zt  zu  dreien  zusammenlTef- 
fen;  es  giebt  90  solche  Geraden  und  durch  jeden  Punkt  H  ^ehen  drei 
von  ihnen;  der  Punkte  Zf  sind  60  und  in  ieder  Geraden  v„  hegen  zwei. 
Die  vier  Punkte  G  einer  Geraden  j  und  die  Schnittpunkte  Y  derselben 
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mit  zwei  Seiten  des  Dreiecks  Jik  der  zugehörigen  Figuren  n  bilden  eine 
Involution.  Drei  Punkte  Zti  welche  den  Geraden  p  eines  Punktes  G 
entsprechen,  liegen  in  einer  Geraden  o;  die  vier  Geraden  g  zweier  Fi- 
guren n  und  zwei  der  Geraden  aus  inrem  Punkte  J  nach  Ecken  des 
gemeinsamen  Dreiecks  Jik  bilden  drei  Paare  einer  Involution.  Zwei 
f^iguren  n  enthalten  zwei  Vierecke  von  Punkten  H  paarweia  in  vier 
Geraden  ^  aus  dem  zugehörigen  Punkte  J  und  die  Perspectiv -Axen 
ihrer  Dreieckspaare  sind  die  Linien  j),  welche  in  den  vier  andern  Sy- 
stemen n  dural  die  ersten  bestimmt  werden.  Ihre  Polaren  in  den  bei- 
den Figuren  n  begegnen  sich  paarweia  in  den  vier  Punkten  G  der  Ge- 
raden j  derselben  und  in  den  vier  Perspectiv-Ceutren  Z2  ihrer  Geraden 
g.  Somit  correspondiren  die  Punkte  Z2  den  Geraden  p  und  fünf  der 
Figuren  n  bestimmen  daher  die  sechste. 

In  zwei  Figuren  n  liegen  die  12  Ecken  H  der  zwei  Yierseite  ihrer 
p  paarweis  in  sechs  Geraden  m,  welche  zu  zweien  durch  die  Schnitte 
ihrer  Geraden  j  mit  den  Seiten  des  Dreiecks  Jik  gehen  und  die  sich 
noch  in  12  Punkten  T  schneiden,  welche  paarweis  in  den  sechs  Gera- 
den t^|  derselben  liegen;  es  giebt  90  Gerade  m  und  180  Punkte  T.  Die 
drei  Punkte  Z^^  welche  den  p  aus  einem  H  entsprechen,  liegen  in  einer 
Geraden  £^;  solcher  sind  60,  durch  jeden  Punkt  Z,  gehen  drei  und  sie 
begegnen  sich  überdies  zu  drei  in  den  20  Punkten  &,  Sie  entsprechen 
einerseits  den  p,  andrerseits  den  H.  Die  90  Geraden  t>,(  schneiden  sich 
paarweis  in  18  >  Punkten  E,  die  zu  drei  in  den  60  p  liegen  und  in  jeder 
derselben  mit  den  drei  Heine  Involution  bilden.  Die  Z^  und  z^  bil- 
den wie  die  H  und  p  sechs  Figuren  n  von  je  zehn  Paaren 
von  Polarsystemen.  Die  Punkte  G  und  J  und  die  Geraden 
g^j  und  17]}  sind  den  Systemen  (Ho)  und  {Ze)2  gemein.  Fünf 
dieser  Systeme  bestimmen  ein  seclistes  der  jedesmal  andern 
Art 

Die  sechs  Geraden  v^t  durch  die  Diagonalpunkte  eines  Vierecks 
von  Fundamentalp ankten  schneiden  sich  paarweis  in  drei  Punkten  Y 
der  Geraden  zwischen  den  zwei  fehlenden  Fundamentalpunkten;  diese 
liegen  auch  in  den  drei  Geraden  j  der  Combinationen  von  zwei  Figuren 
3r,  deren  Dreieck  Jik  jene  Fundamentallinie  enthält.  Es  giebt  45  Punkte 
!F  zu  drei  in  den  15  Geraden  j  und  in  den  15  Fundamentallinien;  die 
90  Geraden  m  gehen  in  Paaren  durch  sie  und  bilden  mit  der  Funda- 
mentallinie  und  der  Geraden  j  eine  harmonische  Gruppe;  etc. 

Die  zwei  Geraden  z^ ,  welche  den  Punkten  H  einer  Geraden  Oj,  ent- 
sprechen, schneiden  sich  in  einem  Punkte  F,,,  durch  den  zwei  Gerade 
r,  eines  dritten  Systems  {Zz)i  gehen,  die  den  Zf  in  v,2  entsprechen;  es 
giebt  90  Punkte  Kt,,  welche  in  45  Paaren  den  45  P  entsprechen,  und 
ebenso  den  90  Geraden  t7],.  Die  drei  Geraden  ^fj,  welche  den  Z^  einer 
Zt  entsprechen,  schneiden  sich  in  einem  entsprechenden  Punkte  Z,;  die 
drei  ^,,  welche  den  Z^  einer  g  entsprechen,  schüeiden  sich  in  einem 
Punkte  G,    Die  60  Z^  liegen  zu  drei  in  den  20  Geraden  g. 

Entsprechende  Punkte  P  und  Fm  liegen  in  einer  Geraden  y  durch 
einen  Punkt  J;  solcher  y  sind  45;  da  den  zwei  Punkten  Ff,  einer  y 
zwei  Gerade  v^t  entsprechen,  die  einen  Punkt  Y  gemein  haben,  so  ent- 
sprechen die  y  und  x  einander;  die  45  y  gehen  zu  drei  durch  60  Punkte 
Xy  welche  zu  drei  in  den  20  Geraden  g  liegen;  die  45  Y  liegen  zu  drei 
in  den  60  Geraden  x^  welche  zu  drei  in  den  20  Punkten  G  zusammen- 
treffen. Die  60  Punkte  Z^  und  die  60  Geraden  £r,  bilden  sechs 
zu  Polarsystemen  gehörige  Figuren  n'\  die  Punkte  G  und  J 
und  die  Geraden  g  und  J  sind  den  Systemen  {Hp),  (Zz)^^  (Zz)^ 
gemein. 

Das  Hexagramm  setzt  sich  aus  unendlich  vielen  Syste- 
men (Zz)  zusammen,  deren  jedes  aus  sechs  Figuren  n  besteht, 
von  denen  fünf  eine  Figur  des  vorhergehenden  und  eine  des 
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690 

folgenden  Systems  bestimmen,  mit  Ausnahme  von  (Hp),  bei 
weichem  fünf  Figuren  n  die  sechste  desselben  Systems  and 
eine  des  Systems  (^ir)t  bestimmen.  Die  Punktepaare  ZiZ^^  Z^Z^^... 
respectiye  Strahlenpaare  r«^,  z^z^, ...  in  ein^r  g  respective  am  emeu 
G  bilden  Involutionen,  mit  den  zugehörigen  Punkten  H  und  J  respec- 
tive  den  zuj^^ehörigen  Strahlen  p  und  g  als  Doppelelemente;  etc. 

Dies  wird  genügen,  um  Richtung  und  Tragweite  dieser  üutersu- 
chuDg  zu  bezeichnen  und  zu  ihrem  Studium  anzuregen.  L.  Cremona 
hat  die  Ergebnisse  derselben  in  schöner  Weise  neu  abgeleitet,  indem 
er  die  Figur  der  15  einfachen  Geraden  einer  Fläche  dritter  Ordnung 
mit  einem  Doppelpunkt  aus  diesem  auf  eine  Ebene  projicirte,  oder  ein 
System  von  15  Geraden  betrachtete,  welche  zu  drei  in  15  Ebenen  lie- 
gen. Man  findet  seine  Untersuchung  „Teoremi  stereometrici  dai  quali 
si  dedncono  le  proprietä  dell*  Esagrammo  di  Pascal"  a.  a.  0. 

74)  Art.  291,  p.  351.   Der  Satz  Aufg.  3  ist  von  Burnside. 

75)  Art.  291,  p.  351.  Der  Satz  in  Aufg.  4  rührt  von  Roberts  her. 

76)  Art.  295,  p.  358.  Eine  vollständige  Theorie  der  Kegelschnitte 
aus  den  projectivischen  Grundeigenschaften  begann  Chasles  „Traite 
des  sections  coniques**  Ijf^^  1865)  bis  jetzt  ohne  Fortsetzung.  Yergl. 
Steiner*8  Vorlesungen  „Theorie  der  Kegelschnitte"  von  Schröter. 

77)  Art.  295,  p.  359.    Die  Ausdruckweise  des  Satzes  der  Aufg.  1 

gib  Townsend  in  dem  Werke:    „Chapters  on  the  modern  geometry'S 
ublin  1865,  Bd.  2,  p.  165.    Ver^l.  die  elegante  Behandlung  eines  all- 
femeinen  Problems  über  projectivische Büschel  von  Hesse  in  ,.Crelle*8 
oum."  Bd.  62,  p.  188,  und  im  Allgemeinen  für  diesen  Gegenstand  des- 
selben Autors  scnon  genannte  »jVorlesungen"  (3.  bis  7). 

78)  Art  295,  13,  p.  362.  Vergl  Schröter's  „Steiner,  Theorie  der 
Kegelschnitte"  (1867),  p.  214  f. 

79)  Art.  296,  4,  p.  364.  Chasles*  „M(^m.  de  Geometrie*'  (Aper9a 
histor.). 

80)  Art.  303,  p.  380.  Der  Hauptsatz  von  Sturm;  ,,Gergonne*B 
Annal."  Bd.  17,'p.  180.  Dass  die  coinugurten  zu  den  Punkten  einer 
Geraden  in  den  Diagonalen  eines  Vierecks  in  einer  Geraden  liegen,  gab 
Steiner  an:  „Grelle's  Joum."  Bd.  3,  p.  212.  Den  allgemeineren  Satz, 
dass  drei  Paare  harmonischer  Theilpunkte  der  Diagonalen  in  einem 
Kegelschnitt  liegen,  verdankt  man  Hesse.  „DeCnrvis  et  Saperficiebus 
secundi  ordinis.*'  „Crelle's  Journ."  Bd.  20,  p.  301.  Ebenda  findet  man 
zuerst  den  Begriff  harmonischer  Pole  oder  coigugirter  Punkte. 

81)  Art.  303,  17  u.  18,  p.  384,  vergl.  Stein  er 's  Vorlesungen  von 
Schröter  (1867),  p.  242,  244. 

In  diesen  Entwickelnngen  ist  das  Auftreten  conju^rt- imaginärer 
Elementenpaare  und  ihre  Bestimmung  durch  eine  elliptische  Involution 
(Art.  302)  offenbar.  'Hier  würde  sich  die  Theorie  der  imaginären  Ele- 
mente in  der  Geometrie  anschliessend  wenn  nicht  für  dieselbe  die  Be- 
trachtung des  Baumes  von  drei  Dimensionen  wesentlich  wäre.  Daher 
ist  hier  auf  des  Herausgebers  „Darstellende  Geometrie"  etc.  (2.  Aufl.) 
Art.  135,  136  sowie  Art.  151^  8  zu  verweisen,  wo  man  eine  elementare 
Entwickelung  des  Wesentlichen  der  Theorie  findet. 

82)  Art.  307,  9;  p.  394;  Art.  308,  6:  Art.  329,  7,  p.  408.    Die  Auf- 

gabe  ward  zuerst  für  das  Dreieck  una  den  Kreis  von  Gramer  an 
astillion  voi^g^elegt  und  fand  in  den  Berliner  Memoiren  von  1776 
Lösungen  von  diesem  und  Lagrange;  des  letzteren  Formel  construirte 
Euler.   (Petersburger  Mtfm.  Iv.) 

83)  Art.  308\  2,  p.  396.   Der  Satz  rührt  von  Townsend  her. 

84]  Art.  308,  6,  p.  397.  Die  Ausdehnung  des  Problems  (vgl.  Note  82) 
auf  Polygone  gaben  Oltajano  und  Malfatti;  zu  Kegelschnitten  gingen 
für  das  Dreieck  Brian cnon  und  Gergonne  über;  die  Lösung  von 
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Poncelet  stehfc  in  seinem  „Traitd  des  propri^t^s  proj."  p.  352,  2.  Ausg. 
p.  340.  Der  gegebene  Beweis  der  Poncelet'schen  Gonstruction  ist  von 
Townsend. 

86)  Art.  310,  p.  403.  Diese  Theorie  ist  zuerst  von  Plücker  aufge- 
stellt worden. 

86)  Art.  310,  9,  p.  409.  Vergl.  ,^Mathemat.  Annalen**  Bd.  5  spätere 
Entwickelungen  von  Schröter  und  Duröge.  Insbesondere  giebt  der 
eratere  in  p.  51  f.  die  Eigenschaften  der  Brennpunktscurve  der  Kegel* 
scbnittschaar.   (Vergl.  hier  Art.  360,  7  und  8.) 

87]  Art.  311,  p.  409.   Lösung  der  Aufg.  1  von  Burnside. 

88)  Art.  312,  2,  p.  411.   Diese  Ableitung  sab  W.  R.  Hamilton. 

89)  Art.  313,  p.  411.  Vergl.  Witworth  „Messenger  of  Math.** 
Heft  10,  p.  71. 

90)  Art.  313,  6,  p.  415.  Vergl.  Cayley  „Crelle's  Journ.**  Bd.  68, 
p.  178. 

91)  Art.  317,  7,  p.  426.  Einen  geometrischen  Beweis  gab  Hart 
„Quart.  Journ.**  Bd.  1,  p.  219.  Siehe  den  nach  Steiner's  Wegweisung 
entwickelten  von  Schröter  „Crelle's  Journ."  Bd.  77,  p.  230.  Femer 
Affolter  in  „Math.  Ann."   Bd.  6,  p.  597. 

Ueber  die  Bestimmung  der  Eegelsclmitte  durch  lineare 

Bedingungen. 

Wir  haben  gesehen,  dass  fünf  Bedingungen  einen  Kegelschnitt  be- 
stimmen und  können  im  Allgemeinen  einen  Kegelschnitt  beschreiben, 
für  welchen  m  Punkte  und  n  Tangenten  gegeben  sind,  sofern  m-^-n^^S 
ist  Die  speciellen  Fälle  der  L^e  eines  dieser  Bestimmnngs- Elemente 
oder  mehrerer  von  ihnen  erfordern  nur  sehr  einfache  Modificationen 
der  Gonstruction  des  entsprechenden  allgemeinen  Falls. 

Wenn  z.  B.  eine  Parallele  zu  einer  Asymptote  gegeben  ist,  so  ver- 
tritt dieselbe  einen  unendlich  entfernten  Punkt  —  die  Angabe  der  Rich- 
tung einer  Asymptote  ist  also  einer  Bedingung  äquivalent  ^  und  die 
zur  JBestimmung  des  Kegelschnitts  dienende  Gonstruction  des  Art.  285 
modificirt  sich  nur  durch  die  Voraussetzung,  dass  der  Punkt  E  unend- 
lich fem  ist  und  dass  die  Geraden  DEy  QE  parallel  der  gegebenen 
Geraden  sind.  Eine  Asymptote  der  Gurve  ist  zwei  Bedingungen  äq^ui- 
valent,  weil  eine  Tangente  und  ihr  Berührungspunkt,  der  unendhch 
ferne  Punkt  der  Asymptote,  gegeben  sind.  Die  Bestimmung,  dass  die 
Gurve  eine  Parabel  sem  soll,  ist  einer  Bedingung  äquivalent,  denn  es 
ist  damit  eine  Tangente  gegeben:  die  unendlich  entfernte  gerade  Linie; 
dagegen  wiegt  die  Bezeichnung  der  Gurve  als  Kreis  zwei  Bedingungen 
auf,  weil  dann  die  Gurve  durch  zwei  bestiiqmte  unendlich  ferne  Punkte 
gehen  muss.  Die  Angabe  eines  Brennpunktes  ersetzt  zwei  Bedingungen, 
denn  sie  bestimmt  zwei  Tangenten  der  Gurve  (Art.  310);  in  der  Tbat 
bestimmt  ein  Brennpunkt  mit  drei  andern  Bedingungen  den  Kegelschnitt. 
Denn  (Art.  385)  die  polarreciproke  Fi^nr  in  Bezug  auf  jenen  Brenn- 
punkt als  Anfangspunkt  der  lieciprocität  giebt  einen  Kreis  an  seiner 
Stelle^  welcher  drei  Bedingungen  unterworfen  und  darum  bestimmt 
ist;  die  reciproke  Figur  der l)etreifenden  Gonstruction  löst  das  Problem. 
Es  ist  eine  nützliche  Uebung,  die  Directrix  eines  der  vier  Kegelschnitte 
zu  construiren,  welche  6inen  gegebenen  Brennpunkt  haben  und  durch 
drei  feste  Punkte  gehen  —  natürlich  aus  dieden  und  der  Rechtwinklig- 
keit der  PolarinvoTution  um  jenen  nach  Art.  302  —  siehe  unten  5  u.  8. 

Die  Angabe  des  Pols  einer  gegebenen  Geraden  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  ist  zwei  Bedingungen  äquivalent,  drei  weitere  Bedingungen 
bestimmen  die  Gurve.  Denn  (vergl.  die  Fig.  des  Art.  108)  für  P  als 
den  Pol  von  R'S'  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  und  T  als  einen  Punkt 
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des  letzteren  ist  auch  T\  der  vierte  harmonische  Panki  zu  P,  2*  und 
dem  Schnittpunkt  von  FT  mit  B'B",  ein  Punkt  desselben:  und  die 
Tangenten  in  T  und  T'  schneiden  sich  in  einem  Punkte  O  der  Polare 
B'R\  So  bestimmt  man  ans  einem  gegebenen  Pol  und  seiner  Polare 
zu  drei  Punkten  oder  Tangenten  drei  weitere  Punkte  oder  Tangenisn 
derselben  Curve  und  damit  diese  selbst.  Darum  ist  auch  insbesondere 
die  Angabe  des  Centrums  als  des  Pols  der  unendlich  entfernten  Gera- 
den zwei  Bedinguugen  äquivalent.  Brennpunkt  und  Directriz  z&hlen 
für  vier  Bedingungen,  weil  zwei  Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte 
damit  gegeben  sind. 

Dagegen  ist  es  einer  Bedingung  äquivalent,  wenn  ein  Punkt  in  der 
Polare  eines  gegebenen  Punktes  gegeben  ist  oder  wenn  zwei  Punkte 
als  harmonische  Pole  (vergl.  Art.  324)  bezeichnet  sind.  Dahin  gehört  . 
die  Bestimmung  der  Curve  als  gleichseitige  Hyperbel;  denn  sie  sagt 
aus,  dass  die  zwei  imaginären  unendlich  fernen  Ereispxmkte  harmonische 
Pole  sind.  In  Folge  dessen  ist  die  Bestimmung  eines  sich  selbst  con- 
jiigirten  Dreiecks  oder  eines  Systems  von  harmonischen  Polen  drei  Be- 
dingungen äquivalent,  wie  es  auch  die  auf  dasselbe  bezogene  Gleichung 
dadurch  lehrt,  dass  sie  nur  zwei  unabhängige  Constanten  enthält  Wenn 
für  eine  Parabel  ein  Tripel  harmonischer  Pole  gegeben  ist,  so  sind  durch 
dasselbe  drei  Tangenten  der  Curve  bestimmt  und  ist  daher  nur  noch 
einer  Bedingung  zu  genügen  möglich.  Die  ersteren  Bedingungen  sind 
linear  für  Punktcoordinaten ,  aber  quadratisch  für  Liniencoordinaten, 
insofern  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Coefficienten  der  allgemeinen 
Gleichung  handelt.  Dualistisch  entsprechend  für  ein  Paar  harmonischer 
Polaren.  Die  Angabe  eines  Durchmessers  ist  ein  specieller  Fall  hier- 
von. Zwei  co^jugirte  Durchmesser  zählen  für  drei  und  die  Involution 
coujugirter  Durchmesser  für  vier  Bedingungen;  eine  Involution  harmo- 
nischer Pole  für  zwei,  zwei  solcher  Involutionen  von  verschiedenen  Trä- 
gern also  für  vier  Bedingungen,  etc. 

1.  Wenn  fünf  Punkte  des  Kegelschnitts  gegeben  sind,  so  hat  man 
zur  Bestimmung^  der  Coefficienten  der  Gleichung  in  Punktcoordinaten 
fünf  lineare  Gleichungen  und  es  ist  im  Art.  286  gezeigt  worden,  wie 
aus  jenen  mit  Hilfe  des  Lineals  allein  beliebig  viele  andere  Punkte  der 
Curve  construirt  werden  können.  Auch  kann  man  durch  dieselbe  Con- 
struction  die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  er- 
mitteln, denn  man  hat  nur  die  zweiten  Schnittpunkte  der  beiden  Ge- 
raden mit  dem  Kegelschnitt  zu  construiren,  welche  den  Pol  mit  irgend 
zweien  der  gegebenen  Punkte  verbinden.  Dann  liefert  die  Construction 
des  Art.  108  die  Polare.  Die  Polaren  von  zwei  Punkten  einer  Geraden 
liefern  als  ihren  Durchschnittspunkt  den  Pol  derselben.  Hiervon  ist  die 
Bestimmung  des  Centrums  ein  specieller  Fall.  (Art  285.)  Die  Tangente 
eines  Punktes  der  Curve  bestimmt  sich  nach  demselben  Gesetze  als  die 
gerade  Verbindungslinie  desselben  mit  dem  unendlich  nahen  Punkte 
der  Curve. 

2.  Aus  fünf  Tangenten  bestimmen  sich  die  Coefficienten  der  Tan- 
gen tialgleiohung  durch  fünf  lineare  Gleichungen  und  daher  alle  andern 
Tangenien  des  Kegelschnitts  durch  lineare  Construction  nach  Art.  282. 
Der  Berührungspunkt  einer  beliebigen  Tangente  ergiebt  sich  als  der 
Schnitt  desselben  mit  der  unendlich  nahen  Tangente  der  Curve- nach  der- 
selben Regel.  Der  Pol  einer  Geraden  bestimmt  sich  als  der  Schnitt- 
punkt von  zwei  Geraden,  welche  zu  ihr  in  Bezug  auf  zwei  sich  in  ihr 
schneidende  Tan^enteupaare  harmonisch  coi^jugirt  sind;  denn  die  Po- 
lare bestimmt  mit  jeder  der  gegebenen  Tangenten  einen  Punkt,  durch 
den  eine  zweite  Tangente  der  Curve  geht,  und  die  zur  Polare  harmo- 
nische Gerade  in  Bezug  auf  das  Tangentenpaar  geht  durch  den  PoL 
Als  specieller  Fall  Üeg^  darin  wieder  die  Construction  des  Centrums. 
(Art  282.)   Ob  die  durch  fünf  Punkte  bestimmte  Curve  ellipÜBch  oder 
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b^erbolisch  ist,  entscheidet  aich  durch  die  sich  selbst  enteprech  enden 
Riäitongen  der  Strahlbüschel  von  zweien  derselben  nach  den  übrigen 
oder  durch  die  Doppelstrahlen  der  vereinigten  Büschel,  die  man  erhält, 
indem  man  das  eine  von  diesen  parallel  zu  sich  selbst  nach  dem  Scheitel 
des  andern  verlegt;  ihre  Bealit&t  giebt  die  Hjperbel,  ihr  Znsammenfallen 
die  Parabel,  ihr  Imap^ärsein  die  Ellipse;  ihre  Bechtwinkligkeit  insbe- 
sondere die  gleichseitige  Hyperbel  und  die  unendlich  ferne  Lage  der  sie 
auf  dem  Hiifskreis  (Art.  308,  Au%.  6)  bestimmenden  Geraden  den  Kreis. 
Auch  die  involutorischen  Eigenschaften  der  ein-  und  umgeschriebe- 
nen Vierecke  führeir  zur  Bestimmung  des  Kegelschnitts  aus  fünf  Punk- 
ten oder  Tangenten.  Vier  Tangenten  bilden  ein  umgeschriebenes  Vier- 
seit;  aus  einem  Punkte  der  fünften  Tangente  geht  an  den  Kegelschnitt 
eine  fernere  Tangente,  die  derselben  .als  sechster  Strahl  einet  Involution 
entspricht,  welche  durch  die  nach  den  Gregenecken  des  Vierseits  gehen- 
den' Strahlenpaare  bestimmt  ist;  etc. 

3.  Vier  Punkte  und  eine  Tangente  fahren  zur  Bestimmung 
durch  eine  quadratische  Gleichung  für  den  veränderlichen  Parameter 
der  Kegelschnitte  durch  die  vier  gegebenen  Punkte,  welche  die  Berüh- 
rung mit  der  gegebenen  Geraden  oedingt  (Art.  331);  man  construirt 
nach  der  Eigenschaft  des  eingeschriebenen  Vierecks,  durch  seine  Gegen- 
seitenpaare auf  jeder  Geraden  eine  Involution  zu  bestimmen,  welcher 
auch  die  Schnittpunkte  mit  der  Gurve  angehören,  so  dass  die  Berüh- 
rungspunkte einer  Tangente  nur  die  Doppelpunkte  derselben  sein  kön- 
nen.   (Art.  302.) 

Weil  zwei  Auflösunffen  dem  Problem  entsprechen,  so  kann  eine 
lineare  Construction  für  dasselbe  nicht  erwartet  werden.  Auch  der  Satz 
von  Camot  (Art  327)  kann  zur  Auflösung  des  Problems  verwendet  wer- 
den (Aufg.  1).  Indem  man  bemerkt,  dass  durch  vier  Punkte  des  Kegel- 
schnitts in  dem  Diagonal endreiseit  des  durch  sie  bestimmten  Vierecks 
drei  Pole  und  ihre  Polaren  gegeben  sind,  leitet  man  aus  der  einen  be- 
kannten Tangente  drei  andere  Tangenten  ab  und  gelangt  so  zu  vier 
Punkten  und  vier  Tangenten. 

4.  Vier  Tangenten  und  ein  Punkt  bestimmen  einen  Kegelschnitt 
durch  analytische  Bedingungen  und  Constructionen ,  welche  den  Vor- 
herangeführten nach  dem  Gesetze  der  Dualität  oder  Keciprocität  ent- 
sprechen. 

5.  Wenn  drei  Punkte  und  zwei  Tangenten  gegeben  sind,  bo 
hat  man  für  die  aij  drei  lineare  und  zwei  quadratiscne  Bedingungen, 
und  man  schliesst  nach  einem  speciellen  Falle  des  Satzes  in  Art.  302, 
dass  eine  Gerade  den  Kegelschnitt  und  zwei  seiner  Tangenten  in  Punkte-  . 
paaren  a,  b  und  A,  B  einer  Involution  schneidet,  welcher  der  Schnitt- 
punkt mit  der  Berührungssehne  der  Tangenten  als  einer  der  Doppel- 
punkte F,  F*  angehört.  Jede  der  drei  Geraden  ah,  bc,  ca  bestiuimt 
so  in  den  Doppelpunkten  der  durch  ihre  Enden  und  ihre  Schnitte  mit 
den  gegebenen  Tangenten  gebildeten  Involution  Punkte  der  Berührungs- 
sehne jener  Tangenten;  sie  liegen  viermal  zu  dreien  in  einer  Geraden 
und  das  Problem  hat  somit  vier  Auflösungen. 

6.  Die  Bestimmung  aus  drei  Tangenten  und  zwei  Punkten 
geschieht  durch  die  reciproken  Gleichungen  und  Constructionen.  Das 
von  den  drei  Berührungssehnen  gebildete  Dreieck  hat  seine  Ecken  in 
den  geffebenen  Tangenten  und  nSch.  dem  Voriggi  gehen  seine  Seiten 
je  dur(m  einen  festen  Punkt  der  geraden  Verbindungslinie  der  gegebe- 
nen Punkte. 

7.  Die  Angabe  von  zwei  Punkten  oder  zwei  Tangenten  ist  ein  spe- 
cieller  Fall  von  der  doppelten  Berührung  mit  einem  gegebe- 
nen Kegelschnitt;  des  aligemeineren  Problems  ist  an  verschiedenen 
Stellen  des  Vorigen  gedacht  worden.  So  ward  die  Bestimmung  durch 
drei  Tangenten  oder  drei  Punkte  und  die  doppelte  Berührung  mit  einem 
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egebenen  Kegelschnitt  in  Art.  308,  Aufg.  6  and  in  Art.  359  erlediet. 

'ür  die  Bestimmang  durch  einen  Punkt  oder  eine  Tangente  und  die 
doppelte  Berührung  mit  zwei  gegebenen  Kegelschnitten  vergl.  man  Art. 
317,  Aufg.  2.  Die  doppelte  Berührung  mit  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt und  die  Berührung  mit  drei  andern  Kegelschnitten,  die  diesen 
selbst  doppelt  berühren,  ist  in  Art.  861,  Aufg.  1  erledigt. 

8.  Zwei  gegebene  Punkte  oder  Tangenten  sind  ersetzbar  durch  die 
dem  Kegelschnitt  entsprechende  Involution  harmonischer  Pole  respective 
Polaren  in  ihrer  Verbindungslinie  oder  um  ihren  Schnittpunkt.  Damit 
werden  die  Fälle  imaginärer  Paare  unter  den  bestimmenden  Punkten 
oder  Tangenten  mit  unifasst. 

Für  eine  ausführliche  constructive  Behandlung  der  Fälle  1  —  6  auch 
in  diesem  die  imaginären  Elementenpaare  einschliessenden  Sinne  ver- 
gleiche man  das  Werk  „Die  darstellende  Geometrie  in  organischer  Ver> 
bindung  mit  der  Geometrie  der  Lage'*  (2.  Aufl.  1875)  Abschnitt  I,  B; 
speciel  Art.  32  und  34.  Man  findet  dort  die  Theorie  der  Brennpunkte 
in  Art.  85  und  des  Osculationskreises  in  Art.  36 ,  beide  letztere  zugleich 
mit  Ableitungen  und  Anwendungen,  welche  der  Theorie  der  Kreispro- 
jectiönen  im  Sinne  des  Kap.  XXIY  unten  angehören. 

9.  Nach  den  Erörterungen  über  die  ReciprocitÜt  ebener  Systeme 
kann  endlich  ein  Kegelschnitt  als  Directrixcurve  eines  ebenen  Polar- 
systems bestimmt  gedacht  werden  und  dies  umfasst  nun  auch  nodi 
die  Bestimmung  nicht  reeller  Kegelschnitte  durch  reelle  Elemente. 
Vorher  schon  hat  die  Invarianten^eorie  ergeben  (Art.  351),  dass  ein 
Kegelschnitt  durch  ein  Tripel  harmonischer  Pole  eines  andern  hindurch- 
zieht, wenn  die  Simultanin Variante  aus  den  Coefficienten  der  Tangen^ 
tial^leichung  des  letztern  in  die  Coefficienten  seiner  Punktcoordinaten- 
gleichung  verschwindet;  und  dualistisch  entsprechend.  Dies  bleibt 
natürlich  für  jedes  Tripel  harmonischer  Pole  eines  Polarsystems  gültig 
und  man  gelangt  so  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  durch  fünf 
Polarsysteme  oder  durch  k  Polarsysteme  und  5  — Ic  Punkte,  etc.  Darin 
sind  sehr  viele  specielle  Fälle  umfasst.    (Vergl.  Art  351,  11  — 16.) 

Die  Aufnahme  von  Normalen  unter  die  Bestimmungselemente  ge- 
stattet keine  Gonstructionen  mit  Lineal  und  Zirkel  allem ,  ebenso  die 
von  berührenden  Kegelschnitten  im  Allgemeinen  oder  von  Kegelschnitten, 
welche  unter  gegebenen  Winkeln  geschnitten  werden;  etc.  Für  die 
Erörterung  derartiger  Probleme,  insbesondere  der  Zahl  ihrer  Auflösungen, 
vergleiche  man  das  Kap.  IX,  Art.  392  f.  der  „Analyt.  Geom.  der  höheren 
ebenen  Curven'*. 

E.  Kap.  XIX— XXI.    Invariantentlieorie. 

92)  Art.  321,  p.  434.  Man  verdankt  diese  Methode  Joachimsthal. 
98)  Art.  324,  2,  p.  438.    Vergl.  Hearn's  „Researches   on  conic 
sections'*. 

94)  Art.  326,  3,  p.  444.  Vergl.  Plücker  „Anal.-geom.  Entwickel." 
Bd.  2,  §  639.  (1831.) 

95)  Art.  327,  p.  445.  Das  Theorem  von  Garn  ot  findet  sich  indessen 
„G^omdtrie  de  position**  p.  437.  Vergl.  Cha8le8,*„Trait^  des  sections 
coniques'^.  Den  SpcQialfall  dqs  Satzes  in  Aufg.  3  bewies  Steiner, 
„Gergonne*s  Annal.^  Bd.  19,  p.  3. 

96)  Art.  329,  p.  448.  Der  Satz  von  dera  Polarenbüschel  eines  Punk- 
tes ist  vonLamd:  „Examen  des  diif^rentes  m^thodes  employ^es  pour 
r^soudre  les  probl^mes  de  Gdom^trie'^.    Paris  1818. 

97)  Art.  329,  6,  p.  450.    Der  Satz  ist  von  Burnside. 

98)  Art.  329,  6,  p.  451.    Dieser  Satz  rührt  her  von  Williamson. 

99)  Art.  330,  p.  457.    Die  Methode  dieses  Art.  gab  Aronhold  ge- 
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legentlich  in  „Crelle^s  Jonrn.**   Bd.  61,  p.  102.    Vergl.  aach  Gandel- 
finger  ;, Annali  di  Matern.''  £d.  5. 

iOO)  Art.  333,  p.  463 £  Vergl.  Gay  ley*8  „FifUi  Memoir  upon  Qaan- 
ticB**  in  ,, Philosoph.  Transactiona*'  Bd.  148,  p.  434,  und  meine  „Elemente 
der  neueren  Geometrie  und  der  Algebra  der  binären  Formen'^  Leip- 
zig 1862.  I.  Kap.* 

101)  Art.  335,  p.  467.  Verffl.  „Vorlesungen"  2.  Aufl.  Art.  193,  p.234. 
Auch  C 1  e  b  8  c  h  hatte  1 862  dieselbe  Theorie  bearbeitet  und  theilte  mir  nach 
Erscheinen  meiner  Schrift  sein  Manuscript  freundschaftlich  mit.  Ich 
verdanke  demselben  Mehreres  in  der  hier  gegebenen  Darstellung,  nament- 
lich in  Art.  341. 

102)  Art.  338,  1,  p.  478.  Die  Theorie  der  Doppelyerhältnisse  von 
vier  Elementen  gab  zuerst  Möbius  in  „Barycentr.  Calcul"  (1827)  p. 
246  f.  Die  Gleicnheit  der  drei  fundamentalen  Doppelverhältnisse  ist 
zuerst  erwähnt  und  bestimmt  in  des  Autors  „Higher  plane  Curves" 
1852,  Art  105^  p.  192.  VergL  Schröter  „Zar  Construction  eines  äqui- 
anharmonischen  Systems"  in  Bd.  10,  p.  420  der  „Mathem.  Annalen". 

103)  Art  339^  p.  479.  Battaglini  in  „Giomale  di  Matern.*'  Bd.  2, 
p.  170  etc.  und  Bd.  3,  p.  24  etc.  hat  dieselbe  Theorie  ausführlich  dar- 
gestellt. 

104)  Art.  341 ,  p.  489.  Diese  Darstellung  ist  einem  Manuscripte  von 
Clebscb  entnommen,  w^elches  er  mir  nach  dem  Erscheinen  meiner  in 
Note  100  genannten  Schrift  von  1862  als  seine  Bearbeitung  desselben 
Gegenstandes  mittheilte.  Man  vergL  sein  Werk  „Theorie  der  binären 
Formen",  Leipzig  1871. 

106)  Art  342,  p.  492.   Das  Beispiel  ist  von  Cremona. 

106)  Art  344,  p.  497.  Für  die  Theorie  der  Involution  erscheint 
wichtig  die  Abhandlang  von  Cayley  „Transact.  of  the  Cambridge 
Philos.  Soc."  Bd.  11,  p.  21  (1865).  Vergl.  „Vorlesungen"  2.  Aufl.  Kap. 
XVI.  Art.  177  f. 

107)  Art  346,  p.  503.  Die  Gleichung  Tfid  +  k'^B  -f  *Ö'  +  ^  =  0 
findet  sich  zuerst  in  Lama:  „Examen  des  diffärentes  mdthodes'*. 

108)  Art.  348,  2,  p.  509.  Vergl.  meine  Abhandlung  in  Grunert's 
„Archiv  d.  Math.**  Bd.  37,  p.  20. 

109)  Art  349,  3,  p.  511.  Vergl.  Hesse' s  „Vier  Vorlesungen**,  Leip- 
zig 1866  (Satz  17),  u.  P.  Serret 's  „G^om.  de  direction"  (raris  1869), 
p.  130. 

110)  Art.  351,  p.  515.  Vergl.  die  Abhandlung  von  H.  J.  Stephen 
Smith  „On  some  geometrical  constructions"  in  Bd.  2  der  ,,ProceedingB 
of  the  London  Mathem.  Society**  (1863)  p.  87,  und  die  Schrift  von 
H.  Picquet  ,,Etude  g^om.  des  System  es  ponctaelles  et  tangentielles  des 
sections  coniques**,  Paris  1872  (183  p.8^o). 

111)  ArK  351,  2,  p.  516.  Satz  von  Paure:  „Nouvelles  Annal." 
Bd.  19,  p.  234.    ibid.  Salmon's  Entwickelungen  p.  347. 

112)  Der  Satz  in  Aufg.  5  ist  von  Hart. 

113)  Der  Satz  der  Aufg.  6  rührt  her  von  Burnside.  Vergl.  „Zett- 
schrift f.  Math."  Bd.  6,  p.  140. 

114)  Aufg.  16  löste  zuerst  de  Jonquieres  „Nouvelles  Annales" 
Bd.  14,  p.  435.  Für  die  Vorhergehenden  vergleiche  man  St.  Smith*s 
Abhandlung  unter  110). 

115)  Art  352,  p.  519.  Zu  diesem  und  dem  vorigen  Art.  vergleiche 
die  Note  von  Beltrami  „Giornale"  Bd.  9,  p.  341,  welche  von  der  Be- 
trachtungsweise des  Art.  305  ausgeht  Die  Bedingung  für  das  ein-  und 
umgeschriebene  Dreieck  ward  von  Cayley  in  „Philosoph.  Magaz." 
Bd.  6,  p.  99  mit  Hilfe  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gegeben 
—  wie  vorher  Jacobi  „Crelle's  Joum."  Bd.  3,  p.  395  für  den  ^reis 
und  Ri&helot  ibid.  Bd.  5,  p.  250  für  Kugelkreise  gethan.  Er  beweist 
auch,  dass,  wenn  die  Quadratwurzel  aus 
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nach  Potcn7.eii  von  k  entwickelt  durch  A-^-Bk-i-  Ck*  +  etc.  dargestellt 
wird,  die  Bedingangen  für  die  Möglichkeit  eines  dem  Kegelschnitt  iS  =»  0 
umgeechriebenen  und  dem  Kegelschnitt  iS'  «=»  o  eingeschriebenen  nEcks 
fürnBs3,  4,5,6,  7,  8  darch  die  Ausdrücke 

(7  —  0,    2)«0,    CE  —  D^^O,    DF—E^^O, 

CEG+2DEF-CF*-'D*G-E^=0,  DFH+2EFG-DG^  -  ^^-F»=0, 

etc.  --  sämmtlich  Determinanten  der  Coefficienten  der  Entwickelung  — 
gegeben  sind.  Man  verg!.  Rosanes  und  Pasch,  in  ,.Crelle*8  Jonm." 
Bd.  64,  p.  126,  Moutard  im  Anhange  zn  Foncelet's  „Applications 
d'analyse  et  de  gdom^trie'*  Bd.  1,  p.  335,  und  besonders  neuestens 
M.  Simonen  Bd. 81  von  .,Crelle's  Joum."  p.  304  f. und  Gondel finger 
in  Bd.  82,  p.  171  respective  für  die  Invariantenrelationen  und  die  Be- 
ziehung zur  Bildung  von  Covarianten  des  Büschels. 

116]  Art.  :hö8,  p.  523.  Die  Wichtigkeit  dieser  Kegelschnitte  als 
Covarianten  betonte  zuerst  der  Verfasser  „Cambridge  and  Dublin  Math. 
Journ.*'  Bd.  9,  p.  30.  Nachgewiesen  hatte  sie  bereits  v.  Standt  in 
seinem  Nürnberger  Programm  von  1834.    (Vergl.  Art.  418,  14.) 

117)  Art.  856,  p.  530,  Aufg.  5.  Vergl.  d'Ovidio  in  „Giomale  di 
Matemat.^'  Bd.  10,  p.  313,  und  die  syntlietische  Ldsung  in  Schröter's 
„Steiner- Vorlesungen'*  2.  Aufl.,  p.  391  f.  Oder  auch  Cremona's  „In- 
troduzione**. 

118)  Art.  356,  p.  531,  Aufg.  8.  Siehe  Gundelfing er' s  „Znr  Theorie 
des  KegelschnittbÜBcheltt''  in  der  „Zeitschrift  für  Math.  u.  Physik^*  von 
1874,  p.  153  f. 

119)  Art.  356,  14,  p.  633.  Caylev  hat  in  „Quart  Joum."  Bd.  l, 
p.  344  das  Problem  untersucht,  den  Ort  der  Spitze  eines  Dreiecks 
zu  finden,  das  einem  Kegelschnitt  S  umgeschrieben  ist,  indess  die 
Basisecken  gegebene  Curven  durchlaufen.  Sind  diese  Kegelschnitte, 
so  ist  der  Ort  von  der  Ordnung  acht  und  berührt  <S^  in  den  Punkten, 
in  denen  ihn  die  Polaren  ihrer  Schnittpunkte  in  Bezug  auf  S  schneiden. 

120)  Art.  356,  16,  p.  634.    Vergl.  „Philos.  Mag."  Bd.  13,  p.  337. 

121)  Art.  356, 17,  p.  534.  Der  Satz  der  Aufg.  17  rührt  von  Faur eher. 

122)  Art.  357,  4  f.,  p.  539.  Vergl.  Gundelfinger«  „Zeitschrift  f. 
Math.  u.  Physik"   1874,  p.  163  f. 

123)  Art.  357,  p.  542.  Die  allgemeine  Bestimmune  der  Substitu- 
tionscoefficienten  in  entwickelter  Form  im  Texte,  die  Gleichungen  der 
Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  in  Aufg.  9,  sowie  die  Darstellung 
der  Transformation  auf  das  gemeinsame  System  harmonischer  Pole  in 
Aufg.  10  hat  A ronhold  gegeben:  „Ueber  eine  fundamentale  Begrün- 
dung der  Invariantentheorie",  „Crelle^s  Joum."  Bd.  62,  p.  281;  siehe 
p.  317  f..  p.  328  f. 

124)  Art.  359,  Aufg.  1,  p.  546.  Cayley  gab  im  Wesentlichen  diese 
allgemeine  Auflösung  des  Problems  der  Berührungen ;  „Crelle^s  Jouin.'* 
Bd.  39,  p.  4.     Vergl.  „Philosoph.  Magazine**,  Bd.  27,  p.  42. 

125)  Art.  359,  3,  p.  550.  Diese  Gleichung  erhielt  zuerst  Casey 
durch  Betrachtungen  der  sphärischen  Geeometrie.  („Proceedings  of  the 
R.  Irish  Acad."  1866.) 

126)  Art.  359. 4,  p.  550.  Für  diese  Ausdehnung  des  Feuerbach'schen 
Satzes  und  ihre  Erweiterung  siehe  „Qnarterly  Journ.*'  Bd.  6,  p.  67. 

127)  Art.  360, 6,  p.  654.   Vergl.  Beltrami  „Giomale**  Bd.  I,p.ll2. 

128)  Art.  360,  p.  557.  Prof.  Gundel finge r  erinnerte  mich  an  diese 
Beispiele.  Für  die  Eigenschaften  der  Curve  dritter  Ordnung  mit  Dop- 
pelpunkt siehe  Schröter's  Untersuchung  in  Bd.  6  der  „Mathem.  An- 
nalen"  p.  85  f.  in  Fortsetzung  der  früher  citirten  über  die  Brennpunkts- 
curve  der  Kegelschnittscbaar  und  die  allgemeine  Curve  dritter  Ordnung. 
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129)  Art.  S61,  p.  557.    Sie  ward  zaent  von  Sjlyester  gegeben. 

130)  Art.  361,  p.  557.  Die  Relation  T=»9itf  —  etc.  gab  Barn- 
aide.  Zum  System  von  drei  ternären  qaadratiscnen  Formen  sebe  mau 
6u  ndelfinger^B  algebraisch  weiterführende  Untersuchangen  in  Bd.  80, 
p.  73  £  von  „Crelle's  Journal*'. 

F.  Kap.  XXII — XXIV.  Hetrische  Relationen  nnd  geometrisclie 

Verwandtschaften. 

131)  Art.  362,  p.  561.  Für  die  Transformation  auf  die  Hauptaxen 
stadire  man  die  Abhandlung  von  Jacobi,  „Crelle*8  Journ.*'  Bd.  12, 
p.  50;  vergl.  Bd.  19,  p.  309,  und  Hesse  „Vorlesungen  über  analytische 
Geometrie  des  Raumes",  Leipzig  1861,  p.  237  f.;  Weierstrass  „Berichte 
der  k.  Preuss.  Akad.  d.  Wissensch.'*  1858,  p.  207.  Yergl.  Art  892, 
Aufg.  4. 

182)  Art.  365,  p.  570.  VergL  Hensley  „Quarterlv  Journ.**  Bd.  5, 
p.  177,  p.  273,  und  Cayley  über  die  durch  die  Brennpunkte  eines  Eegel- 
scbuitts  sehenden  Kegelschnitte,  ibid.  p.  275.  üeber  die  Behandlung 
des  Problems  der  Brennpunkte  als  der  Algebra  binärer  Formen  anse- 
hörig  gab  neuerlich  Sieb  eck  eine  intibreBsante  Abhandlung  in  „CrelTe*s 
Joum.  Bd.  64,  p.  175. 

133)  Art.  366  bis  370,  p.  574.  Die  hier  entwickelte  Theorie  ^b 
zuerst  Cayley  in  seinem  „Sizth  Memoir  upon  Quantics'*  in  „Philo- 
soph. Transactions**  Bd.  149. 

134)  Art.  368,  p.  580.  Vergl.  Klein  „Ueber  die  sogenannte  Nicht- 
Euklideische  Geometrie",  Math.  Ann.  Bd.  4,  p.  573  f.  und.  Bd.  6,  p.  112 f. 

Die  Beziehungen  dieser  Fragen  zur  Cayley'tfchen  Massbestiramung 
kannte  der  Herausgeber  vor  dieser  Veröffentlichung,  und  sie  waren 
auch  Beltrami  beKannt.  Hier  ist  die  ausgedehnte  Literatur  dieser 
Frage  nicht  aufzuzählen,  doch  sind  Beltrami's  Arbeiten  „Qiornale'^ 
Bd.  6  (1868),  und  „Annali''  Bd.  2  (2.  Ser.)  (1868-69),  vorher  Bd.  7 
(1.  Ser.)  (1866)  hervorzuheben. 

135)  Art.  372,  p.  587.  Vergl.  Kleines  vorher  bezeichnete  Abhand- 
lang Bd.  4,  p.  600. 

136)  Art.  373,  8,  p.  595.  Vergl.  Cremona  „Giornale  di  Matern.*' 
Bd.  1,  p.  360.    Die  Formel  der  Anfg.  9  stammt  von  Sylvester. 

137)  Art.  374,  2,  p.  600.  Der  Satz  über  den  Zusammenhang  der 
vier  von  einem  Punkte  ausgehenden  Normalen  rührt  von  Joachiras- 
thal  her  (siehe  „Crelle's  Joum.'*  Bd.  26,  p.  172;  Bd.  38);  seine  allge- 
meine Form  gab  ihm  Cayley  in  ,,Crelle'8  Journ.'*  Bd.  56,  p.  182. 

138)  Art.  374,  3,  p.  600.  Zum  Studium  ist  zu  empfehlen  die  Ab- 
handlang von  Clebscn  „Crelle's  Joum.'*  Bd.  62,  p.  64. 

I.S9)  Art.  375,  p.  601.  Für  die  Lehre  von  den  geometrischen  Ver- 
wandtsühat'ien  ist  das  grundlegende  Werk  von  Möbius  „Der  barycen- 
trische  Calcul'*  1827  zu  nennen,  wo  im  2.  Abschnitt  (p.  179  —  368)  von 
der  Collineation  und  den  speciellen  Arten  derselben ,  im  4.  und  5.  Kap. 
des  3.  Abschnitts  von  der  Polarreciprocität  und  von  dem  allgemeinen 
Entsprechen  zwischen  Punkten  und  geraden  Linien  gehandelt  wird. 
Man  vergleiche  auch  die  Darstellung  von  Magnus  „Aufgaben  u.  Lehr- 
sätze' Hd.  1,  p.  31  f.  « 

141)  Art.  377,  p.  606.  Für  diese  Theorie  vergleiche  man  des  Her- 
ausgebers Werk  „Die  darstellende  Geometrie  in  organ.  Verbindung  mit 
der  Geometrie  der  Lage'*  Art.  19  und  für  ihre  Anwendung  auf  die  In- 
volution Art.  20. 

142)  Art.  378,  p.  607.    Vergl.  Magnus  a.  a.  0.  p.  60  f. 

143)  Art.  378,  p.  608.  Vergl.  ,. Darstellende  Geometrie  etc.**  Art  22. 

144)  Art.  379,  p.  614.    Vergl.  die  weitere  Ausführung  a.  a.  0.  in 


698 

Art.  160.  Dazu  den  Aufeatz:  „Die  birationalen  Tranefonnotionen  in 
der  Geometrie  der  Lage"  vom  Herausgeber  in  Bd.  21',  Heft  4  der  „Vicr- 
teljahrschrift  der  NaturforBch.  Gesellsch.  in  Zürich*\ 

145)  Art.  381 ,  p.  617.  Die  Methode  der  reciproken  Polaren  gab 
Poncelet  ,^Crelle*B  Journ.*'  Bd.  4,  p.  1  f.  Siehe  auch  den  2.  Bd.  des 
,,Traite  des  propri^täs  projectives  des  figures"  (1866)  von  Poncelet 
p.  ö7  f. 

146)  Art.  396,  p.  637.  Die  Parabel  als  Directrix  der  Beciprocität 
hat  besonders  Chasles  empfohlen:  ^^Correspond.  math^^m.**  von  Que- 
telet,  Bd.  6,  6. 

147)  Art.  397,  p.  639.  Die  Methode  der  reciproken  Radien  vectoren 
ward  als  „Princip  des  Images"  gegeben  von  W.  Thomson  in  ,.Lio«- 
ville'B  Journ."  Bd.  10,  p.  364.  Vergl.  Liouville  Bd.  12,  p.  365.  Scheu 
Jacob i  hatte  sich  mit  solchen  Betrachtungen  beschäftigt,  siehe  ,.Crelle*d 
Journ."  Bd.  15,  p.  309.  Neuesten?  ist  diese  Methode  auf  elementarem 
Wege  als  Circular- Inversion  von  Townsend  (siehe  ,,Chapter8  on  thc 
modern  Qeometry"  Bd.  2,  p.  363)  entwickelt  worden.  Hart  wendete 
sie  auf  das  Svstem  des  Feuerbach'schen  Kreises  an  und  gab  eine  Grnp- 
pentheilung  des  Systems  der  Berührungskreise  von  drei  Kreigen  (,,Quar- 
terly  Journ."  Bd.  6,  p.  260\  Casey  gelang  ein  einfacher  Beweis  der- 
selben (ibid.  Bd.  5,  p.  318).  Vergl.  oben  Note  29.  Zum  besonderen  Stu- 
dium ftt  zu  empfehlen:  Möbius  „Die  Theorie  der  EreisverwandtschaR'' 
in  „Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wissensch."  Bd.  4,  p.  631. 

148)  Art.  397,  p.  640.  Dies  ist  zuerst  bemerkt  in  dem  unter  Nr.  141 
citirten  Aufsatze  des  Uebersetzers. 

149)  Art.  398,  2,  p.  643.  Vergl.  St  einer  *8  „Systematische  Ent- 
wickelnng"  p.  305,  Anfg.  39. 

150)  Art.  399,  p.643.  Die  Methode  des  Entsprechens  von  Geraden 
in  Bezug  auf  ein  Vierseit  begründete  Steiner  (»^Systematische  Ent- 
wickelung"  p.  277) ;  die  Anwendung  auf  das  Problem  der  Normalen  ver- 
danke ich  Cremona. 

151)  Art.  400,  p.  645.  Das  Entsprechen  von  Punkten  in  Bezug  auf 
das  Büschel  von  Kegelschnitten  entwickelten  Steiner  (a.a.O.  p.  260) 
und  Magnus  „Crelle's  Journ.'*  Bd  8,  p.  51.  Magnus,  Aufg.  u.  Lehrs. 
Bd.  1.  §  63,  p.  290.  Für  Beipiele  siehe  Bauer  „Crelle's  Journ."  Bd. 69, 
p.  293. 

152)  Art.  401 ,  p.  648.  Für  die  geometrische  Entwickelung  der  Me- 
thode der  Projection  vergleiche  man  des  Herausgebers  „Darstellende 
Geometrie  etc.**  (Leipzig  1872.  2.  Aufl.  1875.)  Für  die  Anwendung  auf 
die  Theorie  der  Kegelschnitte  besonders  die  §§24 --36.  Die  involu- 
torische  CoUineation  oder  die  Centralprojection  mit  .^  =  —  1  findet 
man  in  Art.  20  und  ihre  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Kegelschnitte 
in  Art.  30  f. 

153)  Art^404,  p.  651.  Die  Methode  der  Projection  als  Entdeckungs- 
methode verdankt  man  Poncelet:  „Traite  des  propri^t^s  projectives 
des  figures".  1822.  (Bd.  l  der  2.  Ausg.  1865.)  Man  kann  dies  Werk  als 
grundlegend  für  die  neuere  Geometrie  (in  einem  weiteren  als  dem  üb- 
lichen Sinne  des  Wortes)  bezeichnen. 

154)  Art.  405,  p.  652.  Siehe  des  Herausgebers  „Darstellende  Geo- 
metrie etc."  2.  Aufl.,  Art.  21,  f)  und  g),  sowie  deu  Schluss  von  Art  23, 
der  diese  Specialfalle  auf  die  Reciprocität  überträgt. 

155)  Art.  407,  p.  655.  Vergl.  auch  a.  a.  0.  Art  11.  Ueberdics 
schneidet  die  projicirende  Ebene,  welche  der  Ebene  beider  Gegenaxen 
parallel  läutt,  aus  Original-  und  Bildebene  diejenigen  Geraden  aus, 
welche  entgegengesetzt  gleiche  Reihen  enthalten;  dieselben  liegen  sym- 
metrisch zur  CoTlineationsaxe  in  Bezug  auf  die  Gegenaxen.  Endlich 
bestimmt  die  zur  Halbirungslinie  des  Drehungswinkels  beim  Umklappen 
parallele  projicirende  Gerade  in  der  Original-  und  Bildebene  die  Schei- 
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tel  entsprechend  gleicher  Büschel  von  entgegengesetztem  Drehungs- 
sinn,  zwei  Pankte,  welche  in  Bezug  auf  die  Gegenaxcn  symmetrisch 
liegen  zam  CoUineationscentrum.  Man  sieht,  dass  in  vereinigten  pro- 
jectivischen  Gebilden  erster  Stufe  die  symmetrischen  der  Doppefele- 
mente  in  Bezug  auf  die  Gegen-  oder  Grcnzelemente  sich  entsprechen. 
VergL  .«Darstellende  Geometrie"  etc.  Art.  39,  4  und  9;  dazu  aen  Auf- 
satz:  „üeber  die  Symmetrie"  etc.  in  Bd.  21  der  „Vierteljahrschrift  der 
Natarf.  Gesellsch.  in  Zürich ^^ 

lö6)  Art.  409,  p.  Gö8.  In  der  Geometrie  der  Alten  betrachtete  man 
bis  auf  ApoUonius  (250  v.  Chr.)  die  Kegelschnitte  nur  am  geraden 
Kegel  und  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Schnitt^bene  zu  einer 
Kesrelseite  (der  einen  Seite  des  Axendreiecks)  senkrecht  sei,  d.  i.  dass 
MN  senkrecht  auf  OB.  Damach  wurden  die  Kegelschnitte  eingetheilt 
in  Schnitte  des  rechtwinkligen  Kegels,  und  nach  Eutochius, 
dem  Gommentator  des  ApoUonius,  wurde  die  Schnittcurve  Parabel, 
£llipse  oder  Hyperbel  genannt,  je  nachdem  und  weil  der  Winkel  des 
Kegels  gleich ,  kleiner  oder  grösser  als  ein  rechter  Winkel  war.  Schon 
Archimedes  kannte  die  Namen  Parabel  und  Ellipse.  ApoUonius 
war  es  aber,  welcher  zuerst  bewies,  dass  alle  drei  Kegelschnitte 
aas  dem  nämlichen  Ke^el  geschnitten  werden  können,  und 
der,  ebenso  wie  Pappus,  ihnen  die  Namen  Parabel,  Ellipse,  Hyper- 
bel aus  dem  im  Art,  '202  angegebenen  Grunde  beilegte. 

157)  Art.  413,  p.  661.  Der  Hauptsatz  rührt  von  Quetelet  und 
Dandeliu  her;  man  findet  die  genauere  Entwickelung  bei  Steiner, 
„Vorlesungen  über  synth.  Geom.**  Bd.  1 ,  §  24.  Früher  z.  B.  bei  Schlö- 
milch  „Geometrie  des  Maasses"  II.  Bach.  Vergl.  auch  „Darstellende 
Geometrie  etc.''  in  Art.  70.  Endlich  Chasles  (Sohnke)  „Geschichte  der 
Geometrie*'  p.  289. 

158)  Art.  413,  Anmerk.,  p.  662,  Vergl.  Mulcahy  „Principles  of 
modern  Geometry",    2.  Aufl.    Dublin  1862. 

159)  Art.  415,  p.  663.  Das  Princip  der  ContinuitHt  stellte  Pon- 
celet  in  seinem  mehrgenannten  Hauptwerk  auf.  Vgl.  über  seine  Be- 
gründung desselben  Chasles  (Sohnke)  „Geschichte  der  Geometrie'' 
p.  193  f. 

160)  Art  418,  14,  p.  670.  Vergl.  Steiner  „Crelle's  Journ.**  Bd.  45, 
pag.  219. 

161)  Art.  4'22,  p.  676.  Vergl.  des  Herausgebers  obengenannte  „Dar* 
stellende  Geometrie"    Art.  10.  » 

162)  Ibidem  p.  677.  Nach  dem  von  Zech  „Höhere  Geometrie"  und 
V.  Stand t  gebrauchten  Ausdruck. 

163)  Art.  423,  p.  677.  Vergl.  Möbius  in  den  Berichten  der  math.- 
physik.  Classe  der  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  vom  20.  Febr.  1858, 
und  neuerdings  Gayley  in  den  „Annali  di  Matem."  Bd.  1  von  1863. 

164)  Art.  423,  p.  679.     Für  die  Ausdehnung  auf  die  Construction 
der  Kreise ,  welche  drei  gegebene  Kreise  unter  vorgeschriebenen  Win 
kein  schneiden  (Steiner  im  2.  Bd.  von  „Crelle*s  Journ.")  vergleiche 
man  eine  Abhandlung  von  Darboux  in  Bd.  1  der  2.  Ser.  von  „Annales 
de  l'äcole  normale"  p.  323,  besonders  p.  377  f. 

165)  Art.  424,  p.  681.  Es  entspricht  der  der  Involution  entgegen- 
gesetzten Uralegimg  der  Centralprojection  ^»  —  1,  also  -J  =»  1.  Vergl. 
„Darstellende  Geometrie"  etc.  Art.  19,  8;  Art.  21,  b);  Art.  53,  7. 

166)  Art.  425,  p.  681.  Dieser  Beweis  des  Satzes  von  Mac  Cullagh 
ist  von  Graves  gegeben  worden. 


Verzeichniss  bemerkter  Druckfehler. 


Seite    17  Zeile  17  TOn  oben  lies  r'OX  statt  YOX 
18      „    10     H      „     lies  gezogene. 
28  Aufl.  der  Aufg.  8  (a,b');  (a,6). 

^^     "        "       »'      ^       a'b  -  ah'      ' 


»t 


41  fehlt  die  Seitennumiuer. 

49  Zeile 4  von  oben  im  Zähler  des  zweiten  Bruches  lies  f/"ia  -  x') 

63  Aufl.  der  Aufg.  6  Zeile  2  lies  AQ\ 

66  Zeile  1  von  unten  lies  Axen  x,  y  respective. 

69  Zeile  2  von  unten  lies  QAB. 

62      „     1,2  von  oben  streiche  die  Worte  (Fig.  der  Aufg.  1). 

L      1-      1»      sin^OP* 
„       67      „     14  von  oben  lies  k  «=  -: — ^j-r,  tv  • 

68      „     11    n      n      lies  Art.  76.    Zeile  23  von  oben  lies  k:  k' 

71  n       5    „  unten  f  Seite  72  Zeile  4  von  oben  lies  «ssbO 

72  „     10    „  unten  lies  a,  or,  —  afOtf-ha^tt^^s^O 

73  „  2  ),  oben  lies  gehende;  Zeile  6  die  erste  Gleichung 
a^a,  +  (hat  s.  0;  Steile  12  lies  jener  und  Zeile  9  von  unten  fuge 
hinzu  ;  doch  ist  dies  ein  specieller  Fall. 

76  Zeile  4  von  oben  am  Ende  des  Z&hlers  lies  sin  A^;  Zeile  18 
von  unten  in  der  mittleren  Klammer  a^'  cos  Af) 

77  Zeile    2  von  unten  lies  -f*  ^a  ^i^  A.^^0 
80      „     19    „     unten  in  der  letzten  Klammer  (cr/a,"  und  Zeile  Ö 

und  7  von  unten  Uiq,  a^g,  ü^q 
98  Zeile  10  von  unten  am  Ende  lies  *»  e  statt  es»  o 
100      „       8    „    oben  im  ersten  Nenner  lies  9^ 


if 


it 


I» 

M 
II 

II 
II 
II 
II 
II 
11 
•I 
II 
II 
II 
tl 


♦  I 


II 
/» 
II 


100      „     14    „        „     lies  |,i,  sUtt  ^,£, 

Ende  lies  OjW 
104      „       4    „     unten  am  Ende  lies  (J.i^|E,^,) 


101      „       7    „       „     am  Ende  lies  h^y  statt  h^y 


105      „       3    „        f,     lies  -4:  Oi^t 

108  „       8    „    oben  lies  die  Notennummer  11)  statt  8) 

109  „       1     ,,    unten  lies  63  statt  3 
HO      „     11    It    unten  fehlt  die  Notennummer  12) 
113      „       6    „    oben  (Tabelle)  lies  ^ 
116      ,y     12    ,,    unten  lies  Verbindungslinie  der  Richtungen  oder 

der  harmonisch  conjugirten  der  l^ttelpunkte 
,,  -  127  Zeile     7  von  oben  und  Seite  143  Zeile  11  am  Ende  lies  a,, 
152      ,,     12    „        „     lies  0,JBi 
177      „     10  von  unten  lies  Aufg.  4. 


„     210      „       8    „    unteu  lies  welchen 


211      „     18,  20  von  oben  lies  respective  A^A^  und  AiA^ 

215  f,     13  von  unten  im  letzten  Nenner  lies  {, 

216  „       9,  10  von  unten  lies  sin^tsiuil^  und  zinA^^mAi 
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Seite  223  Zeile  14  yon  unten  fehlt  im  Nenner  der  Factor  2  und  in  der 
Formel  der  Anmerk.  ist  das  erste  Glied  {a^x' 

„     245  Zeile    7  von  oben  setze  die  erste  ESammer  vor  die  2 

n     261  M     11    9«    oben  lies  Halbirnngslinie. 

,y     262  „     12    „    unten  lies  im  Nenner  des  letzten  Braches  £*+  r/ 

„     277  „     21    „    unten  setze  nach  Parabel  ein  Komma. 

„     307  „     13    ,1       „      lies  wie  die  die 

„     310     „        4    „  unten  lies  den  ersten  Zähler  x^ 

„  315  „  "^  f* ,  o^^H  M^  ^'*  ^  ^^°  .unten  lies  CDd.,,  und  U 
von  unten  m'b'imd' 

„      317  Zeile  17  von  oben  lies  BQB' 

„  320  „  13,  IG,  17  von  unten  lies  resp.  &'*,  CP  und  Halbdurch- 
messer 

„     355  Zeile  16  von  unten  zwischen  den  Klammern  lies  — 

„     356      „     12,  17  von  uuten  lies  resp.  c"'  und  c\d\f^a\  c'^d, 

„     388  Aufg.  1  Zeile  5  setze  zwischen  AiAf  ein  Komma. 

„     401      „      4     „     5  lies  d\  t\  Zeile  7  von  unten  lies  von  J?,  ^j, 

„  480  Zeile  12  u.  13  von  oben  fehlt  in  den  Ausdrücken  rechts  in  der 
Klammer  an  erster  Stelle  der  Coefficient  2 

„     515  Zeile  15  von  oben  lies  als  statt  die 

„     515     „     13    „    unten  lies  (Stufe  0} 

„     ö2f2     „      2    „       „     lies  k^d'S* 

„     525     „       2,  8  von  oben  lies  resp.  =*  «»£1  und  i2£j 

„  537  „  10  „  oben  streiche  die  Anm.-Nummer  122;  siehe  123 
zu  p.  542. 

„     584  Zeile  10  von  oben  Klammer  lies  +  x(' 

„     606      „       6    „    unten  fehlt  die  Anm.  Nr.  141) 

„     607      y,       7    „        „      lies  die  Anm.  Nr.  142) 


Neuer  Verlag  von  B.  O.  Teobner  in  Leipsig. 
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für  Gymnasien  und  Realsch'ilen  bearI^lt€:U  Er-ter  Tbeii:  Die 
Planimetrie.  Zweite  Yerbes^erte  A-::äage.  Mit  130  Figiiren 
in  Holzschn.    [VHI  n.  1 99  S.]    gr.  8.    geh.  n-  X2.— 

Bnüma,  Dr.  C. ,  Director  der  Sternwarte  cnd  Professor  der 
Astronomie  za  Leipzig,  Resultate  %nt  den  meteorolo- 
gischen Beobachtangen  angestellt  an  Tieriindz wanzig 
Königlich  Sächsischen  Stationen  in  den  Jahren  \H12  und  1873. 
IX.  n.  X.  Jahrgang.    [IV  u.  192  S.J    gr.  4.     geh.  n.  JL  \<},  — 

Erler,  Dr^  Professor  und  L  Oberlehrer  am  KoniiTlichen  Pädai/o;:ium 
zu  ZtQlichaa,  die  Elemente  der  KegeUchnitte  in  Avn- 
the tischer  Behandlung.  Zum  Gebrauehe  in  der  Gyronasial- 
prima.  Mit  einer  lithographlrten  Fig::irentafeL  Separatabdnick 
ans  der  Zeitschrift  für  mathematiisohen  Unterricht  etc.  [35  S.J 
gr.  8.     geh.  JL  — .  60. 

Fort,  O.,  nnd  O.  Schlömüch,  Lehrbuch  der  analytischen 
Geometrie.    L  Theil:  Analrtieche  Geometrie  der  Ebene 
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von  0.  Fort,  Professor  am  Königlich  Sächsischen  Polytech- 
nikum zu  Dresden.  Vierte  Aullage.  Mit  in  den  Text  ge- 
druckten Holzschnitten.   fVIII  u.  259  S.]    gr.  8.  geh.  n.  ^fL  4. — 

II.    Theil:     Analytische     Geometrie     des 

Baumes  von  O.  Bchlömilch,  Dr.  ph.  und  Geh.  Schulrath  im 
KönigL  Sachs.  Ministerium  des  Cultus  und  offen tl.  Unterrichtjj. 
Vierte  Auflage.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
[Vm  u.  280  S.]     gr.  8.     geh.  n.  •>*[  5.  — 

Friachanf,  J.,  Professor  an  der  Univer?ität  zu  Graz,  Elemente 
der  Geometrie.  Zweite  Auflage.  [VIII  u.  164  S.]  gr.  8. 
geh.   n.  JL^.  — 

Kirchhoff,  Dr.  G.,  Professor  der  Physik  an  der  Universität  zu 
Berlin,  Vorlesungen  über  mathematische  Physik. 
Mechanik.  Zweite  Auflage.  (VIII  u.  466  S.]  gr.  8.  geh. 
n.  JL  13.  — 


Elekler,  Karl,  Prof.  a.  d.  k.  k.  Marine -Akademie  zu  Finxne,  die 
Metboden  der  darstellenden  Geometrie  zur  Darstel- 
lung der  geometrischen  Elemente  und  Orundgebilde. 
Mit  13  lithographirten  Tafeln.  [X  u.  151  S.]  gr.  8.  geh, 
n.  JL  4.  40. 

KohlrauBOli,  F.,  o.  Professor  an  der  Universität  Würzbarg,  Leit- 
faden der  praktischen  Physik  mit  einem  Anhange:  Das 
elektrische  und  magnetische  absolute  Maass-System.  Dritte  ver- 
mehrte Auflage.     [XII  u.  254  S.]     gr.  8.     geb.  n.  JLh.— 

Lorberg,  Dr.  H.,  Oberlehrer  am  kaiserL  Lyceum  zu  Strassburg. 
Lehrbuch  der  Physik  für  höhere  Lehranstalten.  Mit  zahl- 
reichen Holzschnitten  und  einer  lithogr.  Tafel.  [XVI  u.  320  S,] 
gr.  8.     geh.    vl,  JL  ^»  — 

Matthiessen,  Dr.  L.,  o.  Professor  der  Physik  an  der  UniTemtilt 
zu  Rostock,  Grund riss  der  Dioptrik  geschichteter  Liosen- 
systeme.  Mathematische  Einleitung  in  die  Dioptrik  des  mensch- 
lichen Auges.     [VIII  u.  276  S.]  .  gr.  8.     geh.    n.  «^  8.  — 

Müller,  Dr.  Hubert,  Oberlehrer  am  Lyceum  in  Metz,  Leit- 
faden der  Stereometrie  mit  Benutzung  neuerer  An- 
schauungsweisen für  die  Schule.  In  zwei  Theilen.  Erster 
•  Theil:  Die  Grundgebilde  und  die  einfachsten  Körper 
formen.  Mit  zahlreichen  Holzschnitten  und  drei  Tafeln.  [VIII 
u.  127  S.]    gr.  8.    geh.  n.  ^  2.  — 

Netiinann,  Dr.  O.,  o.  Professor  in  Leipzig,  einige  Notizen 
hinsichtlich  der  in  neuerer  Zeit  gegen  die  Gesetze  von 
Ampere  und  Weber  erhobenen  Einwände.  Separat- 
Abdruck  aus  dem  XL  Bande  der  Mathematischen  Annalen. 
[S.  309—340.]     gr.  8.     geh.  n.  A  1.  20. 

Untersuchungen   über    das    logarithmische  und 

Newton'sche  Potential.  [XVI  u.  368  S.]  gr.  8.  gel 
n.  JL  10.  — 

Salmon,  G-.,  Vorlosungen  über  die  Algebra  der  linearec 
Transformationen.  Deutsch  bearbeitet  von  Dr.  WiußW 
Fiedler,  Professor  am  eidgenössischen  Polytechnikum  i^ 
Zürich.  Zweite  verbesserte  und  sehr  vermehrte  Auflage.  [XI^ 
u.  478  S.]     gr.  8.     geh.  n.  JL  10.  — 

Bohröder,  Dr.  Ernst,  ord.  Professor  an  der  polytechnischen  Schalt 
in  Karlsruhe,  der  Operationskreis  des  Logikkalknl^ 
[VI  u.  37  S.]     gr.  8.     1877.     geh.  JL  1.  60. 
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